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Das  Übersetzungsrecht  für  alle  Sprachen  und  Länder  vorbehalten 


Copyright  1912  by  Ferdinand  Enke,  Publisher,  Stuttgart. 

(Gesetzliche  Formel  für  den  Urheberrechtsschutz  in  den  Vereinis^en  Staaten  von  Nordamerilca. 


Dniclc  der  Union  Deutsche  Verlagsg^esellschaft  in  Stuttgart. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Die  erste  Auflage  des  vorliegenden  Werkes  war  in  verhältnis- 
mäßig  kurzer  Zeit  vergriffen;  es  ist  seit  Monaten  nicht  mehr  auf 
dem  Büchermarkte  zu  haben. 

Die  außerordentlich  freundliche  Aufnahme,  welche  das  Buch 
in  Techniker-  und  EoUegenkreisen  fand,  zeigte  mir,  daß  ich  einem 
stark  empfundenen  Bedürfnis  Rechnung  trug,  wenn  ich  in  der 
ausführlichen  Behandlung  des  Funktionsbegriffs  und  im  Übergang 
von  sehr  kleinen  zu  unendlich  kleinen  Größen  eine  breite  Form 
der  Begriffsentwicklung  wählte,  welche  noch  durch  eine  große 
Zahl  von  eindringlichen  bildlichen  Darstellungen  unterstützt  wurde. 

Denn  sehr  viele  kommen  in  der  Tat  nicht  über  die  Klippe 
des  Funktionsbegriffs  und  den  Übergang  zur  Grenze  hinweg  und 
empfinden  deshalb  eine  krankhafte  Scheu,  die  Infinitesimalrech- 
nung in  ihrem  Berufe  nutzbringend  zu  verwerten,  nur  weil  sie 
die  Grundbegriffe  nie  ganz  erkannt  haben. 

Diesem  fühlbaren  Mangel  abzuhelfen,  soll  auch  künftig  die 
vornehmste  Aufgabe  des  Buches  bleiben. 

Aus  diesem  Grunde  hat  die  zweite  Auflage  fast  gar  keine 
sachlichen  Abänderungen  erfahren. 

Statt  der  noch  vielfach  üblichen  Bezeichnung  „ Wurzel*',  womit 
Schnittpunkte  einer  eindeutigen  Funktionskurve  mit  der  x-Achse 
gemeint  sind,  wurde  gerne  der  Ausdruck  ,, Nullstelle ^  allgemein 
eingeführt;  denn  dieser  Begriff'  ist  viel  leichter  faßlich  und  sagt 
dem  Studierenden  alles,  worauf  es  ankommt. 

Femer  wurde  durchweg  für  den  natürlichen  Logarithmus 
die  Bezeichnung  «In^,  wie  in  der  Hütte,  gewählt. 
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VI  Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Für  Briggsche  Logarithmen  glaubte  ich  dagegen  die  Be- 
zeichnung „log**  beibehalten  zu  sollen,  weil  diese,  trotz  der  in  der 
Hütte  gewählten  Abkürzung  „lg**,  doch  weiter  verbreitet  zu  sein 
scheint  und  in  den  bekanntesten  technischen  Tabellen  auch  ein- 
geführt ist. 

Allen  Freunden  des  Buches  bin  ich  für  gütige  Ratschläge 
aufrichtig  dankbar. 

Trotz  der  schwierigen  Arbeits-  und  Roha^ffverbattnisse  hat 
es  der  Verlag  fertiggebracht,  die  zweite  Auflage  in  Druck  und 
Papier  erstklassig  auszustatten,  sowie  meinen  sonstigen  Wünschen 
weitestgehend  entgegenzukommen,  wofür  ich  an  dieser  Stelle  meinen 
verbindlichsten  Dank  zum  Ausdruck  bringen  möchte. 

Möge  das  Werk  sich  weitere  Freunde  erringen  und  mit 
dazu  beitragen,  das  Studiuni  der  Technik  und  Naturwissenschaften 

zu  veremfachen  uüd  zu  vertiefen. 

'      ,  ' . .  .  • 

Bremöö,  im  November  1920. 

Diplolng.  Philipp  mfner, 

Oberlehrer  a^, den  teohn.  Ötaa^slehranstalten.     ' 
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I.  Kapitel. 

Über  gegenseitige  Beeinflussung  von  zwei 
veränderliclien  Größen;  graphische  Darstellung  von 

Funktionen  usw. 

§  1.    Allgemeines. 

^  Eine  der  wichtigsten  und  zugleich  anregendsten  Arbeiten  des 
Technikers  besteht  in  der  Lösung  folgender  Aufgabe: 

In  einfacher,   übersichtlicher  Weise  soll  zur  Erkenntnis  ge- 
bracht werden    der  Zusammenhang  bzw.  die  Abhängigkeit  oder 
gegenseitige  Beeinflussung,   in  welcher   sich  zwei  (oder  mehrere) 
Größen  befinden,  die  einer  Veränderung  unterworfen  sind. 
[  Hierbei  ist  zu  unterscheiden : 

!1.)  Ob  der  Zusammenhang  gefunden  ist  auf  Grund  statisti- 
scher Aufzeichnungen  oder 
;  2.)  auf  Grund  physikalischer  Beobachtungen  bzw.  techni- 

i  scher  Untersuchungen  oder 

ff  3.)  ob   der  Zusammenhang  ein   streng   gesetzmäfiiger  ist, 

\  wie  z.  B.  bei  allen  mathematischen  Gleichungen  mit  einer^  zwei 
l  oder  noch  mehr  veränderlichen  Größen. 

1  Beispiele:    Die  jährliche   Bevölkerungszunahme    einer   Stadt 

\  oder    eines   Landes,    die   jährliche   Einfuhr    bzw.    Ausfuhr   eines 

i  Landes  in  einem  bestimmten  Artikel,  z.  B.  in  Eisen,  Tabak,  Baum- 

I  wolle.  Reis  usw.,  der  tägliche  Eassenbestand  eines  Geschäfts,  der 

I  tagliche    Kohlenverbrauch    einer    Maschiuenanlage    usw.    werden 

1  durch  statistische  Aufzeichnungen  festgelegt. 

Die  Bestimmung  des  elektrischen  Widerstands  einer  Draht- 
>pule  bei  wechselnder  Temperatur,  die  Abhängigkeit  der  Dreh- 
»hl  eines  Elektromotors  von  der  Klemmenspannung,  des  Wirkungs- 
flMs  einer  Dampfmaschine  von  der  Belastung  usw.  werden  auf 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  1 
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Grund  physikalischer  Beobachtungen  bzw.  technischer  Unter- 
suchungen festgelegt. 

Der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks,  der  Rauminhalt  eines 
Prismas,    der   Weg    eines    frei   fallenden   Körpers    im   luftleeren 

Raum   (s  =  0  S  '  ^*  )i  ^^^  Druck  einer  eingeschlossenen  Gasmenge 

bei  konstanter  Temperatur  (  p  = )i  der  Endwert  s  eines  auf 

Zinseszins  liegenden  Kapitals  c  nach  n  Jahren  bei  festem  Zinsfuß  p 
I  s  =  c  •  1 1  +  1 Ä/^  )  1 1  die  Stromstärke  in  einem  Leiter  von 
bekanntem  Widerstand  bei  gegebener  elektromotorischer  Kraft 
I J  =  ^=^  j  usw.  werden  durch  strenge  Gesetze  festgelegt. 

In  all  den  erwähnten  Fällen  gibt  eine  zeichnerische  Dar- 
stellung den  sinnfälligsten  Aufschluß  über  die  Abhängigkeit  der 
veränderlichen  Größen  voneinander. 

Diese  veränderlichen  Größen  bezeichnet  man  in  mathemati- 
schen Gleichungen  gewöhnlich  mit  x,  y  und  z. 

In  der  Physik  und  Technik  ist  man  jedoch  gezwungen,  auch 
noch  viele  andere  Bezeichnungen  einzuführen,  um  die  vielfachen,  ver- 
schiedenen Einheiten  voneinander  zu  unterscheiden,  z.  B.  s  ^  Weg, 
t  =  Zeit,  p  =  Druck,  v  =  Rauminhalt,  T  =  absolute  Temperatur, 
E  =  elektromotorische  Kraft,  J  =  Stromstärke,  W  =  Widerstand, 
n  =  Umdrehungszahl  usw. 

Jedoch  führt  stets  derselbe  Weg  zum  Ziele,  ganz  gleich- 
gültig, mit  welchen  Buchstaben  die  veränderlichen  Größen  be- 
zeichnet sind,  und  gerade  der  Techniker  muß  sich  unbedingt  daran 
gewöhnen,  mit  derselben  Sicherheit  Gleichungen  zu  behandeln 
und  Versuchsergebnisse  zu  verwerten,  bei  welchen  die  Veränder- 
lichen mit  anderen  Buchstaben  als  mit  x,  y  und  z  bezeichnet 
sind.  Gewöhnlich  ist  die  Abhängigkeit  von  nur  zwei  veränder- 
lichen Größen  voneinander  festzulegen. 

Um  in  einem  solchen  Falle  für  die  statistischen  Aufzeich- 
nungen, die  technischen  Versucbsergebnisse  oder  die  streng  mathe- 
matische Gleichung  ein  zeichnerisches  Bild  zu  erhalten,  verfährt 
man  am  einfachsten  folgendermaßen: 


§  1.    Allgemeines. 


Man  nimmt  zwei  zaeinander  senkrecht  stehende ,  gerade 
Linien  ~  Achsen  — -^  an  und  trägt,  vom  Schnittpunkt  der  beidep 
Achsen,  dem  sog.  Nullpunkt  (Pol)  ausgehend,  nach  rechts  die 
positiven,  nach  links  die  negativen  Einheiten  der  einen  Ver- 
änderlichen auf  (=  Abszissen);  entsprechend  vom  Nullpunkt  nach 
oben  die  positiven,  nach  anten  die  negativen  Einheiten  der 
anderen  Veränderlichen  (=  Ordinaten).     (Abb.  1.) 


Abb.  1. 
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Darstellung  des  Achsenkreuzes  bei  rechtwinkligen  Koordinaten. 


Dann  entspricht  jeder  Punkt  in  der  ganzen  Ebene  einem 
und   nur  einem  einzigen,  ganz  bestimmten  Wertepaar  der 

beiden  zusammengehörigen  Veränderlichen. 


Demnach   ergibt  sich  auch  umgekehrt  für  jedes  einer  Ver- 
suchsreihe  entnommene  Wertepaar  bzw.  für  jedes  aus  einer 
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Abb.  2. 
Anwachsen  der  Flotte  des  Norddeutschen  Lloyd  in  50  Jahren. 


ii 


«5 


iK^V  -      ^  J^  1^  j^  ^  j^  J^?         i«^ 


§  2.    Beispiele. 


Gleichung  berechnete  TTertepaar  nur  ein  einziger,  ganz  be- 
stimmter Punkt  in  der  Ebene.  Der  Punkt  ist  durch  seine  beiden 
Bestimmungsstücke  (Koordinaten)  eindeutig  festgelegt. 

Trägt  man  nun  alle  beobachteten  oder  berechneten  Werte- 
paare in  der  Ebene  auf,  und  verbindet  die  fixierten  Punkte  durch 
eine  Linie  (Kurve),  so  ist  diese  Linie  das  zeichnerische  Bild  für 
die  statistischen  Aufzeichnungen  bzw.  für  die  beobachtete  tech- 
nische Versuchsreihe  oder  für  die  vorgelegte  mathematische 
Gleichung.  Wir  erhalten  die  Darstellung  in  rechtwinkligen 
Koordinaten. 

§  2.    Beispiele. 

1.)  In  folgender  Tabelle  ist  das  Wachsen  der  Flotte  des 
Norddeutschen  Lloyd,  Bremen,  nach  Brutto- Registertonnen  und 
Pferdestärken  angegeben.  Abb.  2  zeigt  die  dazu  gehörige 
graphische  Darstellung. 


Aus  «Der  Norddeutsche  Lloyd"  50  Jahre 
der  Entwicklung. 


Jahr 


Brutto- 
Register  tonnen 


1857 
58 
59 

1860 
61 
62 
63 
64 

1865 
66 
67 
68 
69 

1870 
71 
72 
73 
74 


2  892 

9  807 

20  530 

17  850 
15  088 

18  414 
18  605 
21356 
20  693 
23  406 
30476 
33  567 
44  097 
56  547 
66  849 
68  277 
75  951 
86  208 


Pferdestärken 


1490 

5  580 

10  780 

9  480 

8  030 

10  030 

10  030 

12  030 
11855 

13  755 

17  810 

18  960 
24  560 
30  760 
36  810 
36  810 
40  720 
52  220 
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Brutto- 

Pferiiestärken 

95  502 

60  550 

92  691 

57  850 

92  911 

57  850 

93  078 

57  600 

93078 

57  600 

89  485 

55  600 

89  465 

55  600 

91648 

60  600 

94  960 

65100 

103  419 

117  661 

118  340 
143  256 

155  023 

156  061 
182  817 
218  879 
212  020 
231  005 
241053 
227  875 
233  156 
298  341 
287  967 
390  552 
506  754 
540119 
587  070 
583  042 
577  549 
622  224 
754  441 


138  715 

139  740 


179  406 
202  731 

195  406 
191796 
188  481 
259  511 
315  550 
403  245 
409  925 
436  095 
481565 
442  385 
451435 
571 670 


In  Abb.  3  ist  ein  Beispiel  fOr  die  Abhängigkeit  der  Ten 
peratur  und  des  Feuchtigkeitsgehalts  der  Luft  von  den  einzelne 
Tagesstunden  (Einfluß  der  Sonne)  dargestellt. 


§  2.     Beispiele. 
Abb.  3 


^^^  ZeU* »- 


Kiii-veii  für  Tomperatur  in  Celsiuspjraden  und  Feuchtigkeitsgelialt  der  Luft  in  Prozenten 

vom  15.  auf  IS.  September  1911  in  Bremen. 

Abb.  4  gibt  eine  Übersicht  des  Gas-,  Strom-  und  Kohlen- 
verbrauchs im  Maschinenbaulaboratorium  (Technische  Staatslehr- 
anstalten  Bremen)  in  den  einzelnen  Monaten  bzw.  an  den  einzelnen 
Tagen  des  Betriebsjahres  1911/1912. 


Abb.  5  zeigt ,  in  welcher  Weise  der  Wirkungsgrad  einer 
untersuchten  Dynamomaschine  wächst,  wenn  die  Belastung  der- 
selben gesteigert  wird. 

Entsprechend  gibt  Abb.  6  den  Wirkungsgrad  einer  unter- 
suchten Dampfmaschine   in  Abhängigkeit   von  der  Belastung  an. 


Abb.  7  zeigt  die  Veränderlichkeit  eines  gegebenen  Wasser- 
voluniens  mit  der  Temperatur,  wobei  man  beachte,  daß  hier  eine 
lOOOOfache  Vergrößerung  der  Volumzunahme  gezeichnet  ist. 


In  Abb.  8   ist  die  Abhängigkeit  des  zulässigen  Fehlers  von 
der  gemessenen  Entfernung  für  verschiedenes  Gelände  angegeben. 


m63.t  KWSt  eaami- 
j&omper6raudt 
tmoKKSL-IO"^) 


änMrsth&Iadomt. 


■.UZ93,iKKSt. 
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Abb.  9  zeigt  die  Abhängigkeit  der  Magnetisierungsfahigkeit 
verschiedener  Eisensorten  von  der  aufgewandten  magnetisierenden 
Kraft.  Dazu  gehören  folgende  Versuchswerte  der  Magneti- 
sierangskuryeii  für:  Ankerblech  (A,  a),  Stahlguß  (B,  b),  Guß- 
eisen (C,  c)  (Abb.  9  u.  10). 

Hierbei  bedeutet:  B=  Kraftlinienfluß  pro  cm^ 

aw  =  notwendige  Amperewindungen  pro.  1  cm  Kraftlinienweg. 


Abb.  5. 


2     ♦     e     8     fO    12    n    16    f8    20  22   2^   26    28   30  ^   3¥   36    38EJ9r 


Wirknngsgradknrve  einer  Dynamomaschine  in  Abhängigkeit  von  der  Belastung. 
Nonnale  Leistung :  30  KW,  Klemmenspannung :  230  Volt.  Minut liehe  Drehungszahl  =  750. 

Daraus  berechnet  sich  die  Durchlässigkeitszifl'er  (Permeabili- 
tätskoeffizient) (1  mittels  der  Formel: 


B  =  [1  •  H  zu  .  .  .  [1  = 


B^ 


Nun    ist    H  = 


4-3:       i  •  z 


10 


1 


magnetisierende    Kraft    für    Luft    und 


1  •  z 


s 


1 


=  aw 


also 


§  2.    Beispiele. 


11 


B  = 


V- 


4ic      i 


10         1 
[1  = 


z  4n 

B 


aw,  woraus  endlich 
B 


4:: 


aw 


1,25    aw 


Abb.  6. 


^  4t^ 


Wirkungsgradknrve  einer  zweizylindrigen  Dampf maschine. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrads  für  einen  beliebigen  Punkt  P 


V  = 


PS. 


OA 
AP 


15 


24,5 


=  0,(512  =  61,2«j,  -.-.  AB. 
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Abb.  7. 


-12"* '8"*  -«** 
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Volumen  (Ausdehnung)  de»  Wassers  in  Abhängigkeit  von  der  in  Celsiusgraden 
angegebenen  Temperatur.    Das  Volumen  V  bei  0«  ist  gleich  1  gesetzt. 


t  =-■ 
V  = 


—  129 
1,002373 


—  80 
1,001152 


—  40 


1,000488 


00 
1 ,000000 


-f  40 
0,999S82 


t  =  +  80 
V  =  1,000004 


-f  120 
1,000842 


+  160 
1,09087S 


+  20  0 
1,901494 


2<'  =  ü  mm 
0,0001  V  =  2  mm  = 


1000( 
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Abb.  9. 
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e  kleinen  BDl^1l3ta1le1l  b,  b,  c.  gelten 
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Versuchswerte:  1.)  Für  Ankerblech  (A,  al. 


j  9000 
2.ti4 


16  000J17  000 

18  000 

39    65 

116 

S28   210 

'" 

14  000  15  000 

17,2     : 


2.)  FOr  Stahlguß  (B,  b). 


7,8     ) 


235    ) 


Venuchawertn 


Versuchs  werte 


4000   5000   ÖOOO 
1.55     2.2       8 
2070    1818   1600 


7000  j  8000  9000 
3,87  ■  4,97  6,25 
1450 !  1285   1150 


10  000  11  000 1      Vermchs- 
7,76    I    9,75  i         *«'^ 
1030  1    905  ..  .  berechnet 


(»- 

12  000 

13  000 

14  000 

15  000 

16  000 

17  000  18  000 

19  000' 

Versuchs- 

13,6 

16,95 

23.75 

33 

48,7 

75    116 

.70 

wette 

l^- 

761 

615 

472 

363 

263 

181   124 

89,5. 

.  berechnet 

Abb.  10  zeigt,  in  welcher  Weise  sich  die  Durchlässigkeit 
fUr  magnetische  Kraftlinien  bei  Änkerblech  und  Stahlguß  ändert, 
wenn  die  Magnetisierung  mehr  und  mehr  gesteigert  wird,  wenn 
sich  also  die  Magnetisierung  dem  sog.  Sättigungsgrad  nähert. 

Überall  ist  zu  erkennen,  daß  die  Veränderung  der  einen 
Größe  gleichzeitig  eine  Terändemng  der  anderen  hervorruft. 
Beide  Größen  beeinflussen  sicli  also  gegenseitig,  sie  sind 
voneinander  abhängig;  man  sagt  „die  eine  Oröße  ist  eine 
Funktion  der  anderen". 


§  2.    Beispiele. 


15 


Die  Drehzahl  n  eines  Elektromotors  ist  eine  Funktion  der 
Klemmenspannung  P;  das  spezifische  Gewicht  7  bzw.  das  Volumen  V 
des  Wassers  ist  eine  Funktion  der  Temperatur  t;  der  Wirkungs- 
grad 7]  einer  Dampfmaschine  ist  eine  Funktion  der  Belastung  L. 

In  mathematischen  Zeichen: 

n  =  f  (P),  T  =  f  (t),  7]  =  f  (L). 
Es  besteht  zwar  bei  allen  behandelten  Beispielen   eine  Ge- 
setzmäßigkeit, aber  wir  sind  nicht  imstande,  diesem  Gesetz  eine 
strenge,  mathematische  Form  zu  geben. 


Abb.  10. 


saoa 
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Durchlässigkeits-  oder  Permeabilität skurven  t'ttr  die  unter  8.  gezeichneten  Magneti- 

sierungskurven  (A,  a)  und  (B,  b). 


Nichtsdestoweniger  sind  derartige  Kurven  für  die  Praxis  von 
außerordentlicher  Wichtigkeit. 

2.)  Öfters  ist  eine  Darstellung  in  sog.  Polarkoordinaten 
vorteilhafter,  z.  B.  bei  der  Auftragung  der  Leuchtkraftkurven 
einer  Bogenlampe  bei  verschiedenen  Stromstärken  (Abb.  11),  oder 
bei  der  Darstellung  einer  Spirale.  Vorläufig  soll  jedoch  nur  von 
rechtwinkligen  Koordinaten  die  Rede  sein. 

Bezüglich  „Polarkoordinaten'*  siehe  S.  72. 
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Abb.  11. 


§  3.    Zeichnerische  Darstellung  strenger  Gesetze 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  (lineare  Gleichungen). 

1.)  Ist  die  Verknüpfung  von  zwei  veränderlichen  Größen  durcti 
ein  strenges  Gesetz  (Gleichung)  gegeben,  so  kann  man  sich  auf 
die  einfachste  Weise  eine  beliebig  große  Reihe  zusammengehöriger 
Wertepaare  ausrechnen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  soll  nun  darin  bestehen,  eine  An- 
zahl solcher  Gesetze  im  Bilde  darzustellen. 

Die  veränderlichen  Größen  wollen  wir  hierbei  der  Einfachheit 
halber  immer  mit  x  und  y  bezeichnen. 

Beispiel:  Die  Gleichung: 

I.)  ...2x  +  3y  — 12  =  « 
ist  graphisch  darzustellen. 

Anleitung :  Die  vorliegende  Gleichung  ist  in  der  sog.  nnent- 
wickelteo  Form  gegeben ;  diese  liegt  vor,  wenn  beide  Veränder- 
liche auf  derselben  Gleichungsseite  stehen. 
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Wenn  es  ohne  verwickelte  Rechnungen  möglich  ist,  so  stellt 
man  sich  in  einem  solchen  Falle  am  besten  die  sog.  ^entwickelte 
Form*"  dar,  d.  h.  ,,nian  löst  die  gegebene  Gleichung  nach  einer 
der  beiden  Yeränderlichen  auf^S  z-  B-  ^^^^  J- 

Tun  wir  dies,  so  ergibt  sich  aus  I.)  für  y: 


o 


II.)  . . .  y  =  — 3"  ^  +  *• 

In  dieser  Form  nennt  man  y  eine  Funlition  YOn  x,  d,  h.  y 
ist  in  Abhängigkeit  von  x  ausgedrückt. 

y  ist  also  hierbei  die  abhängige ^  x  die  unabhängige  Ver- 
änderliche. 

Ebensogut  hätte  man  die  Gleichung  I.)  nach  x  auflösen 
können ;  dann  wäre  x  die  abhängige  und  y  die  unabhängige  Ver- 
änderliche gewesen. 

Jedoch  ist  die  Auflösung  nach  y  die  allgemein  übliche. 

Um  —  wie  in  IL)  —  die  Abhängigkeit  der  Veränderlichen  y 
von  der  Veränderlichen  x  symbolisch  zum  Ausdruck  zu  bringen, 
bedient  man  sich  der  Schreibweise: 

y  =  f  (x)  oder 

y  =  F  (x)  oder  auch 

y  =  9>(x). 

Dadurch  will  man  nur  in  einfachster  Weise  andeuten,  daß 
irgend  ein  Gesetz  die  beiden  veränderlichen  Größen  x  und  y 
miteinander  verknüpft. 

Im  übrigen  wird  der  innere  Zusammenhang  eines  Gesetzes 
durch  irgendwelche  zulässigen  Rechnungsoperationen  durchaus 
nicht  gestört;  Gleichung  I.)  und  Gleichung  IL)  sind  demnach  genau 
dasselbe  (sie  sind  identisch). 

Um  nun  das  zeichnerische  Bild  unserer  gegebenen  Gleichung 
zu  erhalten,  verwenden  wir  die  nach  y  entwickelte  Form  unter  IL) 
und  geben  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  beliebige 
Werte. 

Zu  all  diesen  Werten  berechnen  wir  uns  die  zugehörigen 
Werte  von  y  und  stellen  die  Wertepaare  in  einer  Tabelle  zu- 
sammen. 

Hafner,  Differentiril-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl  2 
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Setzen  wir  in  II.)  .  .  .  y  = 


für  X  =  -  6 
so  wird  y  =  -|-  8 


x  +  4 


3 

0 

+  3 

+  6 

+  9 

+  6 

+  4 

+  2 

0 

-2 

+  .. 


Die  Tabelle  könnte  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden, 
d.  h.  es  lassen  sich  beliebig  viele  zusammengehörige  Wertepaare 
festlegen.  Jedoch  genügen  die  berechneten  Wertepaare  vollständig, 
um  das  zeichnerische  Bild  der  vorgelegten  Gleichung  zu  entwerfen. 

Hierzu  nehmen  wir  die  x-Aehse  stets  wagrecht^  die  y-Aclise 
stets  lotrecht  an. 

Die  X- Werte  nennt  man  Abszissen,  die  y- Werte  nennt  man 
Ordinaten. 

Zu  jedem  Punkt  in  der  zy-Ebene  gehört  eine  nach  Gröfle 
und  Yorzeichen  eindeutig  bestimmte  Abszisse  und  eine  nach 
Größe  und  Yorzeiclien  eindentig  bestimmte  Ordinate. 

Beide  zusammen  —  Abszisse  und  Ordinate  —  nennt  man 
auch  die  Koordinaten  oder  Bestimmungsstttcke  des  Punktes. 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  bestimmen  diesen  eindeutig 
in  der  Ebene,  so  daß  er  mit  keinem  anderen  verwechselt 
werden  kann. 

So  sind  in  der  Tabelle  fUr  sechs  Punkte  der  vorgelegten 
Gleichung  die  Koordinaten  angegeben. 

um  die  Lage  des  ersten  Punktes  mit  den  Koordinaten  x  =  —  6, 
y  =  +  8  festzulegen,  tragen  wir  in  der  x-Richtung  sechs  Ein- 
heiten nach  links  auf,  errichten  im  Endpunkt  eine  Senkrechte, 
also  eine  Parallele  zur  y-Achse  und  tragen  auf  dieser  acht  Ein- 
heiten nach  oben  auf;  dann  haben  wir  den  gesuchten  Punkt. 
Er  ist  in  Abb.  12  mit  A  bezeichnet. 

Entsprechend  benützen  wir  das  zweite  Wertepaar  der  Tabelle: 
x  =  —  3;  y  =  -(-6;  wir  erhalten  Punkt  B. 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Punkte  C,  D,  E  und  F. 

Verbindet  man  die  gewonnenen  Punkte,  so  wird  man  finden, 
daß  alle  zusammen  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Diese  gerade  Linie  in  ilirer  unendliclien  Ausdehnung  ist 
dann  das  vollkommene  Abbild ,  im  übertragenen  Sinne  ge- 
wissermaßen die  Photographie  der  vorgelegten  Gleichung. 
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Sie  ist  der  Inbegriff  aller  mögliehen,    nur  denkbaren 

Lösungen  der  gegebenen  Gleichung. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  ist  eine  Losung.     Andererseits 
kann   kein   einziger   Punkt  außerhalb   der  Geraden   eine  Lösung 


Abb.  12. 
^  >  tyjidise  (Ordmaiaui&ise) 


i-xJdtseLütscLssm 
^  Jehse) 


J-yAcfise 


Darstellnng  der  Gleichung :  2x  +  3y  —  12  =  0  (identisch  mit :  y  =  —  -^  x  -f  4)- 

sein.  Greifen  wir  demnach  irgend  einen  solchen  Punkt  P  auf 
der  Geraden  heraus,  so  kommt  diesem  ein  ganz  bestimmter  Wert 
für  X  und  ein  ganz  bestimmter  Wert  für  y  zu. 

Für  P  lesen  wir  aus  der  Abb.   12  ab:  x  =  +  12;  y  =  —  4. 
Setzt  man  dieses  Wertepaar  in  die  gegebene  Gleichung  ein, 
^.   so  muß   diese  —  falls  die  Zeichnung  ganz  genau  und  kein  Ab- 
5,t;  lesungsfehler  gemacht  ist  —  identiseli  erfüllt  sein. 


1 


i 


Probe :  Es  war  ...  y  == :r-  x  +  4. 
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Hierin  das  Wertepaar  <C    _  __    w  ^i^gösetzt,  ergibt: 

2 


—  4  = 


(+  12)  -f  4     oder 


—  4  =  —  8  +  4     oder 

—  4  ^  —  4  (=  ist  das  Zeichen  für  identisch). 

Diese  Probe  mufi  für  jeden  anderen  Pnnkt  der  Gerade 
ebenfalls  stimmen. 

Aufgaben:  Berechne  zu  folgenden  Gleichungen  eine  Tabell 
zusammengehöriger  Wertepaare  und  zeichne  die  Schaubilder  de 
Gleichungen  auf  Millimeterpapier. 

2 
1.)  2x  +  3y  +  12  =  0  .  .  .  hieraus  y  =  —  — 

2.)  2x-3y-12  =  0...        ,       y  =  +  4 


x-4, 


3.)  2x-3y+  12  =  0  .  .  . 


X   -  4, 


y  =  +  ^x  +  4. 


Ebenso : 

4.)  2x  +  y  — 4  =  0 

5.)  2x  +  y  +  4  =  0 
6.)  2x-y -4  =  0 
7.)  2x-y  +  4  =  0 

Desgleichen : 

8.)  X  —  y  =  0  ... 
9.)  X  +  y  =  0  .  .  . 

Desgleichen : 

(y  =  +  5  . 

y  =  +  2  . 

y  =  -4. 

x  =  — 8  . 
x  =  -  3  . 

X  =  +  2,6 
x  =  +  7  . 


identisch  mit  j  =  —  2x  -f  4, 
.    y  =  -2x-4, 

,    y  =  +  2x-4, 
,    y  =  +  2x  +  4. 

V    y  =  +  X, 
.    y  =  —  X. 


Parallele  zur  x- Achse  im  Abstand  -|-  5, 

X-  —  4 

Q 

n  V  V  ^1 


y- 
y- 
y- 
y- 


-3, 

+  2,5, 
+  7. 


y  =  0  ...  Gleichung  der  x- Achse, 


=  0 


y- 
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Übungsaufgaben«    Man  zeichne: 
y  =  2x;       y  =  3x;       y  =  4x;       y  =  -— x 


2 


allg. 
y  =  a  •  X, 


y  =  — 2x;  y  =  —  3x;  y  =  —  4x;  y  = 

Diese  Gleichungen  lassen   sich   auch   folgendermaßen  schreiben: 

allg. 
1 


|-  =  +  2;  +3;  +4;  +^ 


-2;-3; 
Die  Faktoren  von  x,  nämlich 


4;  - 


y 


=  a. 


+  2;  +3;  +4;  + 


2  ' 

1 


-2;  -3;  -4;  -  — ;  a 

heißen  Proportionalitätsfaktoren  und  geben  das  Steigungsmaß  tg  a 
der  Geraden  nach  Größe  und  Vorzeichen  an.  —  Für  die  ange- 
fillirten  Beispiele  wird  also: 

tga=-|-2;  +3;  +4;  +  i-;  -2;  -3;  -4;  -4-;  a. 


1 


Zeichne  ferner: 

1  3 

y  =  3x  +  5;      y=-^x  — 3;  j  = -—x 


2  ' 


4;     y  =  — x  +  8; 


y=-4x  +  2;  y  =  -x-3;     y  =  -— x  +  5;  y  =  -0,2x-10; 

5x^2y-10  =  0;  4x-3y+  18  =  0;  3x  +  2y~12  =  0; 

-^x^3y +  G  =  0.  —  Wie  groß  ist  tga? 

Aufgabe:  Setzt  man  für  eine  bestimmte  Temperatur  die  An- 
zahl der  Celsiusgrade  =  y  und  die  Anzahl  der  Reaumurgrade  =  x, 
80  besteht  die  Beziehung: 

5 


^Cels.  ~" 


^     *  ^Reaum.' 


zeichne  das  Bild  der  Gleichung! 

Zwischen  Celsius-  und  Fahrenheitgraden  gilt  die  Beziehung: 


Fahr 


.  =  1^8  •  Jceis.  +  32  oder  y  =  -^ 


32 

8 


;  Darstellung! 
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2.)  In  all  den  angegebenen  Fällen  wird  sich  för  das  Schau- 
bild der  Gleichung  etne  gerade  Linie  ergeben,  weil  alle  Glieder 
sämtlicher  Gleichungen  höchstens  vom  ersten  Grade  sind  und  nur 
im  Zähler  vorkommen.     (Lineare  Gleichungen.) 

Wir  können  einer  solchen  linearen  Gleichung  zwischen  zwei 
veränderlichen  Größen  x  und  y  die  allgemeine  Form  geben: 


I  ax  +  by  +  crzzQ.  I 


Hierin  bedeuten  a,  b  und  c  beliebige,  ganze  oder  gebrochene, 
positive  oder  negative  Zahlenwerte. 

Wählt  man  also  a,  b  und  c  beliebig  und  zeichnet  das  Bild 
der  Gleichung,  so  muß  sich  eine  gerade  Linie  ergeben. 

Es  interessiert  uns  nun  vor  allem,  festzustellen,  welche 
Stttcke  eine  solche  Gerade  aus  der  x-  und  y-Aehse  aus- 
sclineidet  und  welchen  Winkel  die  Gerade  mit  der  positiven 
Richtung  der  x- Achse  bildet.  In  Abb.  12  sind  die  Achsenabschnitte 
bezeichnet  mit: 

OE  =  Xq  =  m  in  der  x- Achse  und  mit 

OC  =yo  =  ^    y>     »    y- Achse. 

Der  betreffende  Winkel  ist  bezeichnet  mit  a.  Er  entsteht 
durch  Drehung  der  +  x- Achse  um  den  Schnittpunkt  E  nach 
links  herum,  wie  es  der  Pfeil  angibt,  bis  die  -j- x- Achse  rait 
der  Geraden  zusammenfällt. 

In  unserem  Fall  ist  also  a  der  stumpfe  Winkel  ( A  E,  -|-  x) 
und  nicht  etwa  der  spitze  Winkel  AEO. 

Die  Pfeile  in  der  Geraden  ABC  ...  sollen  andeuten,  wie 
wir  den  Verlauf  der  gezeichneten  Linie  verfolgen:  Wir  Yerfolgra 
ihn  stets  mit  positiv  zunehmendem  x,  also  Ton  links  naeh 
rechts! 

Um  nun  in  Abb.  12  0  E  =  x,,  zu  finden,  bedenken  wir,  daß  E 

2 
ein  Punkt  der  Geraden  y  =  — —  x  -j-  4  ist,  und  zwar  der  einzige 

ö 

Punkt,   dessen  Ordinate  y  =  0  ist;   setzen  wir  also  y  =  0  in  die 
Gleichung  ein,  so  ergibt  sich:  i        ;      :     .  i. 

0  = ^x -f  4,     woraus     jxi=Xö  =  +  6 
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Um  OC  =  yQ  zu  finden,  bedenken  wir,  daß  C  der  einzige 
Punkt  der  Geraden  ist,  dessen  Abszisse  x  =  0  ist;  wir  setzen  also 
X  =  0  in  die  Gleichung  ein  und  finden : 

y  =  —  —  •  0  +  4,     woraus     |  y  ^  Jp  =  +  4  j 

Nun  ergibt  sich  sofort: 


tga  =  - 


__        .Vo  __ 


X 


0 


(i 


—  =  konstant 


Benützen  wir  die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Ge- 
raden ...  ax-f-by  +  c  =  0...,  so  ergibt  sich  entsprechend : 


für  y  =  0  . 


x  =  0 


folglich : 


a 


Man  nennt  tg  a  = —  den  ^^RiehtangslLoefÜzienten^^  oder 

das  ^^Steigungsmafi^^  der  geraden  Linie. 
Beispiele:  Es  ist  für: 

1.)  3x  +  2y  — 8  =  0  .  .  . 


tga  = 


2.)  4x  —  y  +  3  =  0  ... 
3.)  -5x  +  4y   -9  =  0 


2   ' 

4 


a  =  ? 


tga  =  -  _^   =4-4;         a  =  ? 
tga  =  -  _^^  =+1,25;  a  =  v 


tga 


-2 
-5 


=  -0,4;      a  =  ? 


4.)  -2x-5y  +  6  =  0  .  . 

Probe  durch  Zeichtfung! 

Löst     man     die     allgemeine     Gleichung     der    Geraden  .  .  . 
ax  +  by  +  c  =  0  nach  y  auf,  so  ergibt  sich: 
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Wir  sehen,  daß  dann  bei  x  der  Faktor  I —  j  =  tga  steht. 

Demnach  läßt  sich  die  Gleichung  der  Geraden  auch  schreiben: 


y  =  tga    x 


Nun  war  aber 


=  y^  ==  n**,   also  gleich  dem  Achsen- 


abschnitt in  der  y- Achse;  folglich: 


I  y  =  tga    x  +  Yo  I    oder    |  y  =  tga    x  +  n  j 


=  n 


Satz :  In  der  nach  y  entwickelten  Form  der  Gleichung  einer 
Geraden  gibt  der  Faktor  yon  x  nach  Gröfie  und  Yorzeichen 
die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Ge- 
raden an  und  der  konstante  Summand  yo  =  n  gibt  nach  Grofie 
und  Yorzeichen  dasjenige  Stück  an,  welches  die  Gerade  aus 
der  y-Achse  ausschneidet. 

Beispiele : 

.  .  dafür  tga  =  —  3  und  y«  =  +  25;  a  =  ? 

,       tga  =  —       , 


1.)  y  =  -3x  +  25 


2.)  y  = 


3 


X  —  6  . 


3.)  y  =  2x+l... 


tga  =  +  2 


4.)y=  - 


X 


tga  = 


1 


yo-     6; 

a-? 

yo  =  +  i; 

a  — ? 

yo--3; 

a  — ? 

Überall  Probe  durch  Zeichnung! 

Bezeichnen  wir   das  aus  der  x-Achse  ausgeschnittene  Stück 
nach  Größe   und  Vorzeichen  mit  m,   das   aus  der  y- Achse  aus- 


geschnittene Stück   mit  n,   so   ist  auch  tga  =  — 


n 
m 


also   all- 


§  8.    Darstellung  linearer  Gleichungen.  25 


gemein  y  =  tg  a  •  x  +  n   oder  y  = 


n 


m 


X  +  II  •  •  •  oder : 


lnx  +  my=mnl 

Satz :  Die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  aus  der  x- Achse 
das  Stück  m  und  aus  der  y- Achse  das  Stück  n  ausschneidet,  lautet: 


■^ 


Abb.  13. 


^4. 


ry 


X  V 

DarsteUnng  der  Gleichung : V  — 


-f-X 


1.    Hierbei  ist  OA  =  m,  OB  =  n. 


|nx-f-nay=nfi'^l  oder  durch  m  •  n  dividiert: 


(Abb.  13) 


Wie  lauten  die  beiden  Ergebnisse  in  Worten? 

Beispiel :  Sei  m  =  —  8,  n  =  +  5. 
Gleichung  der  Geraden  ...  5x  —  8y  =  —  40 


.  Probe! 
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Man  beweise:    Geht  die   Gerade   dnrch   den   Nnllpunkt 
(Abb.  14)   und  bildet  mit  der  -f  x- Achse  den  Winkel  a,   so 

lautet  ibre  Gleichung: 


a 


y  =  tga  .  X  = jT  •  ^    ^^^^    ax  +  by  =  0, 

d.  b.  der  konstante  Summand  c  ist  =  0. 


V 

DaiHtellung  der  Gleichung :  y  =  tg  a  .  x  oder    '     =  tg  a. 

Ferner:  Geht  die  Gerade  durch  den  bestimmten  Pankt 
(Xj  y^)  (Abb.  15)  und  bildet  sie  mit  der  -f  x-Achse  den  <^  a, 
dann  lautet  ihre  Gleichung: 


y-yi  _ 


tg  a     oder: 


—  yi  =  (x  -  Xi)  •  tg  a  =  (x  -  Xj) .  y-  -^j 


oder: 


a  •  (x  —  Xj)  +  b  •  (y  —  y,)  =  0. 

Sieht  man  von  der  Bedingung  ab,  daß  die  Gerade  mit  der 
-f  X-Achse  einen  bestimmten  <J  a  bilden  soll,  und  stellt  man  nur 
die  Bedingung,  daß  sie  durch  den  Punkt  x^  y^  gehen  soll,  so 
lautet  ihre  allgemeine  Gleichung: 

G  .  .  .  ax  +  by +  c  =  0  -^ 
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hier  x^y^  eingesetzt,  ergibt: 

axj  -f  bji  -j-  c  =  0     oder 


—•  aXi 


bjj  ...  in  6  eingesetzt,  ergibt: 


G  ...  ax  +  by  —  axj  —  by^  =  0, 
dabei  sind  a  und  b  ganz  beliebig.  — 

Sei  z.  B.  X,  =  +  3;  Ji  ==  4"  ^?  ferner: 
1.)  a  =  2;  b  =  7;        dann  Gj  ...  2x+  7y-  41  =  0; 
2.)  a  =  -  4;  b  =  3;      ,      G^  .  .  .  -  4x  +  3y  -  3  =  0; 
3.)  a  =  5;  b  =  —  3;      „      G.j   ...  r)x  —  3y  =  0  usw. 

Abb.  15. 


T 


TTS-T? 


DarHtellung  der  Oleichun^:  - 


X  —  X, 


^X 


=  tga,  wobei  Xj  yi   und  a  gegeben 


Alle  3  Geraden  gehen  durch  den  Punkt  x^y^  mit  Xj  =  -f  3 
und  Vj  =  -|-  5.     Probe  durch  Zeichnung! 

Außerdem:  Soll  die  Gerade  durch  2  bestimmte  Punkte  Xjj^ 
und  Xgjg  gehen  (Abb.  16),  dann  lautet  ihre  Gleichung: 


X  —  X. 


X^-X. 


Aufgabe:  Man  bilde  selbst  zu  jedem  Satz  einige  Zahlen- 
beispiele und  mache  die  Probe  durch  Zeichnung. 

3.)  Aus   den   unter  2.  abgeleiteten  Sätzen   ist  leicht  zu   er- 
kennen, daß  z.  B.  die  folgende  Gleichungsgruppe: 
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y 
y 
y 
y 
y 


2x+  1  1 
2x      3 
2x  — 5 

2x  +  4 
2x 


lauter  gerade  Linien  ergibt,  welche  einander 
parallel  sind,  weil  die  nach  y  entwickelte  Form 
vorliegt  und  x  stets  denselben  Faktor  +  2  =  tg  a  hat. 


Für  alle  ist  tg  a  =  +  2,  also 

a  =  63«26^ 

Man  mache  die  Probe  durch  Zeichnung! 


i-X 


y  —  yi        yi  —  y^ 

Darstellung  der  Gleichung : = ,  wobei  x,  y,  und  Xj  ya  gegeben. 

X  —  Xj  Xi  —  X2 


Die  folgende  Gleichungsgruppe : 

--I-X  +  4 


y  = 


y  = 


--X  +  4 
+  |x  +  4 


y 
y 


ergibt  lauter  gerade  Linien ,  welche  aus  der 
y-Achse  dasselbe  Stück  -f  4  ausschneiden; 
denn    für    x  =  0    wird    für    alle    Gleichungen 

y  =  +  4. 

+  3x    +4 

Man  zeichne  alle  Geraden  auf! 
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Die  folgende  Gleichungsgrappe: 

ergibt  lauter  gerade  Linien,  welche  alle  durch 


x  +  3 

Izl 

x+3 


=  +1,2 


den  gemeinschaftlichen  Punkt 


Xj  =  —  3 


gehen. 


Alle  Oeraden  sind  aufzuzeichnen! 
Die  folgende  Gleichungsgruppe: 
y  -  0,4  .  X 

y  =  i,2x 
y  =  2.x 
y  =  6x 

y  =  -  5-x 
y  =  -3x 

Alle  Geraden  aufzeichnen! 

4.)  Die  allgemeine  Gleichung  einer  geraden  Linie  lautete: 

ax-t-by-|-c  =  0, 

und  daraus  ergab  sich: 


ergibt  lauter  gerade  Linien,  welche  durch  den 
Nullpunkt  gehen,  weil  der  konstante  Summand 
=  0  ist. 


tg  a  = —  =  konst. 

b 


^- 1.  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  a  oder 
<läs  Steigungsmafi  der  Geraden  ist  nur  abhängig  von  den 
Koeffizienten  a.und  b. 


Der  konstante  Summand  c  hat  auf  die  Richtung  der 
Geraden  keinen  Einfluß.  Sind  also  in  verschiedenen  Glei- 
chungen gerader  Linien  die  Koeffizienten  a  und  b  nach 
Orofie  und  Torzeichen  einander  gleich,  dann  müssen  die 
Geraden  parallel  laufen! 


Eine  Yeränderung   von   c   bringt   lediglich  eine   Parallel- 
Tersehiebung  der  Geraden  hervor. 

Beispiel:  2x-3y  +  c  =  0  (Abb.  17). 

Man  wähle  c  beliebig,  z.  B.  c  =  —  24,  --18,  —  3,  0,  -f-  12, 
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+  20  usw.  und  zeichne  die  Geraden.  Alle  werden  pumllel  laufen; 
also  haben  auch  alle  das  Reiche  Steigimgsmaft. 

Man  ändere  a  allelli  oder  b  alleiii;  dann  ändert  sich  auch 
das  Steigungsmafi  der  Geraden. 

Man  multipliziere  a  und  b  gleichzeitig  mit  demselbeB 
Faktor:  das  Steigungsmaß  bleibt  genau  dasselbe. 

Abb.  17. 


5.«  um  das  St<J$ungsmaB  TerscUfdeser  Geraden  mitein- 
ander TeiglticlHMi  XU  ktenen.  denb»  wir  uns  die  Geradm  auf 
etce  tetwAt  hii^rrade  Tafel  au%ejNJelinet  [die  x-ATcrte  wag- 
ix<)ii^  die  T-Wetre  Wwehil 

JMH  dnrrliwandmi  wir  in  Ofdankwi  ^atantiicte  GemdeBt 
indm  wir  ^le  narheinandfr  $tel2$  t«i  links  nadi  rackts^ 
al$ii  nail       waeli$endm  x  dnrrlilanr<Hi«     a  nh!^  sidi  hierbei 

ijwl«n  ^\n  11'   !>Ss  <^><   .Al>i^-  Iv. 
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Es  ist  ohne,  weiteres  klar:  Je  größer  a  wird^  desto 
größer  wird  das  Steigungsmaß,  desto  schwerer  wird  es  uns^ 
auf  der  Geraden  Torwarts  zn  kommen. 

Wir  erkennen:  Solange  wir  uns  auf  derselben  Geraden 
bewegen,  haben  wir  stets  das  gleiche  SteigUDgsmaß  zu  überwinden; 
dieses  wird  aber  um  so  größer,  je  steiler  die  Gerade  verläuft. 

Das  Steigungsmaß  ein  nnd  derselben  Geraden  ist  also  kon- 
stant und  =  tg  a. 


Abb.  18. 


^jAfhse       r 


•f^x Achse 


'  i-W 


Abhängigkeit  des  Steigungsmaßes  von  a. 


Gehen  wir  bei  einer  Geraden  (Abb.  19)  von  irgendeinem 
Punkte  Xjj^  aus  und  wandern  zu  einem  anderen  Punkt  Xgjg, 
so  ist  der  Wert  für  tg  a  gegeben  durch  das  Verhältnis : 


^ ^  =  tga. 


^2  — Xi 


Yg  —  y,  ist  das  Wacbstnm  der  Ordinate, 
.      .  .  ,     Abszisse. 


Xg         Xj 


Dabei  kann  x^ja  beliebig  weit  von  x^jj  ab-  oder  beliebig 
nahe  heranrücken:  Stets  behält  ^^das  Yerhältnis  des  Wachs- 
tums der  Ordinate  znm  entsprechenden  Wachstum  der  Ab- 
szisse denselben  Wert  nach  Größe  nnd  Yorzeichen^^ 

Wir  betrachten  den  Fall  näher,  wo  x^y^  immer  mehr  und 
mehr  auf  x^y^  heranrückt.     Damit  machen   wir  uns  schon  hier 
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mit  einer  Yorstellung  vertraut,   wie  wir  sie  ganz  allgemein  auch 
bei  irgendeiner  krummen  Linie  verwerten  können. 

a)  Voraussetzung  für  das  im  folgenden  Gesagte  ist  also  eine 
gerade  Linie.  —  Je  näher  x^y^  an  x^y^  heranrückt,  desto  kleiner 
werden  die  Katheten  des  hervorgehobenen  rechtwinkligen  Drei- 
ecks (Abb.  20).  Wenn  diese  Katheten  so  klein  geworden  sind, 
daß   wir  sie   noch   deutlich   nach   Größe   und   Vorzeichen   in  der 

Abb.  19. 


T 


/^  /♦  ¥^ff         /«?  ^W        ¥7^         j^^ 

Das  Steiguugsmaß  einer  geraden  Linie  ist  unveränderlich. 


Figur  darstellen  können,   so  bezeichnen  wir  sie  mit  Ay  und  Ax 

[lies:  Delta  y  und  Delta  x]. 

Ay 
Das  Verhältnis  beider,  nämlich  -r-^,  ist  noch  genau  so  groß. 


wie  dasjenige  von 


72 


Xg  Xj 


Es  gilt  also  die  Gleichung: 


Ay      72 -yi  _ 


Ax 


Xg        Xj 


=  tg  a  I  gültig  für  Gerade  I 


Nun  können  wir  uns  leicht  vorstellen,  daß  Xg  yg  immer  noch 
näher  und  näher  an  Xj  y^  heranrückt,  bis  es  schließlich  Nachbair- 
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l 


punkt  von  x^jj  geworden  ist.  —  Bei  diesem  Heranrücken  werden 
auch  die  Werte  für  Ay  und  Ax  immer  kleiner  und  kleiner,  bis 
sie  schließlich  bei  der  Nachbarlage  der  Punkte  unendlich  klein, 
also  für  unseren  BegriflF  zu  Null  geworden  sind.  —  Solfche  un- 
endlich kleine  Größen  nennt  man  Differentiale,  und  man  be- 
zeichnet sie  symbolisch  durch  Vorsetzen  des  Buchstabens  d,  wobei 
man  sich  jedoch  davor  hüte,  d  etwa  als  Faktor  aufzufassen.  — 
d  ist  lediglich   ein   äufieres  Zeichen  dafür,    daß  die  betreffende. 


Abb.  20. 


1 


I.. 


^r 


^Jl 


Xg-OCf 


■fX 

— ^ 


(Ya  ~  Yi)  bzw.  (X2  —  xi)  nehmen  ab  bis  auf  J  y  und  J  x. 

dabeistehende  Größe  unendlich  klein  geworden  ist  (oder  zu 
denken  ist). 

Also  Ay  und  Ax  sind  bei  der  Nachbarlage  übergegangen  in 
dy  =  0  und  dx  =  0. 

Dabei  ist  uns  aber  auch  jetzt  noch  ohne  weiteres  klar,   daß 

das  Verhältnis 


^—  =  -^  nach  Größe  und  Vorzeichen  denselben 
dx         0 


Wert  hat  wie  -r^  oder  wie  ^ ^ 


Ax 

die  Gleichung: 


Xo  —  X. 


1 

0 

Av 

y?- 

-yi 

tga       — 

a 

konst. 

dx 

U 

Ax 

xj- 

-^1 

O 

b 

^ 

Für  die  Gerade   besteht 


gültig 
f.  Ge- 
rade! 


Aus   dieser  Gleichung  schälen  wir  als  besonders  wichtig  die 
Beziehung  heraus: 

Häfner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


3 


.) 


i 
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allgemein  gültig! 


denn  diese  Beziehung  hat,   wie  wir  später  sehen  werden,   allge- 
meine Gültigkeit;  sie  ist  also  auch  richtig  für  jede  Kurve! 

y  _  _y2 yi_  ne^nt   man   einen    «DilTe- 


Den  Quotienten 


Ax 


Xg  Xj 


renzen" -Quotienten ;  diese  Bezeichnung  behält  man  so  lange  bei, 
als  die  Differenzen  (y^  —  Ji)  ^^^  {^2  ~~  ^i)  ^och  meßbare 
Größen  sind. 

Den  Quotienten  -^-^  bezeichnet  man  dagegen  als  Ditferen- 

dx 

tial-Quotienten,  weil  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  Differentialet 
also  verschwindend  kleine,  nicht  mehr  meßbare  Größen  sind.  — 
Das  Verhältnis  zweier  solcher  00  kleinen  Größen  kann  aber  trotz- 
dem noch  jeden  Wert  zwischen  —  00  und  +  00  haben;  denn  es  ist  ja: 

dz 
dx 


=  tga,  und  tg  a  kann,   je  nach  dem  Wert  des  <^  a,   von 


—  CX3  bis  +  ^»  wachsen. 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie  läßt  sich  demnach  auch 
folgendermaßen  schreiben: 


dy 


Aufg.:  Gegeben  das  Steigungsmaß  einer  Geraden 
die  Gerade  gehe  aber  auch  durch  Punkt  x^y^,  wo 

^  ^  \;  gesucht:  Gleichung  der  Geraden. 


=  +  2; 


Lösung : 


dy 
dx 


x  +  n  =  2-x  +  n. 


Es  handelt  sich  noch  darum,  n  zu  bestimmen;  da  aber 

yt  =  +  5| 

auf  der  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  diese  Werte  die  Gleichung' 
der  Geraden  erfüllen.  —  Setzen  wir  sie  ein,  so  ergibt  sich: 

-J-  5  =  2  •  (—  3)  +  n,  woraus  n  =  11. 
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Die  Achsenabschnitte  sind: 


Also  gesuchte  Gleichung: 

y  =  2x+ll. 
Man  mache  die  Probe  durch  Zeichnung! 

.    (  Xo  =  m  =  —  5,5 
lyo=n=+ll 

Aufg.:  Gegeben  die  Gleichung  einer  Geraden  G^  durch: 

Gl  •     •  y  =  tgai  •  x  +  n^. 
Gesucht  die  Gleichung  irgend  einer  Geraden  Gg,    welche  auf  G^ 
senkrecht  steht  (Abb.  21). 


Rechtwinklige  Lage  zweier  üeraden. 


Da  G2  -L  Gj ,  so  muß  ag  =  a^  -f  90^,  also  tgag  =  — 


folglich : 


tg«!, 


oder 


G,  .  .  .  y  =  tg  ag .  X  +  Ug  =  (^-  -^— )  *  x  +  n^ 


Go  . 


y  = 


1 


X  +  Uo. 


Beispiele:  1.)  Gegeben  G^  .  .  .  y  =  —  x  -f  3;    die   Gleichung 

irgendeiner  Senkrechten  Gg  lautet  dann  G2  .  . .  y  =  —  2  x  +  irgend- 
einer Konstanten!     Die  Konstante   hat  keinen  Einfluß   auf  das 
Senkrechtstehen;   ändert  man  sie,  so  wird  dadurch  lediglich  eine 
Parallelverschiebung  bewirkt. 
Probe  durch  Zeichnung  I 
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3.) 


Gl  .  .  .  6x  +  2y  —  9  =  0;  demnach  Gleichung  des  senk- 
2.)  I  rechten  Parallelstrahlenbüschels: 

62  ...  2  X  —  0  y  -|-  irgendeiner  Konstanten  =  .0. 

Gj  .  .  .  —  8x4-^y+  12  =  0;   demnach  Gleichung  des 

senkrechten  Parallelstrahlenbüschels : 

62  .  .  .       5  X  +  3  y  +  c    =0. 

Hieraus  Kegel  für  Senkrecht  stehen:  Vertausche  die  Koeffi- 
zienten von  X  und  y  und  ändere  bei  einem  Koeffizienten  das 
Vorzeichen. 

§  4.  Zeichnerische  Darstellung  eindeutiger  Funktionen 
vom   2.  bis  n.  Grad  =  ganze,   rationale  Funktionen 

(Parabeln). 

Vorbemerkung:  a)  Eine  algebraische  Funktion  y  =  f  (x)  heißt 
dann  eine  ganze,  rationale  Fanktion,  wenn  in  der  nach  y  ent- 
wickelten Form  die  unabhängige  Veränderliche  x  nur  im 
Zähler  vorkommt  und  nur  ganzzahlige  Exponenten  besitzt. 

b)  Sie  heißt  eine  gebrochen  rationale  Funktion,  wenn  in 
der  nach  y  entwickelten  Form  die  unabliängige  Veränder- 
liche X  aucli  im  Nenner  vorkommt.  —  In  beiden  Fällen  a) 
und  b)  darf  X  nicht  unter  einer  Wurzel  stehen. 

c)  Kommt  dagegen  in  der  nach  y  entwickelten  Form  die 
unabhängige  Veränderliche  x  unter  irgendeiner  Wurzel  vor, 
dann  liegt  eine  irrationale  Funktion  vor. 

Zunächst  soll  nur  von  ganzen,  rationalen  Funktionen  wie 
unter  a)  die  Rede  sein. 

1.)  Bis  jetzt  haben  wir  uns  bei  der  zeichnerischen  Darstellung 
strenger  Gesetze  nur  mit  solchen  Funktionen  y  =  f  (x)  be^ 
schäftigt,  deren  Bild  eine  gerade  Linie  ergab.  Hierbei  durftea 
in  der  Funktionsgleichung  nur  Glieder  vorkommen  vom  1.  Grad. 
Es  mußten  also  lineare  Gleichungen  zwischen  x  und  y  vorliegea 

von  der  Form: 

y  =  ao  +  a^-x^ 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

y  =  ao  •  X®  -f  ^1  •  x\  weil 
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X 


^'  =  1  (aus  ~  =  x^-»  =  x^  =  lY 


Setzen  wir  nun  die  Gliederzahl  auf  der  rechten  Gleichungs- 
seite fort,  indem  wir  von  Glied  zu  Glied  die  Potenz  von  x  um  1 
erhöhen,  so  erhalten  wir  eine  Potenzfunktion  n.  Grades  von  der 
Form: 

y  =  ao•xö  +  al.xl  +  a2•x2  +  a3•x3  +  a4•x*+...a„-l•x»-^4- 
+  a„  •  x° 

=  a«       +  a^  •  x^  +  ag  •  x2  +  a.  •  x3  +  a^  •  x-^  +  . . .  a„ _  1  •  X"  - 1  + 
+  an-x". 

Wir  werden  sehen,  daß  auch  hier  jedem  Wert  von  x  nur 
ein  einziger  Wert  von  y  zukommt. 

Verbinden  wir  jedoch  die  dargestellte  Punktreihe,  so  ergibt 
sich  jetzt  keine  Gerade  mehr,   sondern  eine  Kurye  (Parabel). 

Je  nach  dem  Grade  der  vorliegenden  Funktion  geht  im  all- 
gemeinen diese  Kurve  verschieden  oft  aus  dem  Steigen  ins  Fallen 
oder  umgekehrt  über;  sie  ist  verschieden  oft  gegen  die  x- Achse 
gekrümmt  (gewellt)  bzw.  sind  entsprechend  viel  Schnittpunkte 
mit  der  x-Achse  möglich. 

In  besonderen  Fällen  können  mehrere  Krümmungen  in  eine 
einzige  übergehen.  (Vgl.  Beispiele  S.  46 :  y  =  x^ ;  y  =  x^ ;  y  =  x**; 
y  =  x*^  usw.) 

Ist  z.  B.  die  höchste  Potenz  von  x  die  zweite,  so  ist  die 
Kurve  nur  einmal  gegen  die  x- Achse  gekrümmt,  d.  h.  nach 
einer  Seite. 

Ist  die  höchste  Potenz  die  dritte,  dann  ist  die  Kurve  zwei- 
mal gegen  die  x- Achse  gekrümmt,  also  für  den  einen  Kurvenast 
rechts  herum,  für  den  anderen  links  herum  oder  umgekehrt: 
Erst  links,  dann  rechts. 

Ist  die  höchste  Potenz  die  vierte,  so  ist  die  Kurve  höchstens 
dreimal  gegen  die  x- Achse  gekrümmt,  also  rechts,  links,  rechts 
oder  in  umgekehrter  Reihenfolge:  links,  rechts,  links« 

Allgemein :  Kommt  x  in  der  n.  Potenz  vor,  so  ist  die  Kurve 
höchstens  (n  —  l)mal  gegen  die  x- Achse  gekrümmt. 

Wir  verfolgen  die  Kurve  auch  hier  wieder  stets  von  links 
nach  rechts,  also  mit  +  w  achsendem  x. 
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Setzen  wir  noch  voraus,  daß  das  Glied  mit  der  höchstvor- 
kommenden  Potenz  von  x  positiv  ist,  so  sehen  die  Bilder  der 
betreffenden  Funktionen  im  wesentlichen  aus,  wie  in  (Abb.  22) 
angegeben.  * 

Voraussetzung  war:  Glied  mit  höchster  Potenz  von  x  positiv. 

Wir  finden   dann  bei  allen  geraden  Potenzen:    Am  Anfang 

OefUle,  am  Schluß  Steigung. 


2.1bte9iM 


Abl>.  22. 
^.Ibteni 


e.Bftmt 


,S\  Föten X  5,  PiitenA  7.  Potenz 


WesomlioluM*  Vorluu!  oiu»l«Mitijrt»r  Funkt ioneit  vom  t.  bis  7.  Grad,  wenn  das  Uli ed  mit 

iWr  h  o  c  h  >  1 1  n  IVttn^it  von  \  positiv  ist 

\  Achse  \\;i«nHhl:  v  Ai  hsc  lotrecht 


Bei  allen  nngemden  V^otenien:    Am  Anfang  Steigung  und 
am  Schluß  «Ufli  Steigung. 

Zu$Ht£ :  Ist  da$  Gliod  mit  der  höchsten  Potenz  Ton  x  negativ^ 
$^>  erhält  man  eine  Umkehrnng  in  der  Kichtungsfolge  <  Abb.  23). 

2. »  Auf  Grund  dieser  Erl&uterunijen  sind  folütende  Funktionen 
bildlich  danustellen : 
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)y 


1 


*;     y  =  2x-;     y  =  3  •  x^;    y  = -^  .  x*;    y  = 


1      , 
3       ' 


V  = 


0,2. x^  y  = 
1 


x2;  y  =  -  2x'^;  y=:  — 3x2;  y_ 


1 


x^ 


3 


=       0,2  •  x2. 


y  ==  - 

))y  =  x2  +  3;  y  =  x'^-  -3;  y 


—  _  ^2 


2.Fi)ten£ 


Abb.  23. 


x^  +  5;  y  =  --x2  — 


6.1btens 


5. 


dJhtenz 


ö.  Potenz 


llbtem 


seiiilichcr  \>ilauf  eindeutiger  Funktionen  vom  2.  bis  T.  tJrad,  wenn  das  (Hied  mit 

der  höchsten  Potenz  von  x  negativ  ist. 

X-Achse  wagrecht:  y-Aclise  lotrecht. 

0  Das  Wegzeitgesetz  für  den  freien  Fall  lautet: 

s  =  -^  g  •  t  -,  wo  s  =  zurückgelegter  Weg  in  m  und  t  =  Zeit 

in  Sek ;   g  =  Erdbeschleunigung  =  9,81  ni/Sek'^. 

Darstellung  des  Gesetzes;  s  lotrecht;  t  wagrecht. 

ä)  Fließt  durch  einen  Draht  von  R  Ohm  Widerstand  ein  elek- 
trischer Strom  von  J  Amp. ,  so  ist  die  pro  Sekunde  erzeugte 
Stromwärme  in  Grammkalorien: 

Q  =  0,24  .  J2  .  R. 
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Wähle  nacheinander  R  =  1 ;   2 ;   5 ;    10  Ohm  und  stelle  die 
Beziehung   zwischen  Q  und  J  zeichnerisch  dar.     Q  lotrecht; 
J  wagrecht, 
e)  Stelle  ferner  dar: 

y=X  +  x2;    y=2x  +  X^    y=— x+X^    y  =  x  -f  — X^; 

y  =  x  — x^;  y=      3x  +  x^;  y  =  3x  — x*;  y  =  4x--0,lx^ 

y=:x  +  x24-5;        y  =  x4-x^     -5;        y  =  2x-|-x-  —  3; 

y  =  10,5x  +  x^  +  20:  y  =  -  3,5x  +  x*  +  1,5; 

1  13 

y  =  x2    -2,5x    -3,5;   y  =  — x^H-— x   -  — 

Untersuche    den   Verlauf  der   entstehenden   Bildkurven, 
etwaige  Schnittpunkte  mit  der  x- Achse,   höchste  und  tiefste 
Punkte  (Scheitel),    Einfluß   des  konstanten  Summanden  und 
des  Vorzeichenwechsels,   Lage  der  Symmetrieachse  usw.    Es 
ergeben  sich  lauter  Parabeln  2.  Grades. 
Ferner  sind  folgende  Funktionen  bildlich  darzustellen: 
1.)  y  =  — 2x  -fx^ 
2.)  y  =  2x  -x2 
3.)  y  =  8x-6x2  +  x3        ( 
4.)  y  =  -  8x-f  6x2-x3  ) 
5. )  y  =  -  48  X  +  44  x^  -  12  x^  -f  x^ 
6.)  y  =  48x  -  44x2  +  12x3  -  x* 
7.)  y  =:384x  -400x2+  140 x»  -  20 x^  +  x^ 
8.)  y  =  -  384x -1-400x2-  UOx^  +  20x*  -  x^ 
9.)  y  =  - 3840x4-4384x2-  1800  x^  +  340x^  -  SOx-^-j-x^^l 
10.)  y  =  3840x- 4384x2+  1800  x^-  340x^  +  30x^  -  x«   (' 
Anleitung:   Wähle  x  =  -  2,  -  1,  0,  +1,  +  2  +  . . .  -f  12- 
Es  wird  sich  ergeben,    daß  alle  Kurven  obiger  Gleichungei^ 
durch  den  Nullpunkt  gehen;    außerdem  schneiden  die  Kurven  zi^ 
1.)  und  2.)  die  x- Achse  in  der  Entfernung  +  2;  die  zu 

„  „         „      „  „  +2  und  +4;  die  zu 

.      .  V  +2,  +4,  +6;    die   zu 

.      .  ..  +2, +4, +  6, +8;  die  zu 

.     .  .  +2, +4, +6, +8, +10. 

Diese  Werte  für  x,  zu  denen  also  y  =  0  gehört,  nennt  man 
„Nullstellen"  oder  ^^ Wurzeln*'^  der  vorgelegten  Funktion. 


3.) 

.    4.) 

5.) 

.    6.) 

7.) 

,    8.) 

9.) 

,10.) 
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Die  Kurven  unter  1.)  und  2.)  haben  also  die  Nullstellen 
+  0  und  +  2. 

Die    Kurven   unter  9.)  und  10. )   haben   die  Nullstellen  +  0, 

+  2,  +  4,  +  6,  +  8  und  +  10. 

Aufgabe:  Beweise  durch  die  Zeichnung  folgenden  Lehrsatz: 
Hat  eine  ganze,  rationale  Funktion  die  Nullstellen  a,  ß,  y, 
^  .  .  .,  so  lautet  die  allgemeine  Funktionsgleichung: 

y  =  k  (x  —  a)  .  (X  -  ß )  •  (X    -  7 )  •  (x  -  5)  .  .  . , 

wobei  k  eine  beliebige  +  oder  —,  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist. 


Abb.  24. 


Darstellung  der  Funktion :  y  —  k  .  (x  —  a)  .  (x  —  /8)  .  (x  —  ;>/)  .  (x  —  d). 

Soll  z.  B.  irgend  eine  der  unendlich  vielen,  möglichen  Parabeln 
die  X-Achse  in  den  Abständen  —  5,  —  1,  +4  und  +9  schneiden, 
ist  also: 

a  =  —  5 

S  =  +  9 
so  lautet  die  allgemeine  Gleichung  der  Parabelschar: 

y  =  k(x  +  5)  •  (x  +  l)  •  (x  -  4)  •  (X  -  9). 

Rechne  das  Produkt  für  k  =  1  aus  und  stelle  die  Kurve  dar. 
Sollen   die  y- Werte   unter  Beibehaltung  der  gleichen  Null- 
stellen ämal,  3tnal,  n-mal  so  grofi  werden,  so  ist  statt  j  zu  setzen: 


1 


1      1 

y,  — y  oder  was  dasselbe  ist:  k  =  2,  3,  n. 


3 


n 
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Sollen  sie  nur  -rzr  so  groß  werden,  so  ist  statt  y  zu  setzen 
10  y  oder  k  =  ^  t-. 


Satz:  Die  Parabelschar,  deren  Gleichung  lautet: 

y  ==  k  •  (X  -  a)  •  (X  -  ß)  •  (x      7)  •  (X  -  8) .  .  . 

'  hat  unbedingt  die  Nallstellen  a,  ß,  7,  S  .  .  .    Ändert  man  k 

Yon       cx^  bis  +  00,  so  erhält  man  eine  00  grofie  Schar  Ton 

Parabeln,  welche  alle  die  x- Achse  in  denselben  Punkten 

schneiden.    (Abb.  24.) 


Zusatz:  Macht  man  in  der  letzten  Gleichung  ß  =  a  und  8  =  7, 
so  folgt: 
y  =  k  •  (X  —  a)  •  (x  —  a)  •  (x  —  7)  •  (x  —  7)  =  k  •  (x  —  a)2  •  (x  —  7)*. 

Das  gibt  Parabeln  vierten  Grades,  welche  die  x- Achse  in 
den  Abständen  a  und  7  berühren! 

Zeichne : 

a)  y  =  k  •  (X       3)2  .  (x  -  10) 2,  wo  k  beliebig  wählbar! 
Ferner 

b)  y=.k-  (x  +  4)2.  (x-4)2; 

c)  y  =  k.(x  +  7)2-(x  +  l)-(x       5). 

3.)  Nachdem  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  soeben  aus- 
gesprochenen Sätze  durch  Zeichnung  verschiedener  selbstgewählter 
Beispiele  überzeugt  hat,  löse  man  folgende  Aufgabe: 

Rechne  y  =  (x  -f  5)  •  (x  -f  1)  (x  4)  (x  -  9)  aus  und  ordne 
die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nach  fallenden  Potenzen  von  x; 
es  ergibt  sich  die  Gleichung: 

y  =  x^       7x3-  37x^+  151  x-j    180, 

welche  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können: 

y=l  -x^  +  ai  •x"-^  +  a2•x"--  +  a3•x"-^  +  a^•x"-^  worin 
n  =  4;  aj  =  —  7;  ag  =  —  37;  a.^  =  +  151;  a^  =  -f-  180. 

Die  Nullstellen  der  Funktion  waren: 

a=       5;  ß=    -1;  7--f4;  0  =  4-9. 
Nun    können    wir    uns    leicht    von   der   Wahrheit  folgender 
Sätze  überzeugen: 
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I.)  Die  Summe  aller  EinzelnuUstellen  ist  gleich  dem  ent- 
gegengesetzten Koeffizienten  von  x"~^;  also: 

Probe:        ■^5-1+4  +  9:^^  +  7       | 

IL)  Die  Summe  aus  den  möglichen  Produkten  je  zweier 
Nullstellen  ist  gleich  dem  wirklichen  Koeffizienten  von  x"~^  also: 

a.ß  +  a-Y  +  a-8  +  ß.Y  +  ß-8  +  Y-o  = 

=  +  a,  =  -  37 

Probe:     (-  5  •  -  1)  +  (-  5  •  4)  +  (-  5  •  9)  + 

+  (-  1  •  4)  +  (  -  1  •  9)  +  (4  .  9)  =  -  37 

111.)  Die  Summe  aus  den  möglichen  Produkten  je  dreier 

Nullstellen  ist  gleich   dem  entgegengesetzten  Koeffizienten  von 

x"-^  also: 

a-ß'Y  +  a'ß*S  +  a-Y-S+ß'Y'S=^ 
---a,  =  -  151 

Probe:  (-  5  •       1  •  4)  +  (~  5  •  -  1  •  9)  + 

+  (-  5  •  4  .  9)  +  (-  1  •  4  •  9)  =  -  151 

IV.)  Die  Summe  aus  den  möglichen  Produkten  von  je  Tier 
Nullstellen  ist  gleich  dem  wirklichen  Koeffizienten  von  x"-^  also: 

a  •  ß  •  T  •  8  =  +  a^  =  +  180      \ 
Probe:     (-  5)  •  (-  1)  •  (4)  •  (9)  =  +  180  | 

Kommen  noch  mehr  Nullstellen  vor,  so  kann  der  Satz  in 
entsprechender  Weise  erweitert  werden. 

Hat  die  höchstvorkommende  Potenz  von  x  nicht  den  Faktor 
+  1,  sondern  z.  B.  den  Koeffizienten  ( — 8),  so  muß  die  ganze 
Gleichung  erst  durch  (—  8)  dividiert  werden,  um  dadurch  auf  die 
sog.  ^Normalform*  gebracht  zu  werden. 

1.  Aufgabe:  Eine  Parabel  soll  die  x- Achse  in  den  Abständen 
—  8  und  —  3  vom  Nullpunkt  schneiden ;  wie  lautet  die  Normal- 
form ihrer  Gleichung?     (Also  a  =  —  8;  ß  =  —  3.) 

Lösung:  y  =  (x  +  8)  .  (x  +  3)  =  x^  +  11  x  +  24. 

Zeichne  die  Kurve! 

Die  Schnittpunkte  mögen  die  Abszissen  haben:  -10;  0; 
+  2,5 ;  Normalform  für  die  Gleichung  der  Parabel  V 

y  =  (x  +  10)  •  (X  -  0)  •  (x  -  2,5)  =  X«  +  7,5x2  -  25 x. 

Zeichne  die  Kurve! 
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2.  Aufgabe:  a)  Eine  Parabel  2.  Grades  soll  die  x- Achse  in  den 
Entfernungen  a  =  0  und  ß  =  50  m  vom  Nullpunkt  aus  schneiden 
und  eine  Scheitelhöhe  von  8  m  besitzen  (parabolischer  Brücken- 
bogen).    Gleichung  der  Parabel? 

Lösung:  y  =  k  •  (x  —  a)  •  (x     -  ß)  :=  k  •  (x    -  0)  •  (x       50)  = 
=  k(x2     -50x). 

Der  Scheitel  liegt  in  der  Mitte  der  beiden  Nullstellen,  also 
bei  X  =  25 ;  dazu  gehört  y  =  8 ;  eingesetzt  ergibt  die  Bedingungs- 
gleichung: 

8  =  k  •  (25  2    -  50    25),  woraus  k  =  —   -^jr^ ;  demnach 

o25 

^  =    6I5  ^^'    ''^^- 

Man  lasse  x  von  5  zu  5  m  wachsen  und  zeichne  die  Kurve 
in  einem  passenden  Maßstab. 

b)  Wie  lautet  die  Gleichung,  wenn  der  Scheitel  in  die  y- Achse 
fällt  ? 

Setze  a  =    -  25 ;  ß  =  +  25 ;  also 

y  =  k-(x-a).(x-ß)  =  k.(x  +  25)-(x-'25)  =  k.(x2  -625). 

g 

Zu  X  =  0  ff  eh  ort  v  =  8 ;  daraus  k  =   -   ^^^     wie  zuerst. 
^  "  625 

g 

Demnach  y=    -   ^^.    •  (x^   -625);  Darstellung! 

c)  Wie  lautet  die  Gleichung,  wenn  a  =  —  50  und  ß  =  0? 

g 

v  = ,TF^^  •  (x^  +  50x)  ...  Darstellung! 

625     ^       '  ^  o 

d)  Allgemeine  Lösung:   Die  Nullstellen    seien    a    und  ß  und  |' 
die  Scheitelhöhe  =  h ;  dann  : 

y  =  k-  (x-  a)  •  (x-  ß). 

Für  X  =  -^ —  wird  y  =  h;  demnach: 

4h 

k  = ; ^Ti~  ^^^  folglich : 

(a  —  ß)^  ° 
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Liegt  der  Scheitel  der  Parabel  unterhalb  der  x- Achse,  so 
muß  der  Wert  für  h  negativ  eingesetzt  werden. 

3.  Aufgabe:  Wird  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  V(, 
unter  einem  <J  y®  geg^n  die  wagrechte  x- Achse  aufwärts  ge- 
worfen, so  wird  seine  Bahnlinie  unter  Vernachlässigung  des  Luft- 
widerstandes gefunden  mittels  der  Gleichungen: 

•       1-)  y=Vo  •  siny  •  t  — — g- t^; 
IL)  X  =  Vo  •  cos  9  •  t. 

X 

Aus  IL)  .  .  .  t  = ...  in  L)  eingesetzt,  ergibt : 

Vq  •  cos  9 

IlL)  y  =  x.  tg(p-  ^ 


2      Vq^  •  cos^y  ' 

Wähle  g  =  10;  v^,  und  9  beliebig  und  stelle  Gleichung  III 
graphisch  dar. 

Suche  Wurfweite,  Scheitel  und  Scheitelhöhe! 

V  2 
Wurfweite  ß  =  — |—  •  sin^  •  cosy; 

V   2  g 

Scheitelabszisse  =  -^^  •  sin  cp  •  cos  «p  =  -^  . 

Wähle  Wurfweite  und  v^  und  suche  9 1  Was  bedeuten  hier- 
bei etwaige  imaginäre  Werte  für  sintp?  (Entweder  Wurfweite 
zu  groß  oder  9  zu  klein  gewählt.) 

Für  welches  9  wird  Wurfweite  bei  gegebenem  v^  am  größten? 
(^  =  45V) 

Zasatz :  Liegt  die  Normalform  einer  solchen  Gleichung  vor, 
d.  h.  hat  die  höehste  Potenz  yon  x  den  Faktor  1,  so  weiß 
man  jetzt,  daß  diese  Normalform  entstanden  ist  durch  Ausmulti- 
plizieren des  Produkts: 

(x  -  a)  .  (x  -  ß)  •  (x  -  t)  .  (x  -  Sj  ... 

Kennt  man  demnach  irgend  eine  Nullstelle  a  einer  solchen 
in  „Normalform*  gegebenen  Gleichung,  so  muß  letztere  durch 
(x  —  a)  ohne  Rest  teilbar  sein. 
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Beispiel:    y  =  x^  +  Qx^  —  22x  -  120    hat    die    Nullstelle 
Xj  =  a  =  -j-  4 ;    berechne   die  beiden  noch  fehlenden  Nullstellen. 

Lösung:  Wir  dividieren  die  gegebene  Gleichung  durch  (x  -  a), 
also  durch  (x  —  4);  es  ergibt  sich: 

[x^  +  9x2  -  22x  -  120]  :  [x  -  4]  =  x^  +  13x  +  30. 
Es  verbleibt  noch  eine  quadratische  Gleichung,  deren  Null- 
stellen mit  den  gesuchten  übereinstimmen  müssen;  lösen  wir  die 
quadratische  Gleichung  auf,  so  ergibt  sich: 


X  — ^  ±  y    — 30  = —  ±  -y,  woraus 

x,  =  ß  =  -3     l 
X3  =  v=    -10  J- 

Die  drei  Nullstellen  der  gegebenen  Gleichung  sind  also: 

a  =  +  4;  ß  =  — 3;  y  =  -  10. 
Zeichne  die  Kurve. 
Stelle  noch  folgende  Funktionen  graphisch  dar: 

a)  y  =  x^  (Wendeparabel);  y  =  2  •  x^;  y  =  — -x^;  y  =  -— x^; 

y=    -x»;  y  =  -2-x»;  y=  — — x»;  y  =  _— x»; 

y  =  x8  +  8;y  =  xä-8;y  =  -x»  +  8;y  =  -x='-8; 

b)  y  =  x''-)-x;  y  =  x'  +  2x;  y  =  —  x^'^x;  y=  —  x*  —  2x; 

y  =  x»  -  8x«  +  12x;  y  = -i-x»  -  2x«  +  3x; 
y==-|-x*-x«    -^x  +  Ta;  y  =  -1  x»  +  3x«+ 14,2x  +  21. 


^  4  1      4  1 

c)  y  =  X*;  y  =  -^x*;  7  =  jq 


X*: 


4  1  4  1  4 

y  =  -x*;  y=:  -— x^;  y  =  -— x*; 

y  =  x*  +  3;  y  =  4-x*-10;  y=x*-|-4x3— 12x2  — 32x  +  64; 

o 

y  =  -|-x^  +  x3  -  3x2  -  8x  +  IQ, 
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d)  y  =  x^;  y  =  — x^  y  =  "25^^"'  y  =  x^   -  32; 
y  =  x^  +  lOx*  -  5x3  _  190x2  -  136x  +  320; 

e)  y  =  x^•  y  =  -  x«;  y  =   j^yx^^. 

Zasatz.  a)  Ist  die  Gleichung  einer  Funktion  in  der  Form  ge- 
geben: y  =  (x  —  a)  •  (x  —  ß)  •  (x  —  y)  .  . .,  wo  a,  ß,  Y  .  . .  die  Null- 
stellen sind,  und  will  man  zur  Bild  kurve  der  gegebenen  Funktion  die 
Gleichung  für  das  Spiegelbild  in  bezug  auf  die  x- Achse,  so  braucht 
man  nur  auf  der  rechten  Seite  das  Vorzeichen  eines  einzigen  Faktors 
zu  ändern  (d.  h.  man  multipliziert  eine  Gleichungsseite  mit  —  1). 

1.  Beispiel:  Sei  gegeben  y  =  (x  +  2)  •  (x  —  4);  dann  lautet 
die  Gleichung  der  Spiegelkurve  ...  y^  =  (x  -f-  2)  •  (4  —  x). 

2.  Beispiel:  Gegeben  y  =  (x  +  '^)  •  (x  +  1) '  (x  —  3) ;  dann 
lautet  die  Gleichung  der  Spiegelkurve  y^  =  (x  -}-  5)  •  (x  -|-  1)  •  (3  —  x). 

3.)  Gegeben  y  =  (x  —  2)  •  (x  —  7)  •  (x  —  12);  dann  Gleichung 
der  Spiegelkurve  ...  y^  =  (2  —  x)  •  (x  —  7)  •  (x  —  12). 
Probe  durch  Zeichnung! 
b)  Ist  die  Funktion  in  der  Form  gegeben: 

y  =  ax*^  -f-  bx"-^  +  c-x"-^  +  .  .  ., 

dann  Gleichung  der  Spiegelkurve  .  .  . 

yj  =  — ax^  —  hx^-^  —  cx^-2  -  .  .  . 

Beispiel:  y  =  x^  —  4x  —  5;  dann  Gleichung  der  Spiegel- 
kurve ...  yi  =  —  x'*  -\-  4tx  -\-  b. 

2.)  y  =  x^-f3x^  —  6x--8;  dann  Gleichung  der  Spiegel- 
kurve ...  yi  =  —  x^  —  3x^  +  6x  -f-  8. 

Probe  durch  Zeichnung! 

Man  führe  mehrere  selbstgewählte  Beispiele  durch! 

§  5.     Näherungsweise    Bestimmung   der    Nullsteilen 
einer  eindeutigen   Funktion  y=f(x)  von  höherem 

Grade. 

1.)  In  der  Praxis  kommt  es  bisweilen  vor,  daß  eine  Gleichung 
dritten  oder  höheren  Grades  aufgelöst  werden  muß.  Da  die  all- 
gemeine Methode  zur  reehnerischen  Lösung  selbst  einer  Gleichung 
dritten  Grades  (nach  Cardano)   meistens  nicht  bekannt  und  auch 
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verhältnismäßig  schwer  zu  merken  ist,  so  wird  man  mit  Vorliebe 
zur  zeichnerischen  Lösung  seine  Zuflucht  nehmen. 

Man  stellt  sich  also  das  Schaubild  der  vorliegenden  Funktion 
in  möglichst  großem  Maßstabe  dar  und  liest  die  Werte  für  die 
Schnittpunkte  mit  der  x-Achse  aus  der  Figur  ab.  Diese  Null- 
stellen  sind  jedoch   nur   in   den   seltensten  Fällen  ganze  Zahlen. 

Sie  liegen  vielmehr  in  der  Regel  zwischen  zwei  ganzen 
Zahlen,  und  man  muß  ihren  Wert  abschätzen.  Dabei  sind  natür- 
lich Fehler  niiTermeidlich. 

Schneidet  z.  B.  die  Funktionskurve  zwischen  Xj  =  4  und 
Xg  =  5  die  X-Achse,  so  muß  sicherlich  mindestens  eine  Nullstelle 
zwischen  4  und  5  liegen.  Um  deren  Wert  bis  zu  einem  be- 
liebigen Grad  der  Genauigkeit  festzustellen,  ist  man  gezwungen, 
eine  wiederholte  Abschätzung  vorzunehmen  und  durch  Einsetzen 
des  abgeschätzten  Wertes  in  die  Fanktionsgleichnng  zu  prüfen, 
inwieweit  man  sich  dem  richtigen  Wert  der  Nullstelle  genähert 
hat.  Hat  man  den  Wert  ganz  genau  getroffen,  so  muß  durch 
ihn  die  Funktionsgleichung  identisch  erfüllt  werden ;  im  anderen 
Fall  verbleibt  ein  positiver  oder  negativer  Fehler. 

Beispiel:  Wie  dick  ist  eine  eiserne  Hohlkugel  (spez.  Gew. 
Y  =  7,5)  zu  machen,  damit  sie  bei  einem  äußeren  Durchmesser  von 
200  cm   gerade   bis   zur  Hälfte  in  Wasser  von  4  ®  C.  eintaucht? 

Lösung:  Die  gesuchte  Dicke  sei  =  x  cm.     Dann  ist: 

Volumen  der  ganzen  Kugel : 

Vi  =  -|--  lOO^Tccm^ 
Volumen  des  Hohlraumes: 

Y,  =  4-'  (100-x)^-7ccm3 
Volumen  des  Körpers: 

V  =  V,  -  Vj  =  -l"'^  •  [100*  -  (100  -  x)»]  cm* 

o 
Gewicht  des  Körpers: 

G  =  V  •  T  =  10  •  ^  .  [100-^  -  (100  -  x)T  = 
=  dem  Gewicht  der  verdrängten  Wassermasse  = 

2 

=  -—  100^  •  7c  Gramm 

ö 
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durch  Auflösen  folgt: 

oiin  (MIO 
x^  ~  300x2  +  30000X  -    ^       =  0  =  f  (x)  -  y. 

Diese  Gleichung  ist  graphisch  darzustellen.     Wir  finden  zu: 
x=  1 


y  =  — 36  965  I 


—  7858  |- 


+  20  660  ~ 

6 


Die  gesuchte  (reelle)  Nullstelle  liegt  also  zwischen  2  und  3. 
Aus  der  Zeichnung  schätzt  man  Xj  =  2,2;  diesen  Wert  in  die 
Funktionsgleichung  eingesetzt,  ergibt: 

f  (2,2)  =  2,2»  -  300  •  2,22  +  30000  •  2,2  -  ^^^^^^^  = 

=  -  2108,019;  also  negativ. 

Jetzt  nimmt  man  Xg  =  2,3  an;  durch  Einsetzen  ergibt  sich 
analog  wie  vorhin: 

f  (2,3)  =  +  758,5;  also  positiv. 

Demnach  muß  der  wahre  Wert  der  Nullstelle  zwischen  2,2 
und  2,3  liegen,  und  zwar  nälier  an  2,3. 

Wir  schätzen  jetzt  Xg  =  2,27  und  finden: 

f  (2,27)  =  -  100,839584;  also  negativ. 

Jetzt  x^  =  2,28;  ergibt: 

f  (2,28)  =  -j-  185,665685:  also  positiv. 

Daraus  folgt,  daß  der  genaue  Wert  zwischen  2,27  und  2,28 
liegen  muß,  und  zwar  näher  an  2,27.  Man  kann  jetzt  noch 
nehmen:  x^  ==  2,273  und  x^  =  2,274. 

Auf  zwei  Dezimalstellen  ist  jedenfalls  die  Nullstelle  genau, 
und  das  genügt  auch  für  unseren  Fall.  Es  liegt  nichts  im  Wege, 
die  Genauigkeit  bis  zu  jedem  gewünschten  Grad  zu  erhöhen. 

Bei  Gleichungen  von  noch  höherem  Grad  verfährt  man  ebenso. 

2.)  Der  gezeigte  Weg  ist  einfach,  aber  etwas  zeitraubend. 
Deshalb  soll  noch  eine  zweite  Methode  erwähnt  werden,  die  etwas 
schneller  zum  Ziele  führt  und  unter  der  Bezeichnung  ^Regula 
falsi^  bekannt  ist. 

Abb.  25  gebe  denjenigen  Teil  der  Funktionskurve  zwischen 
x^  und  Xg  an,  welcher  die  x- Achse  an  der  zu  untersuchenden 
Stelle   schneidet,   also   vom  Negativen   ins  Positive  verläuft  oder 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  ± 
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umgekehrt.     Der  Funktionswert  für  Xj   sei   mit  a  und  derjenige 


für  Xg  mit  b  bezeichnet. 


Verbindet  man  die  Endpunkte  C  und  D  von  a  und  b,  so 
wird  der  Kurvenbogen  CD  sehr  angenähert  durch  die  Sehne  CED 
ersetzt  werden  können.  Diese  Sehne  schneidet  die  x-Achse  in  E, 
wobei  E  sehr  nahe  der  wahren  Nullstelle  liegen  muß. 


A])b.  25. 


i-Y 

f 

X^ 

/ 

JC 

/ 

D 

X, 

I 

o 

A 

// 

l 

•/■ 

a 

/  ' 

.^^ 

Niiherungsweise  Bestimmung  der  Nullstellen  mittels  der  „Regula  falsi''. 

Wir  setzen  0  E  =  x.     Dann   folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der 
Dreiecke  AEC  und  BED: 

AE  :  BE  =  AC  :  BD  oder 

(x  —  xj  :  (xg  —  x)  =  a  :  b,  woraus 

a  •  Xg  —  a  •  X  =  b  •  X  —  b  •  Xj  oder 

X  •  (a  +  b)  =  a  •  Xg  +  b  •  Xi,  also  endlich 


a  •  Xg  +  b  •  X| 


Hierbei  braucht  auf  das  Yorzeichen  von  a  und  b  keine  Rück- 
sicht genommen  zu  werden;  man  muß  vielmehr  deren  absolute 
Beträge  in  die  Formel  einsetzen. 

Das  Verfahren  ist  allgemein  gültig,  also  auch  auf  tran- 
szendente Funktionen  anwendbar. 
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In  unserem  besonderen  Beispiel  war  in  erster  Annäherung  für 


X,  =  2,2 
a  =  -  2108 


und  für  ^  -  ^l,- 


daraus  mit  Milfe  der  Formel: 

2108 -2,3 +  758 -2,2        , 
-^  -  21U8  +  758  -  ^'^^^^ 

also  schon  auf  drei  Stellen  genau,  obwohl  wir  Xj  und  Xg  nur  auf 
eine  Stelle  benutzt  haben. 

Wir  setzen  also  x  =  2^2735  cm. 

Zur  Probe  kann  folgende  einfache  Lösung  der  Aufgabe 
dienen: 

Setzen  wir  den  Radius  der  Außenkugel  =  R,  denjenigen  des 
Hohlraums  =  r,  so  wird : 

V  ==  y  :c .  (R3  -  r3)  und 

G  =  y  :r.(100^^— r-0-7,5 
worin  nur  r  unbekannt;  durch  Auflösen: 


100» 

-    =  97,72  bis  97,73 


30 

also  X  =  R  —  r  =  2,28  bis  2,27  cm  (wie  zuerst). 

Weitere  Aufgaben:  Man  suche  in  gleicher  Weise  die  Null- 
stellen folgender  Gleichungen  auf  zwei  Stellen  genau: 

2.)  y  =  x2  +  2,61x—  18,144  .  .  .  .  =r  0  (zeichnerisch;  dann  rech- 
nerisch) (a  =  +  3,15;     ß  =  -5,76); 

3.)  y  =x^  + ^1^8  x  —  3,5784  ....  =  0  (zeichnerisch;  dann  rech- 
nerisch) (a  =  -f  1 ,26 ;     ß  =  -  2,84) ; 

4.)  y  =  x^  +  1,05  x2  -  33,2712  x  -  75,278336 =  0  (zeich- 
nerisch) (a  =  +  6,23;     ß  =  -  2,56;     y  =  -  ^.72); 

5.)  y  =  x^  —  9,72  x*2  +  28,0581  x  -  20,43371  .  .  .  .  =  0 
(a  =  ß  =  +  4,31;     y  =  -f  ^^l)  (zeichnerisch); 

6.)  y  =  x»  -  77  X  -  230 =  0 

(a  =  +  10;     ß  =  -  3,586;     Y  =  —  6,414)  (zeichnerisch). 
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7.)  In  einen  geraden  Kegel  mit  Grundkreisradius  r  =  10  cm  und 

Höhe  h  =  16  cm  einen  Zylinder  einzubeschreiben,  dessen  Vo- 

4 
lumen  =     -  desjenigen  vom  Kegel  ist. 

Bezeichnet  x  =  Höhe  und  z  =  Radius  des  Zylinders,  dann 

Mrird  das  Volumen  des  Zylinders: 

4  4 

V  =  7C  z^  •  X  =  77=-  r'-7ch,  woraus  z^  •  x   -  ^=^r-  •  h;  nun  ist: 

r  :  z  =  h  :  (h  —  x),    woraus  z  = r- ;  eingesetzt: 

4 
x^  —  2hx^  +  li2x  —  ^^h^  =  0  (graphische  Darstellung 

für  ein  bestimmtes  h)! 

Anleitung:    Setze    den    gefundenen    Ausdruck  =  y;    lege 
Tabelle  an  und  zeichne  die  Kurve  für  ein  bestimmtes  h. 

Allgemein   ergibt  sich  :    z  =  —  r, 

ö 

x  =  -3  h. 

8.)  Man  bestimme  die  Nullstellen  folgender  Gleichungen: 

y  =  4x'^  +  8x2- X-  2 ^0 

(a=  +  ^;     ß--2?     7-^-2): 

9.)  y  =  X*  -  14x2  -  11  X  +  12 ^  q 

(a  =  +  4:     ß  =  -3:     7  =  +  0,618:     8  =  -  1,618). 

v^  6.    Zeichnerische  Darstellung  zweideutiger 

Funktionen. 

1.)  Unter  einer  zweideutigen  Funktion  y  =  f  (x)  verstehen  wir 
eine  solche,  die  zu  jedem  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y  liefert. 
Die  beiden  y-Werte  können  hierbei  auch  imaginär  werden. 

Bei  derartigen  Funktionen  muß  y  im  Quadrat  vorkommen; 
diese  Bedingung  tritt  hier  zum  ersten  Male  auf.  Lösen  wir  eine 
derartige  Gleichung  nach  y  auf,  stellen  wir  also  wieder  y  =  f  (x) 
dar,  so  muß  eine  Quadratwurzel  auftreten.  Da  eine  solche  aber  zwei 
Vorzeichen  hat,  so  ergeben  sich  zu  jedem  x  zwei  Werte  für  y. 


§  6.     Darstellung  zweideutiger  Funktionen. 


53 


Hierher  gehören  also  die  quadratischeil  Gleichungen  zwischen 
X  und  y,  deren  graphisches  Bild  einen  Kegelschnitt  ergibt,  also 
entweder  einen  Kreis,  oder  eine  Ellipse,  oder  eine  Hyperbel, 
oder  eine  Parabel. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x  und  y 
kann  Glieder  enthalten  mit  x^  y^  x  •  y,  x,  y  und  etwaige  Kon- 
stante: ihr  allgemeines  Bild  ist  also  folgendes: 

ai  •  x2  +  ag  •  xy  +  a,,  •  y2  +  a^  •  X  +  a.  •  y  +  a^  :=  0, 

Abb.  26. 


Darstellung  der  Gleichung  x^  -{-  y^  —  16  =  o. 


welches   je   nach  Wahl   der  Koeffizienten  a^  bis  a,.   verschiedene 
Kegelschnitte  ergibt. 

1.  Aufgabe:  Zeichne  die  Kurve  für  x^  +  y«  -  16  =  0. 

Lösung:  Wir  entwickeln  die  Gleichung  nach  y;  es  ergibt  sich: 

y  =  J3  |/^16  — -  x^   (=  irrationale  Funktion). 

Jetzt  legen  wir  eine  Tabelle  an,  indem  wir  x  von  —  5  bis  +  5 
wachsen  lassen: 


±  3,46 . . 


X--5 

4 

-3 

y  =  imag. 

±0 

+  2,64 . . 

X  = 

+  1 

+  2 

y  = 

±  3,87 . . 

±  3,46 . . 

±2,64.. 


-1 

0 

±  3,87  . . 

±4 

+  4 

+  5 

±0 

imag 
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Wir  sehen:  Wird  x  kleiner  — 4  oder  größer  -f- 4,  so  wird  y 
imaginär.  Der  reelle  Teil  der  Kurve  liegt  also  zwischen  x  =  —  4 
bis  X  =  -j-  4.  Innerhalb  dieses  Zwischenraumes  (Intervall)  er- 
geben sich  zu  jedem  x  zwei  Werte  für  y. 

Wir  müssen  z.  B.  bei  x  =  —  3  einen  y-Wert  -|-  2,64  .  .  .  nach 
oben,  einen  andern  —  2,64  .  .  .  nach  unten  abtragen,  wodurch 
wir  zwei  Punkte  erhalten.    Desgleichen  für  alle  übrigen  x- Werte. 

Verbinden  wir  alle  Punkte,  so  ergibt  sich  zum  ersten  Male 
eine  geschlossene  Kurve,  und  zwar  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Achsenschnittpunkt  und  dessen  Radius  r  =  4  cm  ist  (siehe 
Abb.  26). 

Der  Kreis  wird  durch  die  x-Achse  in  eine  obere  und  eine 
untere  Hälfte  zerlegt. 

Jeden  dieser  Teile  durchlaufen  wir  von  links  nach  rechts, 
wie  die  Pfeile  angeben. 

Dies  muß  bei  allen  Linien  so  gemacht  werden,  welche  gegen 
die  y-Achse  erhaben  oder  hohl  sind. 


Lehrsatz:  Verschiebt  man  die  y-Achse  |{  zu  sicli  selbst 
um  den  Betrag  a  nach  links,  so  hat  man  zu  setzen :  statt  x 
den  Wert  (x  —  a).  Verschiebt  man  sie  um  a  nach  rechts : 
statt  X  den  Wert  (x  -\-  a).  Verschiebt  man  die  x-Achse  um 
b  nach  unten,  dann  statt  y  den  Wert  (y  —  b).  Verschiebt 
man  sie  um  b  nach  oben,  statt  y  den  Wert  (y  -f  b). 


a)  Wie  lautet  die  Gleichung  des  vorigen  Kreises,  wenn  sein 
Mittelpunkt  auf  der  x-Achse  liegt  und  die  y-Achse  links  Tangente 
an  den  Kreis  wird?    (Abb.  27,  a.) 

Lösung:  Statt  x  ...  (x  —  r)  =  (x  —  4),  also : 

(x  —  4)^  +  y2  —  16  =  0  oder  ausmultipliziert: 
x2  +  y2  _  8x  =  0.     (Abb.  27,  a.) 
Stelle  diese  Gleichung  graphisch  dar! 

Gleichung  desselben  Kreises,  wenn  seine  Lage  durch  folgende 
Skizzen  gekennzeichnet  ist  (Abb.  27,  b  bis  Abb.  27,  h): 

(x  +  4)2  +  y2~  16  =  0    oder 

x2_j-y2_|_8x  =  0.    (Abb.  27,  b.) 


N 
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x*  +  (y      4)«       16  —  0    oder 

x«  +  y«      8y-0.    (Abb.  27, 

c.) 

x«  +  (y +  4)«-  16  =  0    oder 

x*  +  y*  +  8y-0.   (Abb.  27, 

d.) 

(x       4)«  +  (y       4)ä       16  —  0    oder 

x«  +  y«      8x      8y+16-0.    (Abb.  27, 

e.) 

(x  +  4)«  +  (y       4)«       16  —  0    oder 

x*  +  y*4-8x      8y+  16-0.    (Abb.  27, 

f.) 

(x  +  4)«  +  (y  +  4)«       16-0    oder 

x''  +  y*  +  8x  +  8y  +  16  -  0.    (Abb.  27, 

g.) 

(x      4)*'  +  (y  +  4)-       16  —  0    oder 

x^  +  yä      8x  +  8y  +  16  -  0.    (Abb.  27, 

1'.) 

Abb.  27. 


Eiutluß  der  Aclisenverschiebungen  auf  die  KreiHgleichung. 


Allgemeine  Gleichung  des  Kreises,   dessen  Mittelpunkt  die 
Koordinaten  a  und  b  hat  und  dessen  Radius  =  r  (Abb.  28): 

(x-a)2  +  (y-b)2-r2  =  0. 

b)   Ges.  Gleichung   des   Kreises,   dessen  Mittelpunktskoordi- 
naten a  =  -j-  1  und  b  =  —  2  und  dessen  Radius  r  =  {^  ist. 
Lösung:    (x  -  ly  +  (y  +  2)^  -  2  =  0  oder 

Um  die   Schnittpunkte   dieser  Kurve  mit  der  x-AcIise   zu 
Knden,  setzt  man  in  der  Gleichung  y  =  0  ein. 


56        I-  Kapitel:  Gegenseitige  Beeinflussung  veränderlicher  Größen. 


N 


Umgekehrt:    Um    die   Schnittpunkte    mit    der   y- Achse    zu 

finden,  setzt  man  x  =  0  ein.     Warum? 

Es  ergibt  sich  für  y  =  0  ...  x^  —  2x-j-3  =  0,  woraus 

X  =  1  +  I/^^  =  1  +  i  •  1/2 , 
also  imaginär;  d.  h.  der  Kreis  schneidet  die  X-Achse  nicht. 

Für  X  =  0  ergibt  sich  :y-4~4y  +  3  =  0,  woraus 


Abb.  28. 


-2+  1/4-3  =-2  +  1  =< 


1 


Alljr'Miieiue  Lage  des 
Kreises. 


Die  y-Achse  wird  also  von 
dem  Kreis  zweimal  geschnitten, 
und  zwar  in  den  Entfernungen 
—  1  und  —  3  vom  Nullpunkt. 
Zusatz:  Um  die  zuletzt  ab- 
geleitete Gleichungsgruppe  eines 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  nicht 
in  den  Nullpunkt  fällt,  zeichne- 
risch darzustellen,  kann  man 
die  entsprungenen  Gleichungen  durch  Addieren 
und  Subtrahieren  konstanter  Größen  so  weit  ergänzen,  daß  sieb 
vollständige  Quadrate  von  zweigliedrigen  Ausdrücken  ergeben; 
alsdann  kann  man  nach  einer  der  beiden  Veränderlichen  auflösen, 
also  die  entwickelte  Form  der  Gleichung  herstellen.  Es  war 
z.  B.  für  folgende  Lage  des  Kreises  (Abb.  29) : 

x2  -f  y2      8x  +  8y  +  16  =  0  oder  dafür: 

2       8x  .  .  .  -h  y-  +  8y  .  .  .  +  lö  =  0  oder: 

16  -f-  y^  -L  8y  +  16       16  +  16  =  0,  also: 

.  .    -  16  =  0,  woraus: 


x'-^ 


X 

8x+  16 


(x-4) 


+     (y  +  4)^  .  . 
(y  +  4)2  =  16  —  (x  -  4)2  =  8x  -  x2 
jetzt  beiderseits  die  Wurzel  gezogen  .  .  . 

y  -[-  4  =  ib  |/  8x   -  x'*  und  endlich: 
y  =  ±  l/Sx-x^'  -  4  =  f  (x). 

Es  ist  aber  gar  nicht  nötig,  erst  die  entwickelte  Form  her- 
zustellen. —  Man  kann  auch  die  nnentwi ekelte  Form  benützen 
und  verfährt  dann  genau  so  wie  früher,  indem  man  für  x  ver- 
schiedene Werte  annimmt,  diese  in  die  unentwickelte  Form  ein- 
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setzt    und    aus    der    sich    ergebenden    Gleichung   die   zugehörigen 

y- Werte  berechnet. 

c)  Es  soll  noch  folgende  Aufgabe  gelöst  werden: 

Die  Gleichung  eines  Kreises  zu  suchen,  von  dem  drei  Punkte 

bekannt  sind. 

Gegeben:  x^  =  +  2  [     x^  =  -  3  (     x^  =  +  4  1 

71  = +  5}     72=     ^1     7.  =  --8} 

Lösung:  Die  allgemeine  Kreisgleichung  lautet: 

K.  .  .  (x-a)^  +  (y-b)«  =  r^ 

Setzen  wir  die  Werte  für  Xjjj,  x^jg  und  X3y3  in  diese  Kreis- 
gleichung ein,  so  ergeben  sich  drei  Bedingungsgleichungen,  weil 
ja  jeder  einzelne  Punkt  die  Gleichung  des  Kreises  erfüllen  muß. 
Also: 

1.)  (2   -a)«  +  (5-  -b)2  =r^ 

II.)  (-3-a)«  +  (-3-b)^  =  r'^ 

111.)  (4     -a)^  +  (--8     -b)-^       =r^ 

I.)-ll.)...      5-   10a  +  16-16b  =  0oder  10a  +  16b  =  +ll     2 
I1I.)-1.)  ...  12      4a  +  39  +  26b  =  0     „-4a  +  26b  =  51        -5 

162b  =  -233, 


woraus       b  = -—^  z=  -<.  —  1,44    in  I.)-  -II.)  eingesetzt,  ergibt 


10  a  =  11  -| — TßTT"^     woraus   I  a=  3,4  I 
a  und  b  in  eine  der  drei  Bedingungsgleichungen,  ergibt: 


r»  =  43,43    woraus  1  r  =  6,59 


Demnach  gesuchte  Kreisgleichung: 

K  .  .  .  (x  —  3,4)2  -I-  (y  -f  1,44)2  =  6,592  ^  43^43  oder 

K  .  .  .  x2  +  y2  -  6,8x  +  2,88y  -  29,8  =  0  1  dafür  ist 

Mittelpunktsabszisse    a  =  +  3,4 
„  Ordinate  b  =  —  1,44 

Halbmesser  r  =  6,59 
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Prüfe  mittels  Zeichnung,  ob  die  drei  gegebenen  Punkte  auf 
dem  Kreis  liegen! 

Schnittpunkte  mit  der  x- Achse?     Setze  y  =  0;  dann: 

+  9,83 


x*^  —  6,8x  =  29,8  .  .  .  woraus  x  =  3,4  ±  6,43  =  < 


3,03 


Schnittpunkte  mit  der  y- Achse?     Setze  x  =  0;  dann: 
y'^  +  2,88y  =  29,8  .  .  .  woraus  y  =  -  1,44  ±  5,65  =  < 


+  4,21 
-7,09 


tX 


i'2 


Darstellung  der  Gleiclniiig:  -^ — }-  -  -; 1  =  0  (Ellipse). 

yb  Ib 


2.  Aufgabe:    Graphische  Darstellung   folgender  Glwhung: 


^!__j_  y^ 


1  =  0  oder  (-J-)  +  (I-) 


36     '     16 
Lösung:  Wir  entwickeln  nach  y;  es  ergibt  sich: 


1  =  0. 


y  =  ±-k"3(r^ 


Wähle  X  von  —  7  bis  -(-  7  und  stelle  eine  Tabelle  auf! 
Es   ergibt   sich   eine  Ellipse   mit   der  großen  Halbachse  6 
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wagrecht   und   der  kleinen  Halbachse  4  lotrecht;   ferner  ist  der 
Nullpunkt  gleichzeitig  Ellipsenmittelpunkt.     (Abb.  30.) 

Entfernung    der    Brennpunkte    vom    Nullpunkt    oder    halbe 
Exzentrizität : 


e  =  ±  1/36  -^  16  =  ±  l/W^  ±  M721. 

Allgemeine  Gleichung  der  Ellipse  mit  den  Halbaehsen  a 
und  b  in  der  x-  bzw.  y-Richtung  und  dem  Pol  als  Mittelpunkt: 


woraus 


b 
a 


=  ±-—    l/a^-x« 


und 


e2  =  a2 


2 


Es    muß    a  ^  e    sein. 


Daraus : 


ergibt  imag.  x. 


x>+a]        ....  y>  +  h 

^  ^  _  ^  j  ergibt  , mag.  y  ^  ^      ^^  ^ 

Nimm  auch  hier  die  entsprechenden  Parallelverschiebungen 
der  Achsen  vor,  wie  beim  Kreis.  Stelle  die  entsprechenden 
Ellipseugleichungen  auf  und  prüfe  jedesmal  durch  Anlegen  einer 
Tabelle  und  Aufzeichnen  der  entspringenden  Wertepaare  die 
Richtigkeit  der  gefundenen  Gleichung. 

a)  Wie  lautet  z.  B.  die  Ellipsengleichung  für  den  Fall,  wo  die 
X-Achse  um  b  nach  unten  und  die  j-Achse  um  a  nach  links 
verschoben  wird?     Abb.  31. 

Lösung:  Setze  statt  x  den  Wert  (x  —  a)  und  statt  y  den 
Wert  (y  —  b),  alsdann  ergibt  sich  die  gesuchte  Gleichung  zu: 

— 1} —  +  — b^ ^  -  "• 

Für     das    behandelte    besondere    Beispiel    ergibt    sich    in 

diesem  Fall: 

■4)« 


(x-6)»  (y 

6«         "1" 


—  1  =  0 
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oder  durch  Ausmultiplizieren: 


x^  ^  y 


12 


8 


y 


+  1=0. 


(j2   •   42      --   62  42 

Zeichne  das  Bild  dieser  Gleichung. 

b)  Übungsbeispiel:    Von    einer  Ellipse   mit  den   noch   unl 
kannten  Halbachsen  a  und  b  in  der  x-  bzw.  y-Richtung  und  d« 


N 


Abb.  31 


Darstellung  «Ipr  Gleichmif? 


i-ac 


0  (Ellipse). 


Pol   als   Mittelpunkt   sind   zwei  Punkte  x^y^    und   x^yg    bekanr 
gesucht  die  Gleichung  der  Ellipse! 

Lösung:  Allgemeine  Ellipsengleichung: 


E...^+  y' 


-1  =  0. 


a^  b-^ 

Es  bestehen  folgende  zwei  Bedingungsgleichungen: 
^2         ,r  2 


I.) 

n.) 


a 


1 i_   .Yi 

2      -1-      b2 


2  2 


2 


1  =  0  und 


l  =  0 


Aus  1.)  .  .  .  a*^ 


.  .  .  in  IL)  ergibt 


2 


x 


h'-x, 


0, 
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woraus  nach  einigen  Umformungen  folgt: 


Y     2  .  17     2  —  -»■     2  .  -y     2 


.  .  .    in    1.)    oder    II.)    ergibt 
nach  einigen  Umformungen 


yi'    y2' 


Abb.  32. 


Wipsenpimkl} 


■f-ot 


7a\x  Ableitung  der  Ellipsengleichung,    a  =  Radius  d«»s  ilußeren.  b  =  Radiu» 

des  inneren  Kreises. 

Sei  z.  B.  gegeben  =  ^i  =  +  3  j    ^.  =  +  M^  ^ann  wird: 

yi  =  +  2  j   jä  =  +  1 ) 

4    16  — 1-9  55         ,  ,  „        9-  1  —  16 -4  55 


2 


4—1  3  9-16  7    ' 

folglich  lautet  die  Qleichung  der  gesuchten  Ellipse: 


E  ... 


+ 


(^)     (^) 


-1  =  0 


Probe  durch  Zeichnung! 


Man  mache  einige  selbstgewählte  Beispiele! 
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c)  Liegt  eine  Ellipse  vor,  deren  Mittelpunkt  der  Pol  ist  und 
bezeichnet  man  die  Entfernung  eines  Ellipsenpunktes  vom  Mittelpunkt 
mit  p  (Radiusvektor),  so  ist  p  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks,    dessen   Katheten  =  x   und  y   sind.  —  Also  (Abb.  32) 

p2  =  x2  4-  y2  =  x2  +  b«  -  -^  .  x«  =  b»  +  x^  .  — =—  - 


a 


a 


2 


e 


=  b'^  -j — -—  •  x^,  also 


a 


p=±]/b*  +  -^.x^  =  f(x). 


Daraus  folgt,  daß 


Stelle   diese   Gleichung  graphisch   dar ;    wähle   dazu   a  =  5 ; 
b  =  4 ;  demnach  e  =  3. 

Für  X  =  0  wird  p  =  b  (am  kleinsten) 
„     X  =  a      „      p  =  a  (am  größten). 

die    Ellipse    eingeschlossen    werden   kann   in    ein   Ringstück   mit 
den  Grenzradien  a  und  b.  —  Darauf  gründet  sich  eine  Ellipsen- 
konstruktion und  die  Ableitung  der  Ellipsengleichung. 
Aus  Abb.  32  folgt: 

x  :  z  =  a  :  (a    -  b),  woraus 

I.)  z  =  x^?^^=^  =  f(x). 

a 

Ferner  ...  (a  —  b)  :  b  =  v  :  y,  woraus 

a  —  b 


v^  -|-  z^  =  y^  • 


II.)  V  =  y  • 
(a  -  hy 


+  x 


2 


b 

(a-b)2 


b^ 

2  v2  _|_  22 


a 


2 


f  (y). 


divid.  durch  (a  —  b)^ .  .  . 


=  1,  weil  v2  +  z»  =  (a    -b)'-^. 


a^         b^         (a-b)* 
3.  Aufgabe:    Graphische   Darstellung   folgender   Gleichung: 

^-^-1  =  0     oder     (^y-(Xy_i^o. 

Lösung:  Wir  entwickeln  wieder  nach  y;  es  ergibt  sich: 
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Wähle  X  beliebig,  z.  B.  von  —  10  bis  +  10.     Abb.  33. 
Es  ergibt  sich  eine  Hyperbel  mit  der  grofien  Halbachse  a  =  3, 
der  kleinen  Halbachse  b  =  2  und  dem  Pol   als  Mittelpunkt. 

Die  Entfernung  der  Brennpunkte  vom  Nullpunkt  oder  halbe 
Exzentrizität  F^  0  bzw.  F2  0  ist : 

e  =  ±  K3«  +  22  =  +  J/i3"=  +  3,6056  .  .  . 


vcrUkale 
Tdtngente 


Abb.  33. 


^y 


vertikale 
Teatgente 


tx 


X2 .  v'^ 

Darstellung  der  Gleichung :  — ^ 1  =  0  (Hyperbel). 


Allgemeine  äleichung  der  Hyperbel  mit  der  Hauptachse  2  a, 
der  Nebenachse  2b  und  der  Exzentrizität  2e: 


woraus : 


•  •  • 


x<  +  a 
X  ^  —  a 


ergibt  imagi- 
näres y. 


Jeder  Wert  von  y  liefert 
2  reelle  Werte  für  x. 


I  e2r=a2  +  b2  I 


Bei  Hyperbel   muß   e  ^  a  sein ;   bei  Ellipse   war  es  umgekehrt. 
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Zur  Konstruktion  der  Hyperbel  (Abb.  33): 
Aus  y  = y^x^    -  a^  folgt  .  .  .  y  :  b  =  (/"x- 


a 


a. 


a 


Nimm  auf  der  Achse  Punkt  A  beliebig;  über  0  A  Halbkreis: 
schneidet  Kreis  mit  Radius  a  in  D;  OD  ergibt  Punkt  B;  ziehe 
BC  11  X-Achse;  dann  ist  A  DO A  oo  A  DBC,  woraus: 

AC:OB  =  AD  :  OD: 

nun  ist  aber  OB  =  b;   AD  =  f/^x^  —  a^  und  OD  =  a,  folglich: 


AC  = 


OBAD 


=  ^K: 


2  — 


-a=  =  y 


OD  a 

woraus  Konstruktion  ersichtlich. 

a)  Übungsbeispiel :  Von  einer  Hyperbel  mit  der  Hauptachse  2a 
und  Nebenachse  2  b  in  der  x-  bzw.  y-Richtung  und  dem  Pol  als 
Mittelpunkt  sind  zwei  Punkte  x^y^  und  X2y2  bekannt;  gesucht 
die  Gleichung  der  Hyperbel! 

X^  y  2 

Lösung:  Allg.  Hyperbelgleichung    •H...-^  —  —g-— 1=0. 


a 


Es  bestehen  folgende  zwei  Bedingungsgleichungen: 


11.) 


2 


a 


a 


2 


b^ 


1  =  0  und 


1  =  0 


Aus    1.)  .  .  .  a^  = 


b^  +  yi'' 


in  II.)  ergibt: 


h^  = 


_    X2*-.y,*-x,ä-y./ 


V     **   V    * 


Dies  in  I.)  oder  II.)  eingesetzt,  ergibt: 


2  


a«  = 


yi  -X,  -yg 


72 


k 

ii 


Sei  z.  B.  gegeben: 


x,=  +  4 

y.-  +  2) 

X2-  +  8 
1    y«     +6) 

und  b''^  — . 

,  dann  wird  a* : 

64  ■  4  -  16  •  36 
16-64 


64  •  4  —  16  •  36 


=  10 


4  —  36 


20 
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Demnach  lautet  die  Gleichung  der  gesuchten  Hyperbel: 


2 


2 


11    ...    . 


10 


(T) 


-1=0 


Probe  durch  Zeich- 
nung! ^ 

Man  mache  einige 
selbstgewählte     Beispiele. 

Wird  a  =  b ,  dann 
ergibt  sich  die  sogenannte 
gleichseitige  Hyperbel ; 
deren  Gleichung  lautet  alBO : 


Abb.  34. 


2 


2 


a 


a 


2 


1  =  0  oder 


i-X 


I  x2-y2-äs=:0  I 

Man  nehme  auch  hier 
ParaUelverschiebungen  der 
Achsen  vor  und  stelle  dafür  die  Hyperbelgleichungen  auf. 

b)  Man  zeichne: 


Barstellnng  der  Gleichung  yä  —  2  p  .  x  =  0  (Parabel). 


1.)  X  .  y  =  konst.  (e.  B.  =  1,  8,  12,  24,  100), 
woraus  y  = , 


.            konst.        ^ 
2.)  y  ==  — -,  z.  B.  — 


24 


X  —  a 


-^  usw., 

X  —  3 


rt  V  kons^r.'«'     -  -  - » ^  -  24 


usw. 


ergibt  lauter 
gleichseitige 
Hyperbeln, 
aber  gegen 
die  vorigen 
um  45®  ver- 
dreht. 


x-f^a'-*"        x  +  5 
4.  Anfgabe:  Graphische  Darstellung  folgender  Gleichung: 


y«-12x  =  0|       oder 


=  +  1/12 


•       ft 


Für  jedes  positive  x   eirgeben   sich  zwei  Werte  für  y.     Die 
entstehende  Kurve  heißt  Parabel  (Abb.  34). 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  5 
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Den  Koeffizienten  von  x,  also  hier  12,  nennt  man  den  Para- 

12 
nicter.  —  Entfernung  des  Brennpunkts  vom  Pol  =  —j-  =  3. 

Allgemeine   Gleichung  der  Parabel,    welche   durch   den  Pol 
geht  und  symmetrisch  zur  x- Achse  verläuft: 

y2  — 2px  =  o|       oder       ly  =  ±   K2p    x  1 

2  p 
Brennpunktabstand  vom  Pol  =  — j- ;  2  p  =  Parameter ! 

Ist  p  positiv,  so  muß  auch  x  positiv  sein,  damit  die  y- Werte 
reell  werden. 

Ist  p  negativ,  so  muß  auch  x  negativ  sein,  damit  die  y-Werte 
reell  werden. 

Die  Kurve  ist  symmetrisch  zur  x-Achse  und  liegt  nur  auf 
einer  Seite  der  y-Achse. 

Nimm  auch  hier  Parallelverschiebungen  der  Achsen  vor. 

a)  Übungsbeispiel:  Von  einer  durch  den  Pol  gehenden  und  zur 
X-Achse  symmetrischen  Parabel  2.  Grades  ist  noch  ein  Punkt  Xjji 
bekannt.     Gesucht  die  Gleichung  der  Parabel! 

Lösung:  Allgemeine  Parabelgleichung  ...P...y^  —  2px  =  0. 

Es  besteht  eine  Bedinguugsgleichung: 

I.)  y^^  —  2p  •  Xj  =  0,  woraus 


Sei  z.  B.  Xj  =  2 

yi  =  +  4 

lautet  die  Gleichung  der  gesuchten  Parabel: 


1  {* 
,    dann   wird   2p  ==—^  =  8;    demnach 


P y2-  8x  =  0 


Probe  durch  Zeichnung! 

Man  mache  einige  selbstgewählte  Beispiele! 

5.  Aufgabe:  Vertausche  bei  allen  besonderen  Beispielen  über 
ein-  und  zweideutige  Funktionen  x  mit  y  und  stelle  die  Kurven 
dar.  —  Welche  Abweichung  ergibt  sich? 
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Antwort:  Die  neuen  Kurven  werden  alle  symmetrisch  zu  den 
alten  in  bezug  auf  die  unter  45  ^  durch  den  Pol  gehende 
Gerade. 

Setzt  man  in  einer  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  x 
und  y  an  Stelle  von  x  den  Wert  y  und  umgekehrt,  so  erhält 
man  eine  neue  Funktion,  welche  man  die  ^inverse^  zur  ge- 
gebenen nennt.     Z.  B.  lautet  zu 

x  +  5 


y  =  3  X  —  5  die  inverse  Funktion :  x  =  3  y  —  5  oder  y  = 


3 


x^ 


zu  y^  =  12x  die  inverse:  x^  =  12y  oder  y  =  -r^  usw. 

a)  Übungsbeispiele:  Prüfe  die  Richtigkeit  folgender  inverser 

Funktionen  durch  Rechnung  und  Zeichnung! 

X—  7 
y  =  2x  +  7  ist  invers  zu  x  =  2y  -{-  7,  d.  li.  y  = 


1 

2. 
3. 
4. 

5. 
6. 

7. 

8. 
9. 

10. 
11. 


12. 


2 
y  =  X 


—  ^^  ist  invers  zu  y  =  +  |/ x 


y  =  x^  «         »         „    y  =  l^x 


y  =  x*  „      „      «  y  =  ±  l^ 


4^ 


X 


a 


y-  ^2  ^  '^  "     -         -  r         X 


=±1/1 


a  I  /     a 

y  —  "^  «      »      » 


-v\ 


2  k  ^       .   o 

y^-g-x-b  „        „         „    y  =  — x  +  9 

y  =  —  X  —  3  „        „        ^y  =  —  x-3(=  geg. 

Funktion) 

y  =  —  n        -.        ,    y  =  —(=  geg.  Funkt.) 


=  ±  Kr^  -  x^  ,         ,         .    y  =  +  l/r*  -  X» 

(=  geg.  Funkt. ;  Kreis) 


y  =  +  -^.|/-a»-x^    ,         ,         ,    y  =  +^.^/b»- 


x" 


(Ellipse) 
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1^ 

13.)  y  =  + |/^x*  —  a*  ist  invers  zu  y  =  +  -^  .  \/x*  +  h* 

(Hyperbel) 


X« 


14.)y  =  ±K2px  ,        ,        ,    y  =  ^-  (Parabel) 


X» 


15.)  y  =  + 1/^  ,       ,       ,   y  =  1^ 

16.)  y  =  ±  ir^  ,         ,  .    y  =  1^^ 


&' 


6.  Aufgabe:  Stelle  noch  folgende  Funktionen  zeichnerisch  dar: 

1 .)  y '  =  X  •  (x  - 3)  •  (x  -  6),  d.  h .  y  =  +  1/ x.(x- 3).(x-6). 

Beachte,  daß  die  Kyrve  nur  auf  der  rechten  Seite  der  y- Achse 
verläuft;  sie  besteht  aus  einem  geschlossenen  Teil  (x  =  0  bis 
x  =  +  3)  und  einem  offenen  (x  >  +  6).  —  In  dem  Bereich  von 
X  ^  +  3  und  <[  +  6   ergeben   sich  für  y  nur  imaginäre  Werte. 

2.)  y2  =  x2 .  (x  -  4),  d.  h.  y  =  +  x  •  Kx  —  4. 

Die  Kurvö  ist  der  unter  1.)  verwandt,  schrumpft  jedoch  im 
geschlossenen  Teil  zu  einem  Punkt  zusammen. 

Für  x^  0  und  <^  +  4  wird  y  imaginär. 

3.)  y2  =  X  .  (x  -  4)  .  (x  -  4)  =  X  .  (x  -  4)^ 
d.  h.  y  =  +  (x  -  4) .  iXxV 

Auch  diese  Kurve  ist  der  unter  1.)  verwandt;  nur  verbindet 
sich  hier  der  geschlossene  mit  dem  offenen  Teil,  wodurch  eine 
Schleife  und  bei  x  =  +  4  ein  Doppelpunkt  entsteht. 

4.)  y2  =  X  .  (x  -  0)  •  (x  -  0)  =  x»,  d.  h.  y  =  ±  X  .  [/^x. 

Diese  Kurve  ist  der  unter  3.)  verwandt;  die  Schleife  schrumpft 
jedoch  zu  einem  Punkt  zusammen,  wodurch  bei  x  =  0  eine  Spitze 
entsteht.  " 

5.)  y«  =  x^  •  (16  -  x«),  d.  h.  y  =  +  X  •  Kl6  -  x^ 

Diese  Kurve  besteht  aus  einer  Doppelschleife;  fürx^  +  ^ 
und  X  <^  --  4  wird  y  imaginär. 

Suche  zu  allen  Funktionen  die  inversen  und  stelle  dazu  die 
Kurven  dar. 


§  7.     Graphische  Lösung?  von  Gleichungen.  69 


§  7.  Graphische  Lösung  von  linearen  und  quadratischen 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Sehr  häufig  ist  es  Tiel  einfacher^  ein  gegebenes  Gleichungs- 
paar graphisch  zu  lösen,  als  mit  Hilfe  umständlicher  Rechnungen 
die  Wertpaare  der  Unbekannten  ausfindig  zu  machen. 

Oft  ist  sogar  eine  rechnerische  Auflösung  unmöglich,  wäh- 
rend die  graphische  Methode  leicht  zum  Ziele  führt. 

Immer  aber  ist  die  zeichnerische  Lösung  yiel  anschaulicher, 
als  die  rechnerische;  ja  sie  ist  zum  Verständnis  der  gestellten 
Aufgabe  für  den  Anfänger,  der  nicht  mechanisch  arbeiten  will, 
unbedingt  notwendig  und  an  möglichst  vielen  Beispielen  zu  üben. 

1.  Beispiel:  Zunächat-  seien  zwei  lineare  Oleichungen  ge- 
geben zwischen  x  und  y. 

L)    2x  +  5y:=80, 
IL)    4x-2y  =  l6. 

Aus  der  Arithmetik  sind  zur  Auflösung  dieser  Gleichungen 
drei  Methoden  bekannt:  Die  Einsetzungs-;  die  öleichsetzungs- 
und  die  Additions-  bzw.  Subtraktionsmethode.  Wir  verwenden 
sie  hier  nur  zur  Probe. 

Gleichung  I  ergibt  in  der  Zeichnung  eine  gerade  Linie  ; 
ebenso  Gleichung  11.  Wir  brauchen  von  jeder  Linie  nur  zwei 
Punkte  zu  bestimmen.  Am  einfachsten  ist  es,  für  jede  Gerade 
die  Achsenschnittpunkte  festzulegen.    Diese  ergeben  sich  wie  folgt: 

f  X  =  0  .  .  .  yoi  ""  ni  =  +  4 
A>^   I  y  =  0  .  .  .  Xoi  =  mi  =  +  10 

X  =  0  .  .  .  y^jj  ==  mi  ~  —  8 

y  =  0  .  .  .  Xojj  =  mii  =  +  4. 

Zeichnet  man  jetzt  die  Geraden  auf  (Abb.  35),  so  schneiden 
sie  sich  in  einem  Punkt,  dessen  Koordinaten  mit  x^yg  bezeich- 
net sind. 

Dieser  Schnittpunkt  ist  der  einzige  Pun&t  in  der  ganzen 
Ebene,  welcher  gleichzeitig  auf  beiden  Geraden  liegt. 

Nun  wissen  wir  aber,  daß  jeder  Punkt  einer  Linie  eine 
Lösung  für  die  Gleichung  derselben  ist. 

Jede  der  gegebenen  Gleichungen  hat  also  für  sich  genommen 
anendlieh    viele   Lösungen;    beide    zusammen    haben   nur    eine 


II.) 
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gemeinschaftliche  Lösung  und  diese  gemeinschaftliche  Lö 
wird  eben  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ven 
bildlicht;  d.  h.  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  müssen  soi 
die  Gleichung  I  als  auch  die  Gleichung  11  identisch  erfiÜ 


Abb.  35. 


Graphische  Lösung  von  zwei  linearen  Gleichungen. 

Aus  der  Zeichnung  ergibt  sich: 

X«  =  +  6  1 

y  _   I   2  (  eingesetzt,  ergibt: 

Für    I  .  .  .  2  .  5  +  5  .  2  =  20  oder 

=  20 


Für  II 


•        •        • 


20 
4    5-2-2  =  16  oder 

16  -  16. 


Man  bemühe  sich,  eine  möglichst  genaue  Zeichnung  he 
stellen  und  einen  möglichst  großen  Maßstab  zu  verwenden,  di 
die  Werte  für  die  Schnittpunktskoordinaten  möglichst  genau 
gelesen  werden  können. 
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Satz:  Wenn  wir  also  zwei  Gleichungen  mit  (je)  zwei  ün- 
?kannten  (Veränderlichen)  auflösen  sollen,  so  heißt  das  nichts 
ideres  als:  «Wir  sollen  die  Schnittpunkte  der  entsprechen- 
m  Schaubilder  festlegen,   also  das  Gemeinschaftliche  der 

jiden  Kurven  ausfindig  machen." 


o 


Beispiel ; 

I.) 

3x     4: 

Y  +  U: 

=  0 

IL) 

(X  +  8)* 

+  (y- 

10)« 

-  25  =  0. 


Abb.  36. 


iO)^'^'^ 


(fruphische  Lösung  einer  linearen  und  einer  quadratischen  Gleichung. 

Gleichung  I   stellt   eine   gerade  Linie   dar   mit   den  Achsen- 

)'Jchnitten : 

64  1 

n  =  +16 

Gleichung  II   stellt   einen    Kreis   dar   mit   der 

ttelpunktsabszisse  \  a  =  —  8. 

,         Ordinate  (  b  =  -(-  10.   Der  Radius  des  Kreises  ist  r  =  5. 

Die  Zeichnung  (Abb.  36)  liefert  als  gemeinschaftliche  Lösungen 
ei  Schnittpunkte  mit  den  Koordinaten  x^y^  und  Xgjg,  und 
ar  ist: 
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Xi  ^  -  4  (  X2  =  -  12 


Zeichne  die  Knryen  auf. 

Probe  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  I  und  IL   Jedes  Werte- 
paar muß  sowohl  I  als  auch  II  identisch  erfüllen  (s.  Abb.  36). 
3.  Beispiel : 

I.)    (x  -  3)2 +  y2- 36  =  0 
IL)    y2-12x  =0 

I.)  ergibt  Kreis  mit  a  =  -f3i  b  =  0,  r  =  6 
II.)  ergibt  Parabel  mit  2p  =  12. 

Zeichne  die  Kurven;  es  ergeben  sich  zwei  Schnittpunkte  mit 
den  bezüglichen  Koordinaten  Xjy,  und  x^jg*,  es  ist 

"■='+j  und  j-=  +  ^ 

Ji  =  +  *^  y«  =  -  6 


Weitere  Aufgaben.' 

•''  j  3x  +  2y=16, 

4  X  -|-  5  y  =  —  5 
3x-2y  =  -21 

2x-  7y  =  0 
3x  +  9y  =  0 

(x-3)«  +  (y-4)«-25 
x  =  0 

x«  +  y«=  16 


6.) 


8.) 


10.) 


12.) 


5.) 


>•) 


9.) 


11.) 


13.) 


2x  — 3y  =  15 

5x  +  y  =  -  22 

2x  -  3y  =  39 
3x  +  7y  =  l 

(x  -  3)2 +  (y- 4)2  =  25 

y  =  0  • 

(x  -  3)« +  (y- 4)^-25 
y  —  X  =  4 

X  •  y  =24 


14.) 


y  =  -x 

y  =  - 


1^ 

X 


§  8.    Über  Polarkoordinaten. 

1.)  Bisher  haben  wir  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
lediglich  durch  rechtwinklige  Koordinaten  (x,  y)  festgelegt. 

Es  ist  aber  auch  ebenso  gut  möglich,  die  Lage  eines  Punktes 
eindeutig  durch  sog.  Polarkoordinaten  festzulegen. 
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Wir  nehmen  zwei  rechtwinklig  zueinander  stehende  Achsen 
,  wie  bisher.  —  Schnittpunkt  0  der  Achsen  =  Pol.  Irgend 
a  Punkt  P  (x,  y)  habe  von  0  die  Entfernung  r;  dann  nennt 
an  r  den  Leitstrahl,  Radiusvektor  oder  Modul. 

Geben  wir  noch  den  Winkel  +  ^  an,  den  die  -\-  x-Achse 
tschreiben  muß,  bis  sie  sich  bei  Linksdrehung  um  0  mit  r 
ickt,  so  ist  P  eindeutig  bestimmt.    <jp  =  Polarwinkel  oder  Argu- 


Rf-^^/'-SJ 


-f-x 


Darstellung:  von  Punkten  in  Polarkoordinaten. 


raent;  r  und  9  zusammen   nennt  man  die  Polarkoordinaten.     Sei 


z.  B.  r  =  +  8;    9  =  +  30»  = 


+  7r 


;    dann    wird    die   Lage   des 


Punkt 


es 


P  angedeutet  durch  P  (r,  ^)  also  P1+  8,  +  -^)i  "^^^l 


es 


ist  klar,  daß  P  auf  einem  Kreis  mit  Radius  8  um  0  liegen  muß. 
l^om  Schnittpunkt   des   Kreises   mit   der  +  x-Achse   tragen   wir 


7i 


--  =  30^  nach  links   ab,    dann  ist  P  so  bestimmt,   daß  es  mit 

einem  anderen  Punkt  der  ganzen  Ebene  verwechselt  werden 
ann  (Abb.  37). 
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Wir  kommen  zu  dem  gleichen  Punkt  P,  wenn  wir  statt  ^ 
einen  Polarwinkel  (f  -{-  2 tt)  ,  oder  (y  +  2  •  2 tt)  oder  allgemein 
(f  -j-  n-2it)  beschreiben. 

Irgendein  Punkt  P  hat  also  nicht  nur  einen  einzigen  Polar-   -^ 
Winkel,  sondern  oo  viele,   die  sich  aber  nur  um  ganze  Vielfache 
von  2it  unterscheiden.  ^ 

Der  zu  P  diametral  gelegene  Punkt  P^  ist  bestimmt  durch 
r  und  (/f  +  TT);  in  unserem  besonderen  Fall  also  durch: 


Pi  (-J  +  ^.  +  s)  (Abb.  37). 


Die  Polarkoordinaten  können  auch  negatives  Vorzeichen 
haben.  —  Negative  Polarwinkel  werden  von  der  -f-  x-Achse  aus 
nach  rechts  herum  angetragen;  negative  Radienvektoren  in 
entgegengesetzter  Richtung  zum  Endschenkel  des  Polarwinkels 
von  0  aus. 

Man  trägt  immer  zuerst  den  Polarwinkel  auf  und  dann 
in  der  verlangten  Richtung  den  Radiusvektor.  * 

Ist  z.  B.  ein  Punkt  Pg  gegeben  durch  r  =  ~  5  und 


? 


=  -«"  =  (-T> 


so  trägt  man  45^  nach  rechts  herum  auf,  verlängert  den  End- 
schenkel über  0  hinaus  um  fünf  Einheiten  und  erhält  einen 
Punkt  im  zweiten  Quadranten  (Abb.  37). 

Man  zeichne  folgende  Punkte: 


9  =  0 
r  =  +  8 


+  10 

Bei  dieser  Darstellungsweise  sind  also  r  und  y  die  ver- 
änderlichen Oröfien :  r  kann  wachsen  von  —  cx5  bis  +  oo;  9  von 
0  bis  +  2  n  •  TT,  wo  n  =  0  bis  oo. 

9  und  r  können  nun  durch  ein  mathematisches  Gesetz  genau 
so   miteinander  verknüpft  werden   wie  früher  x   und   y.  —  Ge- 


0 

K 

4 

K 

4 

IC 

3 

IC 

2 

-7 

+  5 

+  5 

+  4 

-2 

5 
3" 

6 
3" 

3it 

8ir 

-9« 

+  6 

-6 

—  it 

+  12 

-8 
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wohnlich  drückt  man  r  als  Funktion  ron  ^  aus  in  der  Form 

r  =  f  (^),  so  daß  r  die  abhängige  und  y  die  unabhängige  Ver- 
'äiiderliche  ist.  Um  aus  einem  gegebenen  Gesetz  das  Schaubild 
(Polarkurve)  zu  gewinnen,  hat  man  f  stets  im  Bogenmafi  aus- 
zudrücken. 

Wie  früher  x,  so  läßt  man  jetzt  (p  wachsen  von  0  bis 
+  2x1' TZ.  —  Jedem  ^  entspricht  dann  ein  oder  melirere  Werte 
von  r. 

Zusammengehörige  Wertepaare  trägt  man  in  der  angegebenen 
Weise  auf;  durch  Verbinden  der  gefundenen  Punkte  entspringt 
dann  das  graphische  Bild  der  vorgelegten  Gleichung. 

2.)  Beispiele  (Abb.  38) :  a)  Es  sei  r  =  sin  tp  darzustellen 
(Abb.  38,  1). 


9  =  0 
r  =0 

r  = 


7t 

6 
+  0,5 

77C 

(5 
-0,5 

2k 
6 

+  0,866 

8« 

6 

-  0,866 

3« 

6 
+  1 
9k 

6 
-1 

471 

6 
+  0,866 

10  7C 

6 
-  0.866 

571 

6 
+  0,5 

Uk 

6 
-0,5 

6  71 

~6~ 
0 

12  g 
6 
0 


Verbinden   wir   die  Punkte,   so   entsteht   ein  Kreis,   dessen 
Mittelpunkt  in  der  y- Achse  um  +  —  von  0   entfernt  liegt  und 


dessen  Halbmesser  =  —  ist. 

b)  r  ==  cos  ?>  .  .  .  (Abb.  38,  II)   ergibt  ebenfalls  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt   aber   in   der  x- Achse  um  +  —  von  0  ent- 

fernt  ist;  Halbmesser  wieder  =  — . 

Was  gibt  r  =  —  sin  ^ ;  r  =  —  cos  ^ ; 

r  =  +  2  •  sin  ^;  r  =  +  3  •  cos  y;  r  =  k  •  sin  y? 
r  =  konst.?  (Kreis  mit*  Radius  r  um  Pol.) 
y  =  konst.?  (Gerade  unter  <:^  y  gegen  die 

+  X-Achse.) 
<p  =  0  (-f-  X-Achse). 
9  =  +  7c  (—  X-Achse). 

T  =  4-  Y  (+  y-Achse). 
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Was  gibt  9  =  -[-  —  TT 


n 


—  (-  y- Achse). 


3.)  r  =  k  •  9  darzustellen,  wo  k  =  +  beliebige  Zahl  (Abb.  39), 
z.  B.  r  =  2-9;  8-y;  y?;  -Jq"?'  —  ^T;  —  y?;  ±  1  *  T- 

Erläuterung:   r  =  k-9  sagt  uns,   daß  r  immer  gleich  dem 
k-fachen  Wert  des  Bogenwinkels  y  ist.    r  wächst  also  im  gleichen 

Abb.  38,  I  und  IL 


e 

Darstellung  der  (Heichung  r  —  811193  (Kreis)  und  r  =  cosgs  (Kreis). 

Maße   wie   y;    wird   also   <p   doppelt  so  groß,    dann  wird  auch  r 
doppelt  so  groß. 

TZ 

Wir  lassen  cp  jedesmal  um  —  wachsen;    dann   braucht  man 
nur  r  auszurechnen  für  —  und  den  entspringenden  Wert  auf  dem 
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TT  2  TT 

itstrahl  für  -r-  einmal,    auf  dem  Leitstrahl  für  — r  -  zweimal, 

4  4 


f  dem  für 


Stt 


dreimal  usw.  aufzutragen  und  erhält  auf  diese 


eise  leicht  die  Kurve. 

Alle  Kurven,  die  aus  r  =  k  •  f  entspringen,  ergeben  ^archi- 

Bdische  Spiralen*. 

Abb.  39. 


Arcliimedische  Spirale  r  =  k  .  v 


1 


Sei  k  =  -ZTTT 1   dann  lautet  die  Gleichung   dieser  archimedi- 


schen Spirale :   r  =  -—^  •  <p ;  es  ergibt  sich  für : 


10 


r  =  0 


ir 


4 
0,0785' 

6;r 


r  =  6  . 0,0785 


2k 
4 

2  .0,0785 

f 

7  . 0,0785 


3ir 


3 . 0,0785 

8tc 


4it 


4 . 0,0785 


4 
8 . 0,0785 


5jt 
'4 

5 . 0,0785 
9ic 


9  . 0,0785 
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Man  w'ähle  0,0785  =  1  cm  und  zeichne  die  Kurve. 
Ihr  Bild  ist  in  Abb.  39  dargestellt. 


Was  bedeutet 


1  i      ^    o 


10 

J_ 

10 


4 

( -  (p)  ? 


Abb.  40. 


Logarithmische  Spirale  r  =  e^  •  ^• 

Was   ergibt   sich,    wenn   man   die   Winkel   <p   rechts  herui 
anträgt? 

4.)  Zeichne  r  =  e''  •  ^  =  logarithmische  Spirale  (Abb.  40) 

k  beliebig,  z.  B.  -7-7^;  -tttt-  usw. 


10  '     20 


^ 


1 


In  Abb.  40  ist  r  =  e  ^      dargestellt. 


über  Folarkoordinaten. 


5.)  r  =  —  =  hyperbolische  Spirale  (Abb.  41);  k  beliebig. 
9 

In  Abb.  41    ist  r  ~  —  dargestellt. 

6.)  r  =  Ii  ■  l/y  =  parabolische  Spirale;  k  beliebig 

(Abb.  42). 

7.)  r  =  Ic  -  <p"  =  allgemeine  Spirale;  k  und  □  beliebig 

(Abb.  43). 


Hyperbolische  Spirille  r  =  — .  ■ 


Wertetabclle  fUr  : 


.  .10  n     11«         l»j>         18»         im         It«         1«« 
'Ml]    l,M     I   0.96«    I    0,89     I    n,Bg     I    0,i66    I    0,71B 


8.)  r  =  1  +  sin?*  =  Herzkurve  (Kardloide)  (Abb.  44). 
r  =  1  +  costp  =  HerzkurTe  (Kardioide);  um  -5-   ver- 
schoben gegen  r  =  1  -f-  »in  f  (Abb.  45). 
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9.)  r  2  =  k  2 .  COS  (2  ^),  woraus  r  =  +  k  •  l/"cos  (2  y)  =  Lemnis- 

kate  (Abb.  46); 

r 2  =  k^  •  sin (2 y),  woraus  r  =  +  k  •  l/sin  (2 y)  =  Lemois- 

kate  (um  45®  verschoben). 


Abb.  42. 


Parabolische  Spirale  r  =  1 
Wertetabelle  für  r  =  4  . 1/^9? 


V/^.  -^l(^'^* 


Y 


0 
0 


n 

6 

2,88 

2n 
6 

4,08 

6 
5 

An 
6 

5,78 

6n 

6 

6,48 

6n 

6 

T,08 

7n         Sn 
6      I   ~6~ 
8,66    I    8,08 


(Abb.  48.) 
9n 


6 

8,67 


6 
9,16 


o\--r 


^ 


6 
9,6 


12^ 

6 

10,01 


10.)  Wähle   in   r™  =  k™  •cos(m-^)   folgende  Werte  für  m- 

a)  m  =  +  1  .  .  .  (Kreis). 

b)  m  =  —  1  .  .  .  (Gerade  in  Entfernung  k  ||  y-Achse). 
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+  2. 

-2  . 
1 


c)  m  : 

d)  m: 

e)  m  =     -TT'-  (Kardioide). 


2  • 


(Lemniskate). 
(gleichseitige  Hyperbel). 


Abb.  43. 


2fUL^ 


2JCmJ€) 


^£äm 


Allgemeine  Spirale  r  =  k  .  <p^' 


Wertetabelle  für  r  = 

=  k  .  fp^,  WO  ] 

^=10 

-;  n  = 

2.     (Abb.  43.) 

93=  0 

n 
4 

2n 
4 

4 

4jt 
4 

4 

6/r 

4 

In 
4 

8« 
4 

9jr 
4 

10  w 

4 

lljr 
4 

r  =  0 

0,068 

0,246 

0,558 

0,986 

1,55 

2,22 

3,01 

3,94 

5,01 

6,16 

7,46 

12  jr 


8,S8 


f)  m  =  — — .  .  .  (Parabel,   deren   Achse   die  x- Achse 

ist  und   deren   Scheitel  die   Koordi- 
naten  x  =  k  und  y  =  0  hat). 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  6 


82        T*  Kapitel:  Gegenseitige  Beeinflussung  vei^nderlieher  Größen. 


Abb.  44. 


ZTO''^ 


Kardioide  r  =  1  -f-  sin  <p. 
Wertetabelle  für  r  =  1  -f-  sin 9?.    (Abb.  44.) 


V  =  1 
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§  9.    Übergang  von  rechtwinkligen  zu  Polar- 
koordinaten und  umgekehrt. 

Es  ist  sehr  einfach,  einen  Übergang  herzustellen  von  rech 
winkligen    zu   Polarkoordinaten    und    umgekehrt.    - —   Zu   diese 


§  9.     Übergang  von  rechtwinkligen  zu  Polarkoordinaten. 
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z   bedient  man   sich   der  aus  Abb.  37   sich  ergebenden  Be- 
igen zwischen  x,  y,  r  und  <p. 


Abb.  45. 


fr^ 


Kardioide  r  =  1  -|-  cos  q>. 
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Wertetabelle  fUr  r  =  1  +  cos  q),    (Abb.  45.) 
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Es  ist: 


I.)  X  =  r  •  cos  (p 
II.)  y  =  r  •  sin  y 
III.)  x^  +  j^  =  r2 

IV.)  ^  =  tg  y 
V.)  (p  =  arctg  (^-^^ 


Lemniskate  r^  =  k"2 .  cos  (2  <p) 
Wertetabelle  f ür  r  =  4- 10 

ode 

Vö 

r  r  =  -l-k.>/ 

cos  (2<p). 
b.  46.) 

os(2  9>).    (Ab 

r  = 

=  4-10 

100 

200 

800 

400 

450 

500 
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=  00 

-1-  9,69 

±  f>\75 

±7,09 

±4,17 

±0 

iinag.  usw. 

Beispiele : 

1-) 

r  =  l 

:  •  COS  y  — 

:  Polarglei 

ichung 

eil 

les  Kreise 

18 ; 

beiderseits  mit  r  muU. : 


r^  =  r  •  k  •  cos  y  =  k  •  x,  weil  r  •  cos  y  =  x. 
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Da  aber  r^  =  x^  +  y^  so  folgt: 

k 
x^  +  y^  ~"  t  •  X  =  ^  •     •  Kreis  mit  Radius 


Mittclp.  Absz.  = 


2  ' 

k 


2  ' 

Ord.    =   0. 

k 

2.)  r  = .  .  .  r  •  cos  9  =  k,  also  auch : 

cos  tp l 

X  =  k  =  Oerade  II  y- Achse  im  Abstand  k. 

3.)  r^  =  k*  •  cos  (2^)  .  .  .  quadriert  .  .  . 

r-*  =  k^  .  cos2(2(p)  =  k^  •  k«  •  cos  (2tp)  •  cos  (2^)  = 

rr:  r^  =  COS*  9  —  sill^  f 

=  k^  •  (r*  •  cos^y  —  r^  •  sin*9)  =  k*-  [(r -cosy)*  —  (r-siny)*], 

also  im  ganzen 

r^  =  (ry  =  (x2  +  y2)2  ::=  k» .  (x^  -  y*)  .  .  .  Darstellung! 
(Lemniskate  in  rechtwinkligen  Koord.) 
4.)  r*  •  cos  (2y)  =  k'  oder 

r^  •  cos^y  —  r*sin*(p  =  k^  oder  (r  •  cosy)'—  (r-siny)*  =  k*. . . 

x^-y2  —  k*  (gleichseitige  Hyperbel  in  rechtwinkl.  Koord.). 
5.)  r  =  k  •  cos^  (  9  )  •  •  •  ^^^  ^^  mult. : 

2r^  =  2k  •  r-  cos^i-^j  =  k   r  ■  (1  +  cosy)  =  kr +  k- r  •  cosy, 

2r^  =  kr  +  k-x    oder   2r2--kx  =  kr...  quadriert  .  .  . 
4r*  — 4r»-k-x  +  k«-x2  =  k2-r2  =  k2.(x2+y2)  .  .  .  oder: 

4r2.(r2-kx)  +  k2.x2=izk«x2  +  k2.y2  .  .  .  oder 
4  •  (x2  +  y»)  .  (x2  +  y2  —  k  .  x)  =  k^  •  y2 
(Eardioide  in  rechtwinkligen  Koordinaten)  Darstellung! 

6.)  r  •  cos^  I  ~- j  =  k  .  .  .  mit  2  mult.  .  .  . 

2rcos2^-|-^  =  2 -k     oder     r  •  ^2  •  cos^-l-^  =  2k     oder: 
r-(l+cos9)  =  2k...r  +  r-cos<p  =  2k...r  =  2k  —  X 
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Die  letzte  Gleichung  quadriert,  ergibt: 

r2=?  +  y2  =  4k2  — 4kx  +  ?  oder  y^  =  ik^  ~-4k'X  = 
=  4k  •  (k  —  x)  =  Parabel,  symmetrisch  zur  x- Achse; 

Scheitel  (x  =  k,  y  =  0). 

7.)  r  =  k  •  9;    setze   r  =  J/^x^  +  y*;  ?  =  arctgl— j,    so  folgt: 

l/^x^  -f  y  ä  =  k  •  arctg  |  —  \  =  archimedische  Spirale  in  recht- 
winkligen Koord.     Ebenso: 

^ k  .  arctg  (-^) 

8.)  Kx*  +  y^  =  e  ^^^  =  logarithm.  Spirale; 


9.)  |/x^  -j-  y2  = =  hyperbol.  Spirale ; 

arctg  (-f) 


10.)  l/x«  +  y2  =  k  •  ]/   arctg  (-^\  =  parabol.  Spirale; 

11.)  y^x^  -|-  y2  =  k  •    arctg  (— )     =  allgemeine  Spirale. 

Ebenso  einfach  ist  der  umgekehrte  Weg: 
1.)    x^         +         y2  =  r^  =  Mittelpunktsgleichung  des  Kreises, 


(r  •  cos  y)^  +  (^  •  sin  (p)^  =  r*  =  konst., 
r^  •  (cos^  y  +  sin^  (p)  =  konst. ;  woraus 

=  1 


r  =  [/konst,  =  Konst. 

(Kreisgleichung  in  Polarkoordinaten). 

2.)4  +  -fl-l=0;     ''T'^   +    '•"tr^    -l  =  Ooder: 
a^         b^  a^  b* 

r^  •  (a^  •  sin^y  +  b^  •  cos^y)  =  a*  •  b^  woraus: 

ab 


r=:--  + 


l/a2.8in^(p  +  b2.cos2y 
(Ellipsengleichung  in  Polarkoordinaten). 
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o\    ^*        y*        -       ^      r*cos*<p         r^-sin*?        .      ^    . 

^•^■^"  b^"'^==°'  ^ b^"^ l  =  Ooder: 

r*  •  (b^  •  cos*y  —  a*«  sin^y)  =  a*  •  b^  woraus: 

ab 


r  =  + 


|Xb*-  cos*<p  —  a^  -sin^y 

(Hyperbelgleichung  in  Polarkoordinaten). 

4.)  y*  —  2px  =  0;  r*  •  sin*^  —  2  •  p  •  r  •  cos  9  =  0,  woraus: 
_    2p*cos<p 


siii*(p 


(Parabelgleichung  in  Polarkoordinaten). 


II.  Kapitel. 

§  10.    Kritische  Erörterung  fiber  den  Verlauf  irgend- 
einer ebenen  Linie  bei  rechtwinlcligen  Koordinaten. 

1.)  Wir  rufen   uns  nochmals  folgende  Regel  ins  Gedächtnis 
zurück : 

Wir  Terfolgen  den  Verlauf  irgend  einer  geraden  oder 
krummen  Linie  stets  mit  -|-  zunehmendem  x^  also  Yon  links 

Abb.  47. 


*Ji/1    tM^9 


tÄ^o  *Äy/, 


Xj  OCß 


Steigung,  Uelalle,  Horizontale. 

beginnend  nach  rechts  weiterschreitend,  wie  es  die  Pfeile 
in  Abb.  47  angeben. 

Dabei    können    beim   Durchlaufen    der   Linie    drei   typische 
Bewegungen  vorkommen : 

L)  Die  Steigung  (bergauf). 
IL)  Das  Gefälle  (bergab). 

III.)  Die  Horizontale  (weder  Steigung  noch  Gefälle). 
Zu  I.)     Die  Steigung  ist  dadurch  gekennzeichnet,   daß  mit 
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zunehmendem  x  die  y- Werte  größer  werden.  —  Dem  entspricht 
in  Abb.  47  die  Strecke  AB;  y^  ]>  yj. 

Zu  IL)    Beim  Gefälle    ist   es  umgekehrt:    Mit  wachsen- 
dem X  werden  die  y- Werte  stets  kleiner. 

Strecke  BC;  y^  <  yy. 

Zu  III.)    Bei  der  Horizontalen  tritt  mit  zunehmendem ~x 
keine  Veränderung  der  y- Werte  ein. 

Strecke  CD;  y.  =  y^  =  y,. 

Nun   ist   das  Maß   der  Steigung   einer   geraden  Linie   durch 
die   trigonometrische  Tangente   desjenigen  Winkels  a  angegeben, 

Abb.  48. 


i-at; 


Änderung  des  Steigungsmaßes  an  den  Ecken. 

welchen  die  Gerade  oder  deren  Verlängerung  mit  der  +  Richtung 
der  X-Achse  bildet. 

Bei  einer  Steigung  liegt  dieser  Winkel  zwischen  0^  und  90^; 
dafür  muß  also   „tg  a  =  +"  werden  (+  0  bis  -J-  oo). 

Bei  einem  Gefälle,  liegt  dieser  <^  zwischen  90^  und  180^; 
dafür  muß  also  „tg  a  =  — "  werden  (—  oo  bis  —  0). 

Bei  einer  Horizontalen  ist  dieser  <:::J  =  0^;  dafür  muß  also 
^tg  a  =  0"  werden. 

Das  Maß  der  Steigung  oder  des  Gefälls  besitzt  für  ein  und 
dieselbe  Gerade  an  allen  Stellen  genau  denselben  Wert. 
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Dagegen  ändert  sich  dieses  Maß,  sobald  wir  aus  einer 
Richtung  in  eine  andere  übergehen,  wie  das  z.  B.  an  den  Ecken 
einer  gebrochenen  Linie  der  Fall  ist.  —  Siehe  Abb.  48. 

Ein  Wanderer,  welcher  den  vorgezeichneten  Weg  der  Abb.  48 
von  A  über  B,  C,  D  .  .  .  bis  K  durchläuft,  hat  von  A  bis  E  Stei- 
gung, von  E  bis  H  Gefälle,  von  H  bis  J  Horizontale,  von  J  bis 
K  wieder  Gefälle. 

Innerhalb  der  einzelnen  Teilstrecken  ist  die  Steigung  bzw. 
das  Gefälle  gleich;  jedoch  ist 

die  Steigung  in  BC  >  als  in  AB, 

n  V  n     CD  >     „        „     BC, 

ff  »         D  DE  <C   «     ^    CD, 

und  das  Gefälle  in  EF  <   „     „    FG, 

V         r,        »»   FG  <   „     „   GH. 

In  H J  ist  weder  Steigung  noch  Gefälle,  und  in  J  K  ist  wieder 
Gefälle. 

Wir  erkennen: 


Überall,  wo  Steigung  vorliegt,  ist  tg  a  =  + 
,    Gefälle  „  „    tga  er- 

wächst die  Steigung,  dann  wächst  tg  a  positiv; 
„       das  Gefälle,        „  »       tg  a  negativ« 


3.)  Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  jetzt  auch  ohne 
weiteres  auf  krumme  Linien  übertragen,  denn  wir  können  uns 
dieselben  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  geraden  Ele- 
menten zusammengesetzt  denken. 

Bei  einer  Kurve  ist  demnach  jeder  Punkt  als  Ecke  auf- 
zufassen. Daraus  geht  hervor,  daß  sich  bei  einer  Knrve  von 
Punkt  zu  Punkt  das  Steigungsmafi  ändern  muß. 

Nun  wird  die  Richtung  einer  Kurve  in  irgendeinem  Punkt 
festgelegt  durch  die  Richtung  der  in  dem  betreffenden  Kurven- 
punkt möglichen  Tangente. 

Ziehen  wir  in  verschiedenen  Punkten  die  Tangenten  und 
messen  die  <^  a  mit  der  +  x-Achse,  so  können  wir  auch  für  die 
betreffenden  Punkte  das  Steigungsmaß  tg  a  ausrechnen. 
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Der  genane  Wert  für  tg  a  ist  aber  nichts  anderes,  als 
der  Wert  des  Differentialquotienten  für  die  betrachtete  Stelle. 

Wir  können  also  allgemein,  wie  schon  S.  34  erwähnt,  setzen: 


(gilt  für  jede  Kurve). 


Da  sich  beim  Durchlaufen  einer  Kurve  a  und  somit  auch 
tg  a  von  Punkt  zu  Punkt  ändert,  so  erkennen  wir,  daß  tg  a  eine 
Funktion  von  x  ist.  —  Wir  ziehen  in  verschiedenen  Kurven- 
punkten die  Tangenten  und  messen  deren  Winkel  a  mit  der 
-\-  X-Achse.  —  Wir  bezeichnen  den  Zahlenwert  für  tg  a  an  irgend- 
einer Stelle  mit  y^.  —  Zu  jedem  Kurvenpunkt  gehört  ein  be- 
sonderer Wert  für  y\  —  Für  einige  Punkte  berechnen  wir  uns 
diese  Werte  y^  und  tragen  sie  mafistäblich  an  der  entsprechen- 
den Stelle  in  der  y-Richtung  auf.  —  Verbinden  wir  die  so  ge- 
fundenen Punkte,  dann  erhalten  wir  eine  neue  Kurve,  die 
sogenannte  „Differentialkurve"  der  vorgelegten  Kurve. 


Diese  DifiPerentialkurve  hat  also  folgende  Eigenschaft: 
„Ihre  Ordinaten  y^  geben  an  allen  Stellen  nach  Gröfie 
und  Torzeichen  das  Steigungsmaß  der  Grundkurve  an." 


Ist  z.  B.  y^=  1,  so  hat  die  Grundkurve  an  der  betreffenden 
Stelle  eine  Neigung  von  45®,  weil  tg  45®  =  -f  1  ist. 

Ist  an  einer  anderen  Stelle  v^  =  — 2,  so  bildet  dort  die 
Tangente  der  Grundkurve  mit  der  +  x-Achse  einen  Winkel  von 
(180<^  -  630  260  =  116'  34^  weil  tg  116®  34^  =  -  2. 


Solange  demnach  die  Grundkurve  Steigung  aufweist^ 
mnfi  y^  positiv  sein. 

Solange  die  Grundknrve  Gefälle  hat,  mufi  y^  negativ 
sein. 

Wo  die  Grundkurve  horizontal  verläuft,  mufi  y^  =  0 
sein. 


Ebenso   lassen  sich   die  Betrachtungen  umgekehrt  machen: 

von  y^  auf  y. 
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1.  Beispiel:  y  =  x  +  c  ist  die  Öleichung  aller  unter  45* 
gegen  die  z-Achse  geneigten  OeradeD. 
Für  alle  diese  Geraden  iet .  .  . 

[^  =  y'  =  tg  «  =  konst.  =  +  l] 

wir  erhalten  demnach  das  folgende  Bild  der  Abb.  49: 

Abb.  49. 


Getaäliiiiensehar  y  =  s  +  c  ist  y'  =  +  1. 

-  x^  4-  *  ist  die  Gleichung  einer  Scbfti' 
von  kongrnenten  Pftrabeln,  die  lediglich  in  Richtung  der  y- Achse 
gegeneinander  verschoben  sind. 

Wir  ziehen  in  A,  B,  (),  C,  D  die  Tangente,  messen  die  ent- 
sprechenden <^  a  und  berechnen  fUr  die  5  Punkte 

— —  =  tg  o:  =  y', 
dx  *  ■' 

Die  Werte  für  y'  tragen   wir,    von  der  x-Achse  beginnend, 

Über  A,  B,  0,  C  und  D  auf  und  verbinden  die  gefundenen  Punkt*. 
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Es  ergibt  sich  eine  gerade  Linie  für  y',  welche  ib"  Neigung 
;,  also  die  Gleichung  besitzt:  y'  =  x;  je  |)>  x,  desto  |>  y',  desto 
tga.     Hier  ändert  sich  y'  mit  x;  also  y' =  f  (x). 

In  dem  bebandelten  Beispiel  war: 

1  .  .  dy 

:  —  s*  +  c;  Differentialkurve -j-^  =  y'  =  tga  =  x. 


andkurve  y  = 


Abb.  50. 


Die  Differeatislkiir 


r  ParabeUchar  y  = 


Demnach   ergeben   eich   folgende   zusammengehörige   Werte: 
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Man  stelle   ähnliche  Tabellen  für  andere  zusammengehörige 
Grund-  und  DiflFerentialkurven  auf! 
Probe  durch  Zeichnung! 

Aufgabe.  Für  die  Bahnlinie  eines  unter  dem  <^  (p  gegen 
die  Wagrechte  nach  aufwärts  geworfenen  Körpers  fanden  wir. 
(S.  45)  die  Gleichung: 

Bestimme  für  beliebige  Punkte  der  Bahnlinie  die  augen- 
blickliche Richtung  des  Körpers;  femer  die  Scheitelabszisse  und 
den  Auftreffwinkel! 

Lösung:  Die  Differentialkurve  hat  die  Gleichung: 
-T^  =  y^  =  tg  a  =  tg  9 r—S — 5 X. 

Setze  für  g  =  10;  für  (p  und  Vq  selbstgewählte  Werte  ein 
und  berechne  für  x  =  5;  10;  15;  20  usw.  die  zugehörigen  Werte 
für  tga. 

Für  den  Scheitel  der  Wurfparabel  gilt  tg  a  =  0 ;  daraus  er- 
gibt sich  die  Scheitelabszisse  zu: 

_  tgy-Vo^»cos^y   __    v«^      . 
x^  — = sm  9  •  cos  (p. 

g  g 

2v  2      . 

Die  Wurfweite  ist  ß  = ^—  •  sin  9  •  cos  9;  diesen  Wert  für  x 

g 
in  y^  eingesetzt,  ergibt: 

et  2vJ 

tga^tgy-^  2,^^g,     •^•sinycosy:^tgy-2tgy  =  -tgf 

Also  Auftreff  <  a  =  180^  —  (p. 

3.  Beispiel :  y  =  +  |/"r  ^  —  x  *  ist  die  Mittelpunktsgleichung 
eines  Kreises  mit  Radius  r. 

Der  Radius  des  Kreises  sei  =  1. 

Für  den  oberen  Halbkreis  ABCDEFGHJ  ergibt  sich 
die  von  links  nach  rechts  fallende  y^-Kurve  I  (Abb.  51). 

Für  den  unteren  Halbkreis  ergibt  sich  die  von  links  nach 
rechts  steigende  y^'-Kurve  II  (Abb.  52). 

Auch  hier  ist  y^  =  f  (x),  d.  h.  y^  ändert  sich  mit  x. 
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-  ■y'c=  tB»5''  = 


Ermittelung  d 


e  fBr  diin  oberen  Ualbkrei 


Auf  ärUDd  dieser  Erl&uteniDgen  soll  Für  verschiedene  gerade, 
gebrochene  und  einfache  krumme  Linien  das  Wesen  dea  Verlaufs 
der  zugehörigen  y'-Kurven  aufgezeichnet  werden. 


II.  Kapitel:  KiitUche  Erörterung  Über  den  Verkehr  ebener  Linien. 


Es  kommt  dabei  weniger  auf  die  absolut  genaue  Festlegung 
der  y' =  tga -Werte  so,  als  auf  die  richtige  Bestimmung  der 
Yorzeichea  far  j'. 
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Es  genügt  ToUstandig^  zunächst  eine  Handsbizze  zu  ent- 
werfen^ welche  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  y^- Werte 
Tom  Steigen  nnd  Fallen  der  Grundkurve  erkennen  läfit. 

Am  besten  wählt  man  sich  auf  der  Grundkurve  einige  aus- 
gezeichnete Punkte,  d.  h.  solche,  wo  die  Tangente  etwa  senk- 
recht, wagrecht  oder  unter  45°  geneigt  verläuft. 

Dazu  sind  leicht  die  y^-Werte  zu  berechnen,  so  daß  man 
rasch  ein  Bild  der  y^-Kurve  entwerfen  kann.  —  Wir  wollen  uns 
auf  diese  Weise  gewissermaßen  rein  zeichnerisch  ein  Bild  vom 
Wesen  des  Differentialquotienten  einer  Funktionskurve  verschaffen. 

Satz :  Alle  y-Knrven,  welche  durch  Parallelverschiebnng 
in  Richtung  der  y-Achse  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  haben  ein  nnd  dieselbe  y^-Kurve.  —  Deshalb  ge- 
hören anch  zn  einer  y^-Eurve  unendlich  viele  y-Kurven,  die 
allerdings  kongruent  und  nur  in  Richtung  der  y-Achse 
gegeneinander  verschoben  sind. 

Die  y'-Kurven  nennt  man,  wie  schon  erwähnt,  Differential- 
kurven und  die  dazugehörigen  oo  vielen  y-Kurven  nennt  man 
Integralkurven. 

Zu  irgendeiner  Differentialknrve  gehören  also  unendlich 
viele  kongruente  Integralkurven  ^  während  zu  irgendeiner  In- 
tegralkurve nur  eine  einzige  Differentialkurve  gehört. 

Näheres  hierüber  später. 

Alle  y^-Kurven  sind  in  den  Zeichnungen  durch  langgestrichelte, 
dünne  Linien  gekennzeichnet. 

Man  lege  die  y^-Kuryen  in  allen  Abbildungen  des  Buchs 
stets  rot  an  und  prüfe  ihre  Richtigkeit! 

§  11.    Zeichnerische  Darstellung  der  technisch  wich- 
tigsten Kurven  bei  rechtwinkligen  Koordinaten. 

1.)  Potenz  mit  ganzen,  positiven  Exponenten. 

dy 
y  =  a  •  X" ;   dazu  gehört  -—-  =  y^  =  tg  a  =  a  •  n  •  x"  "  \ 

In  Abb.  53  sind  einige  Schaubilder  gezeichnet  für  y  ==  a  •  x**, 
wo  n  =  ganze,  positive  Zahl  und  a  =  +  1. 

Um   zu   irgendeiner   der   gezeichneten  Kurven   zu  gelangen, 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Avfi.  7 
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verfährt   man  genau  so,   wie  auf  S.  17  angegeben:   Man  nimmt 
fUr  X  beliebige,  jedoch  passende,  positive  und  negative  Werte  an 


und   berechnet  aus   der   zugrunde   gelegten  Gleichung  die  zuge- 
hörigen Werte  von  y. 


;  11.     Techniach  wichtigste  Kurven. 


Man  konstruiere  die  Schaubilder  ftlr: 
f  =  s>;  y  =  x*;  y  =  x»;  y  =  x*; 
y  —  —  x'  =  Spiegelbild  von  y  =  -j"  " ^  ''^  bezug  auf  beide  Achsen. 

Abb.  54. 


Daratellung  der  FuDktion  y  = ,  wobai  n  =  ganz  nnd  positiv. 

e  wieder:  B«i  geradea  Fatenzen  axiale,  bei  uiigeradeii  zeiitrisclie  SymmetiiS. 

-  x'  =  Spiegelbild  von  y  =  -j-  x'  in  bezug  auf  die  x-Achse. 

-x'=  ,  „y  =  +  x*,       ,        ,    beide  Achsei], . 
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y  =  —  x^  =  Spiegelbild  von  y  =  -(-  x  in  bezug  auf  die  x- Achse. 
y  =  X  4"  4  .  .  .  jede  Ordinate  ist  um  4  größer  als  die  zugehörige 
Abszisse. 

Konstruiere  y  =  x^  +  4;  y  =  x^  —  6;  y  =  x*  -}~  10  usw. 

Aufgabe :  Zeichne  zu  jeder  einzelnen  Kurve  die  y^-Kurve  in 
dasselbe  Achsenkreuz. 

Anmerkung.  Damit  etwa  einige  Werte  für  y^  nachgeprüft 
werden  können,  ist  der  analytische  Ausdruck  für  y^  bereits  ein- 
gangs angegeben.     Die  Ableitung  desselben  folgt  später. 

2.)  Potenz  mit  ganzen,  negativen  Exponenten. 

y  =  — j^  =  ax~";  dazu  gehört -p-  =  y^  =  tg  a  =  —  na«x~"~^ 

In  Abb.  54  sind  die  Schaubilder  dargestellt  für: 

1  1  1 


^^   x  ^    """    x^  ^    ^""    x^  • 

Stelle  für  jede  einzelne  Kurve  die  Tabelle  auf! 

Zeichne    zu    allen    Schaubildern    die    y^  =  tg  a-Kurve.     Be- 

a 
sonders  wichtig  ist  die  Kurve  für  y  =  — ,    d.  h.  x  •  y  =  a,  wo 

a  eine  Konstante. 

Zeichne  x  •  y  =  12  (Mariottesches  Gesetz  p  •  V  =  konst«). 

Zeichne  p  •  v  =  14  635,  wo  p  =  Druck  in  kg/m*, 

V  =  zugehöriges  Volumen  von  1  kg  trockener 
Luft  in  Kubikmeter.  Trage  stets  die  p-Werte  in  der  y-Richtung 
und  die  v- Werte  in  der  x-Richtung  auf. 

Ferner   p  •  v  =  11  708  (p   und   v   haben    gleiche   Bedeutung, 
wie  zuerst). 

Ebenso: 

p.v=     8781    ] 


p  .  V  =     5854 
p.v=     2927 


Dies  ergibt  lauter  gleichseitige 
Hyperbeln  (sog.  Isothermen). 
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Außerdem : 

p.vMi=  14635 
p-vMi  =  11708 
p.vMi=    8781 

p.v»«=:  5864 
p.yh*i=    2927 

Entwirf  noch  die  Schaubilder  zu: 


Dies  ergibt  lauter  sog. 
„Adiabaten". 


a)  y  = 

b)  y  = 


12 


x  +  2 
x  +  3 


x-f  8 


c)   y  =  X*  + 


1 


y  = 


i;y  = 


12 


x-2 
24 


X 


y  =  X 


1 


y  — 

X      5 

X        ' 

y 

24 

• 

y  — 

X»      2 

> 

(1  -  X)' 

8 

x-f  3 
x  +  8  ' 


s 


Abb.  55, 


0 


•*•- 


a 


J 


Zur  Untersuchung  der  Intensitäten  zweier  Lichtquellen. 


d)  y  =  xs  + 

e)  y  =  X*  -f 


y  =  X* 


1 


y  =  -x''  + 


1 


■  i  ' 


y  =  x»-— J-;   y  =  -x»-|- 


1 


»   ' 


—  -^3 


y  =  — X 

Bemerkung:  Zerlege  die  Funktionen  unter  c),  d)  und  e)  in 
zwei  Teilfunktionen  und  addiere  an  beliebigen  Stellen  die  Ordi- 
naten  dieser  Teilfunktionen,  z.  B. 

y  =  x2  +  —  =  y^  +  yg,  wo  yi  =  X*  und  j^  =  —. 

Aufgabe:  Die  Leistung  L  einer  Oleichstrommaschine  ist 
gegeben  durch  das  Produkt  aus  der  Klemmenspannung  P  mal  der 
Ankerstromstärke  J,  also: 

L  =  P  •  J  Watt  =  ^^  Kilowatt. 
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Es  sei  L  =  4;  8;  12;  16;  100  Kilowatt;  zeichne  dafür  die 
sog.  Leistungskurven. 

Anleitung:  Setze  zuerst      P- J  =    4;  zeichne  die  Kurve, 

„      dann         P  •  J  =    8 ; 

r,      nachher  PJ  =  12;         „  „  „   usw. 

Man  trage  die  J-Werte  in  Richtung  der  x-Achse  und  die 
P-Werte  in  Richtung  der  y-Achse  auf.  Es  ergeben  sich  lauter 
gleichseitige  Hyperbeln. 

2.)  Das  Ohmsche  Gesetz  für  Gleichstrom  lautet: 

Elektromotorische  Kraft  E 


Stromstärke  J  = 


Widerstand  W 


Also:  J  =  -^    oder     JW  =  E. 

W 

Es  sei  E  =  65;  110;  220  Volt;  zeichne  die  Kurven  für 
J    W  =  E. 

3.)  Die  Intensitäten  J  yerschiedener  Lichtquellen  sind  zu 
nntersuchen.  Verwendet  wird  eine  1  Meter  lange  Photometer- 
bank (Abb.  55),  an  deren  einem  Ende  eine  Lampe  von  bekannter 
Intensität  J^  sich  befindet.  Ein  Bunsenphotometer  wird  so  lange 
verschoben,  bis  der  Fettfleck  verschwindet.  Die  Abstände  a  und  b 
der  beiden  Lichtquellen  werden  gemessen.  Die  Intensitäten  J 
und  J|  verhalten  sich  dann  wie  die  Quadrate  der  betreffenden 
Abstände  vom  Photometer,  also: 

a* 
J  :  Jj  =  a* :  b*,     woraus    J  =  Jj  •  ^-y  oder  da 

a  =  (I  —  b),  so  folgt: 

(l~b)^    _ 
J  =  Ji ^ =^f(b). 

Gesucht:  Kurve  für  J,  wenn  J^  =  16  Normalkerzen,  1  =  5  m; 
b  wachse  von  0,5  bis  4,5  m! 

4.)  Potenz  mit  gebrochenen,  positiyen  Exponenten. 

—  dv  1  —-1 

y  =  a  •  X  ^  ;  dazu  gehört  ^  =  y^  ==  tga  =  — a  .  ^ n 

°  dx  n 

Zeichne  y  =  x     ^ ;  diese  Gleichung  ist  identisch  mit 

X  =  y*  .  .  .  Parabel  zweiten  Grads,  symmetrisch  to^ 
:x: Achse  (s.  Abb.  56). 


•  • . 


§  12.     Binomial?»atz. 


lOS 


Ebenso  :y  =  x^;y  =  x*;y  =  — -  x  ^  ;    y  =  2  •  x  ^  ; 


y  =  -  3  X  '^  ;  y  = 


X  ^   usw. 


Zeichne  auch  hierzu  die  y^  =  tga-Kurren. 


Darstellung  der  FuDktionen  y  =  x  ^  und  y  =  2  .  x  ^ 

In  Abb.  56  sind  die  Kurven  gezeichnet  zu: 

y  =  X  *     und    y  =  2  •  x  *  . 


§  12.   Binomialsatz. 

Bevor  wir  die  logarithmischen  Funktionen  und  deren  Um- 
l^ehrungen,  die  Exponentialfunktionen,  darstellen,  wollen  wir  den 
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Binomialsatz  kennen  lernen,   um  uns  die  Grundlage  zur  Berech- 
nung der  Zahl  „e"  zu  verschaffen. 

Unter  einem  Binom  versteht  man  einen  zweigliedrigen  Aus- 
druck. Die  Glieder  können  dabei  einfache  oder  zusammen- 
gesetzte Größen  sein,  z.  B. 

(1  +  x);  (1  —  x);  (a  +  b);  (sina  -f-  cosa);  [(a  +  b)  —  c]  usw. 

Aus  der  Arithmetik  sind  folgende  Formeln  bekannt: 

(a-t-b)«  =  a2  +  2ab  +  b2 

(a  +  hy  =  a3  +  Sa^b  +  3ab«  +  b». 

Es  läßt  sich  nun  leicht  jede  höhere  Potenz  mit  Hilfe  der 
nächst  niedrigen,  bereits  bekannten,  bilden,  z.  B. 

(a  +  b)*  =  (a  +  b)3  •  (a  +  b)  =  a*  +  4 a^b  +    Ga^b«  +  4abHb' 

(a  +  b)"^  =  (a  +  b)^  •  (a  +  b)  =  a^  +  5 a* b  +  10 a» b«  + 

+  10a2b»  +  5a.b*  +  b\ 

Entsprechend.  .  .  (1  +  x)^  =  1  +  5x  +  lOx»  +  lOx» +  5x*  +  x\ 

Ersetzen  wir  in  der  letzten  Entwicklung  den  Hanptexpo- 
nenten  5  und  die  bei  den  wachsenden  Potenzen  Ton  x  be- 
stehenden Zahlenfaktoren,  welche  Tom  Hanptexponenten  ab- 
hängig sind,  durch  allgemeine  Buchstaben,  so  können  wir 
zunächst  schreiben: 

(1  +  x)»  =  no  •  x^  +  Ui  •  xi  +  Ug  •  x2  +  ng  •  x3  +  .  .  .  nn  •  x^  z.  B. 

(1  +  x)^  =  9o  •  xo  +  9i .  xi  +  9^ .  x2  +  93 .  X«  +  ...  .  89  •  x'- 

Die  Frage  ist  nun,  in  welcher  Weise  die  Zahlenfaktoren  Do, 
nj,  Ug,  Ujj  ...  Un  (gelesen  n  Index  Null,  n  Index  Eins  usw.)  von 
dem  Hauptexponenten  n  abhängig  sind. 

Antwort:  Jeder  dieser  Zahlenfaktoren  ist  einem  Bruch  gleich. 
Zähler  des  Bruchs  ist  ein  Produkt  mit  ebenso  vielen  Faktoren, 
als  der  Zeiger  (Index)  angibt.  Nenner  des  Bruchs  ist  ebenfalls  ein 
Produkt,  wieder  mit  so  vielen  Faktoren,  als  der  Zeiger  angibt.  Die 
Zählerfaktoren  beginnen  stets  mit  dem  Hauptexponenten  n,  und 
jeder  folgende  ist  um  1  kleiner  als  der  vorhergehende.  Die 
Nennerfaktoren  beginnen  stets  mit  1,  und  jeder  folgende  ist  um 
1  größer  als  der  vorhergehende.     Demnach  ist  z.  B. 

n.(n-l) 


«2 
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n  •  (n  -  1)  •  (n  -  2) 
n    = — ^ 

»         1-2        -3 

_   n  •  (n  —  1)  •  (n  —  2)  •  (n  —  3) 
°*~    1-       2  3       •       4 

oder,  wenn  der  Hauptexponent  bekannt  und  z.  B.  =  9  ist,  so  wird: 

9 
9.  =  -f  =  9, 

9.  =  44  =  36, 

Bei  allen  Entwicklungen  (1  +  x)"  oder  (a  -f  b)*^  können  wir 
die  Beobachtung  machen,  daß  symmetrisch  stehende  Zahlenfak- 
toren (==  Binomialkoeffizienten)  einander  gleich  sind.  Ob  zwei 
Binomialkoeffizienten  symmetrisch  stehen,  erkennt  man  daran, 
daß  die  Summe  ihrer  Zeiger  genau  so  groß  ist  wie  der  Haupt- 
exponent.    Z.  B.  muß  sein 

Q      n      fi      K  .  A  007 

=  9,, 


^3            *^6  » 

9-8-7-6-5-4          9-8-7 

*"^°"  •'«         1.2-3-4-5-6           1-2-3 

9.      9,  1 

9,      9« 

r,  allgemein  kann  man  also  schreiben: 

9o       99  J 

Dk  =  »(n  —  k)  • 

Lehrsatz :  Je  zwei  Binomialkoeffizienten  derselben  Potenz^ 
deren  Zeiger  als  Summe  den  Hauptexponenten  ergeben,  sind 
einander  gleich. 

Beweis:  Es  ist 

_    n  •  (n  -  1)  •  (n  —  2)  •  (n  -  3)  .  .  .  (n  —  k  +  1) 
"''"■1.2.3.4...  k 

Multipliziert  man  nun  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdrucks 
mit  dem  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  (n  —  k),  so  er- 
hält man: 

n.(n-l)-(n--2)...(n-k+l)i.(n-k).(n-k-l)...3.2.1 


1. 


(n-k).(n-k-^l)...3.2.r 
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Liest  man  den  Zähler  rückwärts,  so  besteht  er  aus  dem 
Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n.  Der  Nenner  besteht 
aus  den  Produkten  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  k  und  von 
1  bis  (n  —  k). 

Man  nennt  nun  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis 
zu  einer  beliebigen  Zahl  r  eine  Fakultät,  und  zwar  schreibt  man: 
1  •  2  •  3  •  4  .  5  .  .  .  (r  ~  2)  •  (r  -  1)  •  r  =  r!  (gelesen:  r-Fakultät). 

Das  Ausrufezeichen  !  deutet  also  an,  daß  man  das  Produkt 
aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  zu  der  betreffenden  Zahl  r  zu  bilden 
hat;  so  schreibt  man  abgekürzt: 

5!     statt     1-2-3-4.5, 

9!        „        l-2-3.4-5-6r7-8.9  usw. 

Nach    dieser    vereinfachten    Schreibweise    können    wir   also 

setzen : 

n! 

nu  =  T-n TTT-  (siehe  den  Ausdruck  für  nk). 

k !  (n  —  k) ! 

Kegel:  Bei  nk  steht  im  Zähler  die  Faknlt&t  des  Haupt- 
exponenten  n.  Im  Nenner  steht  die  Fakultät  des  Zeigers  k 
multipliziert  mit  der  Fakultät  des  um  k  verminderten  Haupt- 
exponenten. 

Demnach  ist  auch: 

nj n\ ^ 

n(„-k)-   (^_k)t.[-j^_(n-k)]!    ""    (n-k)![n-n  +  k]! 

n!  , 

=  —? , . ,  r,  ,.    =  Uk,  was  zu  beweisen  war. 

(n  -  k) !  [kj ! 

Hierzu  einige  Zahlenbeispiele: 

9-8-7-6 


«4 

1 

•2 

•3 

4 

126 

9 

•8- 

7 

•6 

•5 

%- 

-4) 

% 

1 

•2- 

3 

4 

•5 

126, 

■ 

8 

•  7 

\ 



28 

2 

1 

2 

8. 

7- 

6. 

5- 

4- 

3 

8(8  - 

-  2) 

«. 

1- 

2- 

3- 

4- 

5- 

6 

=  28. 

12.,  =  12,,;     17,  =  17,,;     20«  =  20„  usw. 


V 
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Daraus  folgt,  daß  z.  B.  auch  gilt: 

5 -4. 3- 2  •  1 

5,  =  5,;   es  ist  aber  5,  =   ^.2-3.4-5 

also  muß  auch  5^  =  1  sein. 
Allgemein : 


=  1, 


I   nn  — Uq  =  1    I 

Wenden   wir   die   bisherigen  Ergebnisse   auf  ein  bestimmtes 
Beispiel  (1  -f  x)'  an,  so  ergibt  sich: 

(1  +  x)^  =  Uo  •  X®  +  Uj  •  x^  +  n^  •  X*  +  «3  •  x^  +  .  .  .  nn  •  x"  = 

=  7o.x«  +  7,-xi  +  7,.x«  +  73-x«  +  7,.x^  +  75.x5  + 
+  7,.x«+7,.x^  = 

7-6-5 


=  1-1  +  Y'X  +^ — 


7-6-5-4  7 

"*"  1-2-34'''  +  1 
7-6-5-4-3-2 


+ 


1.2-3-4-5-6 


x«  + 


2 
6-5. 4. 3 


2-3-4.5 
1       „ 


x^  4- 
12-3  ^ 

,      7-6-5-4-3-2 

^  +  1.2-3. 4-5-6 


xH 


X'  = 


In  dieser  Weise  kann  jede  beliebige  Potenz  von  x  entwickelt 
werden. 

Man  berechne  (1  +  x)»  =  ?     (1  +  x)i&  =  ? 

Zweiter  Lehrsatz:  Die  Summe  je  zweier  Binomialkoeffl- 
zienten  derselben  Potenz,  deren  Zeiger  aufeinanderfolgende 
Zahlen  sind,  ist  gleicli  dem  Binomialkoefflzienten  der  nächst 
höheren  Potenz  mit  dem  größeren  der  beiden  Zeiger. 

Z.  B. :  62  +  63  =  73 ,  denn 

«  6-5 


15 


=  20 


Summe  =  35 , 


1-2 

_  6-5-4 
«~  1-2-3 

7„  =  - — ::— :r  =  35  =  obiger  Summe. 


.H 


123 


Zeige,  daß  9^  +  9^  =  IO5;     12,  +  I23  =  I33  usw. 

Allgemeiner  Beweis :  Behauptung :  Uk  -}- n(k+  d = (n  +  l)(k + 1). 
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\ 


In  Fakultäten  ausgedrückt,  erhält  man: 
n !  n !  _  (n  +  1) ! 


k!(n-k)!     '     (k+ l)!(n-k-l)!         (k  +  1) !  (n-k)!' 
Setzt  man  links  im  Nenner 

(n  -  k) !  =  (n  -  k  -  1) !  (n  -  k)     und 
(k  +  1) !  =  k  !  •  (k  +  1),  so  ergibt  sich  links: 

n! 


n! 

k  !  (n       k       1) !  (n  - 

-k) 

Dies  ist  aber 

n! 

k  !  (n       k 

1)! 

n! 

+ 


k  !  (k  +  1)  •  (n  -  k  -  1) !  ■ 


r_i_  +  .^-1  = 

Ln-k  ^   k+1  J 

r  n  +  1  1 

k!(n-k   -1)!       L(n-k)-(k+l)J 

n!(n+l)  (n+1)!      _ 


k  !  (k  +  1) .  (n  —  k  —  1) !  (n  -  k)       (k+  1) !  (n-k)! 
=  der  rechten  Seite  der  behaupteten  Gleichung. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Schritten  ist  es  nun  möglieb, 
den  Beweis  für  die  allgemeine  Gültigkeit  der  frUher  für  (l  +  x)" 
aufgestellten  Reihe  zu  liefern.  Man  verwendet  dazu  den  sog. 
Schluß  Ton  n  aaf  (n  -f- 1)>  d.  h.  man  zeigt,  daß  die  Reihe,  welche 
für  einen  bestimmten  Exponenten  n  bereits  als  richtig  erkannt 
ist,  auch  für  den  um  1  höheren  Wert  von  n,  also  für  (n -f  1) 
dasselbe  Bildnngsgesetz  beibehält. 

Es  ist: 

(14-x)"=l+n,-xi  +  ng-x«  +  n,-xä  +  ...nn_i-x»-i  +  nBi''- 
Multipliziert  man  diese  Gleichung  beiderseits  mit  (1  -f  x),  so 
erhält  man: 

(I+x)"-(l+x)  =  (l+x)-  +  »  = 

=  [l  +  nixi+n,x«+n,x»+...n„_i-x>'-»+n„-xn]-(l  +  x)= 
=  [l+n,xi  +  n5,x«+n3X«+---nn-ix"-'+nn-x"  + 

+  Ix»  +  n,-x«+ng-x8+...n„_«xn-i4-nn-i-x»+n„-x°+'] 


=  n,, 


=  I  +  (uo  +  n,)  •  x'  +  (n,  +  n,)  •  x»  +  (n,  +  n,)  •  x»  +  .  .  . 
+  (n„_g  +  n„_,)  •  x"-i  +  (n„_  1  +  nj  x°  +  n„  •  xn  +  »  = 

=  1  +  (n  +  1),  •  xi  +  (n  +  1),  •  X*  +  (n  +  1)3  •  x»  +  . . . 
+  (n  +  1)._,  ■  X—»  +  (n  +  1).  .  X-  +  (n  +  1).+,.  x»+', 
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ienn  es  ist  z.  B.  (n^  +  n^)  =  (n  -{-  l)jj  und  1  =  üq  nach  dem  zweiten 
3ZW.  ersten  Lehrsatz. 

Da  die  neu  entmckelte  Reihe  (l  +  x)"  +  ^  sich  von  der- 
jenigen für  (1  +  x)"  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  überall  (n  +  1) 
steht,  wo  ursprünglich  n  stand,  so  ist  die  letztere  allgemein  be- 
wiesen.    • 

Um  das  allgemeine  Binom  (a  +  b)°  in  eine  Reihe  zu  ent- 
wickeln, setzt  man: 

,.o)-=[..(i+i)]"=..  [i+i]-=, 

[b  b^  b^  b^  1 

=  a»  4-  n^   a»-i   b  +  Hg   a»-2 .  b2  -f  ng   a"-»  b^  +  . . .  n„ .  b». 

Man  sieht:  Die  Potenzen  des  1.  Gliedes  a  nehmen  von  Glied 
zu  GHed  um  1  ab,  diejenigen  des  2.  Gliedes  b  dagegen  um  1  zu. 

1.  Beispiel. 

(a  4-  b)9  =  9o  •  a» .  bo  +  9i .  a«  •  bi  +  92 .  a^  •  b«  +  93 .  a«  •  b»  + 
+  9^  .  a^ • b^  +  9, .  a* . b^  +  9,  • a» • b«  +  9^ • a« • b^  + 
-f-  98-ai-b«  +  g^-a^-b»  = 

=  a»  -f  9     a»     bi  +  36     a^     b2  +  84     a«     b^  + 
+  126 .  a^ .  b-^  +  126  •  a^  •  b^  +  8*  •  a»  •  b«  + 
+  36  a2   b7  +  9   ai   b«  +  b^ 

Bei  dem  Binom  (a  —  b)^  werden  alle  Glieder,  welche  un- 
gerade Potenzen  von  b  enthalten,  negativ;  die  Zeichen  der 
Glieder  sind  also  abwechselnd  +,  — ,+,  —  •.. 

Bei  dem  Binom  ( —  a  —  b)°  werden  entweder  alle  Glieder  +» 
oder  alle  — ,  je  nachdem  der  Exponent  n  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Zahl  ist;  denn 

(-  a  -  b)«  =  [-  1  .  (a  +  b)]^  =  (-  1)»  •  [(a  +  b)^]. 

2.  Beispiel. 

(2a-3b)7  =  128a'-1344.a«.b  +  6048.a->.b2-15120.a^.b3  + 
+  22680  a^b^- 20412-  a^  •  b*^  +  10  206- ab^ - 
-2I87-b^ 
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§  13,    Begriff  des  Grenzwertes. 


Jedermann  schreibt: 

Diese  Gleichung  ist  aber  nicht  ganz  richtig,  denn  die  rechte 
Seite  erreicht  selbst  für  eine  große  Zahl  von  Dezimalstellen  nicht 

den   mathematisch   genauen  Wert   von  -^.  —  So  hoch  wir  auch 

die  Zahl  der  Dezimalstellen  nehmen  mögen:  es  bleibt  immer  noch 

ein  kleiner  Unterschied  zwischen  0,333  333  ....  und  -^,  und  zwar 

derartig,   daß  —  >  0,333  333 

Kann  man  jedoch  diesen  Unterschied  zwischen  der  veränder- 
lichen Größe  0,333  333  ....  und  dem  konstanten  Wert  —  unter 

ö 

jedes  noch  so  kleine,  denkbare  Maß  herabdrücken  —  und  dies  ist 
möglich,  wenn  man  nur  die  Zahl  n  der  Dezimalstellen  hinreichend 
groß  macht  —  so  sagt  mau: 

0,333333  ....  hat  zur  Grenze  den  Wert  — ;  oder 

o 

0,333333  ....  hat  den  Grenzwert  — ,     was     man    in    der 

o 

Schreibweise  durch  Vorsetzen  der  Silbe  lim  (von  limes  =  Grenze) 

ausdrückt;  also 

lim  0,333333  ....  =  -1. 

n  =  oo  O 

In   sehr   einfacher  Weise   kann   man  sich  von  der  Wahrheit 
des  Gesagten  auch  folgendermaßen  überzeugen:  Wir  setzen 

y  =  0,333  333  .  .  .  und  bestimmen  den  zu  —  noch 

ö 

fehlenden  Unterschied,  wenn 
wir  jedesmal  eine  Dezimal- 
stelle mehr  nehmen;  also 

yi  =  0,3        =  — TTT —  =  — 577 —  .  .  .  hier  fehlt  zu  -5-  noch 


10  30 3   30 
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jg  =  0,33       =  — TTTTT-  =      onA       •  •  •  ^'^^^  f®l^l*5  ZU  "ET  ^^^^ 


73  =  0,333    = 


j^  =  0,3333  = 


100  300     3 300 

833  999  11 


1000         3000    •  •  •     ''       "      '»3      "       3000 
3333         9999  1  1 


10000       30000     •  •     "       "      "3      "      30000 

usw. 


Wir  kommen  also  dem  Wert  -^  immer  näher  und  näher,  je 

größer  wir  die  Zahl  n  der  Dezimalstellen  nehmen;  aber  es 
bleibt  für  eine  endliche  Zahl  von  Dezimalstellen  immer  noch  ein 
kleiner  Unterschied,  der  allerdings  unter  jedes  noch  so  kleine 
Maß  herabgedrtickt  werden  kann,  wenn  nur  n  hinreichend  groß 
genommen  wird. 

Wer  die  Summenformel  der  geometrischen  Reihe  kennt,  kann 
noch  in  einfacherer  Weise  verfahren. 

Diese  Summenformel  lautet :  s  =  a  •  -^ =— , 

q-1 

wo  a  =  Anfangsglied, 

q  ==  festes  Verhältnis  des  n  +  V^^  zum  n*®''  Glied  und 

n  =  Anzahl  der  Glieder. 

Für  q  <C  1    (fallende  geometrische  Reihe)   und   n  =  oo   ver- 
einfacht sich  obige  Formel  auf: 

a 
1  -q 
Nun  können  wir  schreiben: 
y  =  0,333333 =  0,3  +  0,03  +  0,003  +  0,0003  +....= 

=  0,3  +  0,3. (-^)  +  0,3.(-^) +0,3. (A-y+.... 


+  0,3  .  (-^)  +  ....  0,3  .  {-^)\ 


und  es  w'ai  fOr  unendlich  großes  n: 

a       _       0,3       _  0^  _  J_ 
l-q"~J_~0,9~3' 

10 


y  =  8  = 
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Aufgaben:  Welcher  Grenze  nähern  sich  folgende  periodische 
Dezimalbrüche? 

1.)  y  =  0,88888  .  .  .  =  0,8  +  0,8  •  (-1-)  +  0,8  •  {-^)'+ 

lin,  y  =  lim  0,888.  .  .:.-p^  =  -M_  =  10^4 

10 
2.)  y  =  0,35  35  35  ...  .^  0,35  +  0,35  ■  (-j^)  + 

+ '^''  ■  {-m-y+  ■  ■  ■ 

lim  y  =  lim  0,353535  .  .  .  =  -- —  =  — ^'^^,      =  Jr 

100 

3.)  y  =  0,813813813  .  .  .  =  0,813  +  0,813  •  (^JU")  +  •  •  • 

lim  y  =  lim  0,813813  .     .  =  _M13       ^  813 

TÖÖÖ 

4.)  In   ganz   ähnlicher  Weise   findet   man  für  c5o  große  Glieder" 
zahl  den  Grenzwert  von 

Bricht   man   diese   Reihe   bei   irgend   einem   Gliede  ab, 
z.  B.  bei  -^,  so  sieht  man  leicht,  daß  gerade  noch  der  Wert 

dieses  Gliedes  zu  2  fehlt.  —  Bricht  man  bei  -^^  ab,  so  fehlt 

ZU  2  noch  -^ ;  bei  -^  fehlt  noch  ein  -^tel.  Der  Grenz- 
wert des  Ausdrucks  ist  also  2.  —  Dies  ergibt  sich  auch 
mittels  der  oben  angeführten  Summenformel  für  eine  fallende 
geometrische  Reihe;  denn 
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lim  y  =  -; —  = —  =  2. 

1  — 


u  =  «  1  —  q  .        1 


ist. 


.)  Zeige,  daß  Jim  (^1  +i-  +  i-  +  ^  a.  _^  +  .    .^  =  1^5  i 
.)  Zeige,  daß  die  sogenannte  „harmonische  Reihe *" 

y  =  i  +  T  +  T  +  T  +  T  +  T  +  --- 

den  Grenzwert  oo  hat. 

Anleitung :   Wir   schreiben  die  Summe  folgendermaßen : 

^=>+i+(i+i)+(i+4+i+i)+ 

Daraus  ist  ersichtlich,  daß  jeder  Elammerwert  >  -^ 
wird;  demnach: 

Die  rechte  Seite  wird  immer  größer  und  größer  und 
kann  mit  wachsender  Gliederzahl  beliebig  groß  gemacht 
werden;  also: 

"""  y  =„l"l  0+T  +  y  +  T  +  y  +  •  •  •  +  v)  =  ~- 

7.)  Wie  groß  wird  y  =  —  für  x  =  oo,    wenn  a    eine    beliebige 

endliche  Konstante  ist? 

Aus  der  graphischen  Darstellung  der  gegebenen  Gleichung 
ergibt  sich  ebenso  einfach  wie  aus  dem  analytischen  Aus- 
druck, daß  y  mit  größer  werdendem  x  immer  kleiner  und 
kleiner  wird  und  sich  schließlich  der  Null  nähert;  also: 


lim  y  =  lim  | — i  =  0. 
•^      x  =  ooVx/ 


Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 
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,                a  •  X  -\-  b 
8.)  Wie  groß  wird  y  = für  x  =  oo,    wenn  a   und    b 

endliche  Zahlen  sind? 

Setzen  wir  von  vornherein  x  =  oo  in  den  Ausdruck 
für  y  ein,  so  erhalten  wir  die  unbestimmte  Form: 

a  •  oo  -|-  b  oo 

oo  oo 

Um  den  Grenzwert  eines  solchen  Ausdrucks  zu  bestimmen, 
dividiert  man  zuerst  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite 
durch  x  (bzw.  durch  die  höchste  im  Nenner  vorkommende 
Potenz  der  Veränderlichen  x)  und  läßt  dann  erst  x  =  oo 
werden.  —  Für  den  gegebenen  Ausdruck  ergibt  sich  auf 
diese  Weise: 

y  = j ;  lassen  wir  jetzt  x  =  oo  werden,  so  folgt: 

lim  y  =  lim  ( 1  =  lim  (a  -| 1  =  a  H =  a.  da 

^  X=x\  X  /  x  =  aD\         '         X/  '       OO 

OO 

Nimm  für  a  und  b  beliebige,  bestimmte  Werte  an  und 
suche   den  Grenzwert   des  Bruchs!     Graphische  Darstellung! 
9.)  Entsprechend  ergibt  sich: 


lim  ( 


ax  +  b\       ,.      I  x|         a        , 

=  — ;  ebenso 


X=x\  C'X  /  x  =  ae\  C  /  C 

,.      /ax\,.       /a\  a 

lim  l-T — 

x  =  c»  \  b    x  +  c 


10.)  Welcher  Grenze  nähert  sich  die  Stromstärke  J  einer  Batterie, 
welche  aus  n  gleichen  Elementen  besteht,  von  denen  jedes 
die  EMK  e  Volt  und  den  inneren  Widerstand  wi  Ohm  besitzt, 
wenn  die  Batterie  noch  durch  den  äußeren  Widerstand  w»  Ohm 
geschlossen  wird,  für  folgende  beiden  Fälle: 
a)  Sämtliche  Elemente  sollen  parallel  (auf  Menge)  geschaltet 
werden   und  n   immer  größer  und  größer  bis  oo  werden? 


.1 

V 
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b)  Sämtliche  Elemente  sollen  hintereinander  (auf  Spannung) 

geschaltet  werden  und  n  bis  oo  wachsen? 

E 
Zu  a)  Das  Ohmsche  Gesetz  lautet:    J  =  — ^rj-. 

Für  Parallelschaltung  ist  E  =  e  und  W  =  — -  +  Wa; 

also  ganz  allgemein: 

e 
J  = ;  für  n  =  cxD  ergibt  dies : 


w 


1      I 
-  +  Wj 


a 

n 


lim  / 

n  =  00  I      Wj 


lim  J  =  lim  / \  = (Deutung!) 


e 


Zu  b)  Für  Hintereinanderschaltung  wird  E  ==  n  •  e  und 
W  =  n  •  Wj  -f-  Wa,  also  ganz  allgemein: 

n  •  e 

J  = ; ;  für  n  =  ex?  ergibt  sich : 

n  •  Wi  +  Wa 

lim  J  =  lim  ( ; i  =  lim  / \  =  - 

n  =  co    \  n-  Wi  +  Wa 7       n  =  «l     ^,.     i    _^  I  ^i 

V^^'         n  /  (Deutung!) 

Wähle  für  beide  Fälle  e  =  2;  wi  =  0,1;  Wa  =  10; 
mache  n  =  1;  10;  100;  1000;  10000;  .  .  .  oo  und  berechne 
zu  jedem  n  die  zugehörigen  Werte  von  J. 

Welcher  Unterschied  ergibt  sich? 

Im  1.  Fall  wird  J  höchstens  =  0,2  Amp. ;  wi  hat  bei 
n  =  oo  keinen  Einfluß  mehr  auf  die  Größe  von  J.  Dagegen 
kann  durch  Verringerung  von  Wa  bis  auf  0  (Kurzschluß)  die 
Stromstärke  beliebig  hoch,  und  zwar  bis  oo,  gesteigert  werden. 

Im  2.  Fall  wird  J  höchstens  =  20  Amp.;  hier  hat  w»  bei 
n  =  oo  keinen  Einfluß  mehr  auf  J;  auch  bei  Kurzschluß 
(wa  =  0)  wird  J  nur  =  20  Amp.;  letztere  Erwägung  gilt 
auch  für  n  =  beliebig  und  Wa  =  0,  also  auch  für  n  =^  1  und 
Kurzschluß. 

Solange  Wa  endlich  bleibt,  wird  der  Grenzwert  von  J  =  20 
bei  n  =  oo. 
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11.)  Was  wird  aus: 


y  = 


y  = 


^  —  (a  +  b)x  +  a>  b 
x^  —  (a  —  c)  •  X  —  a  •  c 

Es  ergibt  sich  zunächst: 

a^  —  (a  -|-  b)  •  a  +  ab 


,  wenn  x  =  a  ist  ? 


a 


(a 


c )  •  Jl 


ac 


a^  —  a*  —  ab  +  ah 
a^  -j-  ac  —  ac 


a 


2  


0' 


0 


Um    diese   unbestimmte   Form  -—-^   welcher  noch  jeder 

Wert  zukommen   kann,   zu   beheben,   schreiben  wir  die  ge- 
gebene Funktionsgleichung  so: 

^  (x  -  a)-(x  — b) 
^  "  (x  -  a) .  (X  +  c)    •  •  • 

Hieraus  ersieht  man,  daß  Zähler  und  Nenner  zunächst 
durch  den  gemeinschaftlichen  Faktor  (x  —  a)  gekürzt  werden 
können;  demnach  ist  auch: 

_    x-b 
^""    x  +  c    ' 
lassen  wir  jetzt  x  =  a  werden,  so  folgt  die  bestimmte  Form*. 


y  = 


a 


a  +  c 


also  lim 


d 


x^  —  (a  +  b)  -x  +  ab 
X  "^  —  ( a  —  c )  •  X  —  a  c 


a  —  b 

a  +  c 


y  = 


y  = 


y  = 


Besonderes  Beispiel:  Sei  a  =  5;  b  =  7;  c=  — 3; 

dieser  Ausdruck  wird  für  x  =  5  zu: 
0 


x^ 
25  - 

8x+  15 
-60  +  35 

25- 

-40  +  15 
12X  +  35 

0' 

(X  -  5)  •  (X 


Schreiben  wir  aber: 
-7)  __   x-7 


x-—    8x+15  (x-5)-(x-3)  x-3 

und  setzen  jetzt  erst  x  =  5,  so: 


lim  y  =  lim 

X  =  5 


X-7 

x-3 


7  -2 


=  -  1. 


5-3  +2 

Dieser  Fall,  wo  man  erst  im  Zähler  und  Nenner  durch 
einen  gemeinschaftlichen  Faktor  kürzen  muß,  um  für  einen 

bestimmten  Wert  von  x  die  unbestimmte  Form  -jr-  zu   be- 
heben, kommt  sehr  häufig  vor. 


y 
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Man  wähle  a,  b  und  c  beliebig  und  bestimme  für  einige 
selbstgewählte  Beispiele  den  wahren  Wert  der  unbestimmten 

Form  — .      Graphische  Darstellung  der  Ausdrücke  I 

a" b** 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Funktion  y  = ; — , 

•^  a  —  b    ' 

wenn  b  =  a   wird ;    es    folgt    dann    auch    zunächst    die    un- 
bestimmte Form  -^. 

Zur  Bestimmung   des   wahren  Wertes   müssen   wir  hier 
zunächst  die  Division  ausführen  und  dann  erst  b  =  a  setzen.  — 
Es  ist: 
[a»  -  b"]  :  [a  -  b]  =  a'^-i  +  b  •  a»-*-^  +  b«  •  a»-^  + 
+  b3.a»-*  +  b^-a^-'^  +  ...  +  ... 
Lassen  wir  jetzt  b  =  a  werden,  so  folgt: 
[a"  —  b»]  :  [a  —  b]  =  a»-i  +  a  •  a"-^  +  a*  •  a«^-»  + 
+  a»-a'^-*  +  a*-a»-ö  +  ...  +  ...  =  n-a'»-^ 

Also : 

,.  ,.      /a"  -  b»\  „     , 

hm  y  =  hm  I ; —  1  =  n  •  a"""\ 

b  =  a  V  a  —  b   / 

Die  gleiche  Entwicklung  läßt  sich  auch  durchführen  für 
die  Fälle,  wo  n  eine  negative  ganze  Zahl  oder  eine  ge- 
brochene positive  bzw.  gebrochene  negative  Zahl  ist. 

sm  X  ^^ 

)  Der  Bruch  y  =  — ^ —    nimmt    für  x  =  0    die   unbestimmte 

X 

Form  -TT  an. 

Aus  der  graphischen  Darstellung  ist  leicht  ersichtlich, 
daß  mit  kleiner  und  kleiner  werdendem  Bogen  die  Sehne 
(sin  x)  immer  mehr  und  mehr  mit  dem  zugehörigen  Bogen  (x) 
sich  deckt  und  schließlich  an  der  Grenze  diesem  gleich  ge- 
setzt werden  darf;  daraus  folgt: 


lim  y  =  lim 

x  =  0 


sm  X 


=  1. 


Über    weitere   Bestimmungen    des   wahren  Wertes    von 
unbestimmten  Formen  siehe  XVIII.  Kapitel. 
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§  14.  Anwendung  des  Binomialsatzes. 

]•)  Bestimmung  des  Wertes  fQr: 

1 1  H j  ,  wenn  n  =  oc  groß  wird. 

Würde   mau  von   vornherein  n  =  oc  in  den  gegebenen  Aus- 
druck einsetzen,  so  ergäbe  sich: 


('+iL.=('-ir 


also  ein  Ausdruck,  mit  dem  man  nichts  anfangen  kann.     Würde 
man  aus  —  =  0  schließen,  es  wäre 


oc 


(■ + ^) 


1   \00  no  oc 

^  ^    =(1  +  0)     =1     =  1, 


so  wäre  das  ein  Trugschluß« 

Wir  müssen  vielmehr  folgendermaßen  verfahren:   Wir  ver- 
schaffen uns  für  I  1  -| j    einen    anderen   Ausdruck   und  lassen 

erst  nach  der  Umformung  n  =  oc  werden. 

Es   ist  ohne   weiteres  klar,    daß  der  Ausdruck  seinen  W^ert 
ändert,    wenn   wir  n   größer  und  größer  werden  lassen.     Setzen 

wir  die  Gleichung  an:  y  =  (l  H 1  ,    so    erkennen    wir    darin 

nichts  anderes,  als  die  Gleichung  einer  Kurve. 
Es  wird  für: 


n  ~ 


10 
1.O09 


1 

4 

1 
2 

8 
4 

1 

2 

3 

4 

•  •  • 

10 

■ 

100 

1,057 

1,225 

1,521 

2 

2,25 

2,37 

2,44 

•  •  • 

2.594 

2,704 

Zeichne 

die 
Kurve ! 


Man  sieht  also,  daß  mit  größer  werdendem  n  auch  y  größer 
und  größer  wird;  jedoch  wird  es  nicht  beliebig  groß  werden, 
sondern  sich  einer  ganz  bestimmten  Grenze  mehr  und  mehr 
nähern,  je  größer  wir  n  werden  lassen.  Unsere  Aufgabe  be- 
steht nun  darin,  den  Wert  für  v  zu  bestimmen,  wenn  n  =  oo. 
Zu  dem  Zweck  entwickeln  wir  den  Ausdruck  für  y  nach  dem 
Binomialsatz  und  erhalten: 
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^  D         n«(n— 1)      1         n>(n-  l)-(n  — 2)     J^ 

Jetzt  dividieren  wir  Zähler  und  Nenner  jedes  Glieds  durch 
die  betreflFende,  im  Nenner  stehende  Potenz  von  n,  wodurch  sich 
ergibt: 

,  -('-l)(--4)('-l)  , 

"^1-        2  8  4  "^^     • 
Läßt  man  jetzt  n  =  oo  werden,   so  erhält  man  den  Grenz- 
wert von  ( 1  -\ 1          zu : 


oo 


+ 


1- 


\  oo/     \  oo/     \  oo/ 


+    1.        2         •        3        •        4  "^ 

=  1  +  1  -! 1 \ = 1 = 1- 

^^1-2^   1.2-3  ^l-2-3-4^   1-2-3-4-5   ^  '" 

^  1!  ^  2!  ^  3!  ^  4!  ^5!  ^••"  n! 
(weil  —  =  0,  ebenso  —  =  0  usw.). 

oo  oo 

Rechnet  man  diese  Brüche  aus,  so  ergibt  sich: 

1 


1  + 


1! 
1 


2! 

J_ 

3! 


=  0,5 


=  0,166666666667 
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=  0,041666666667 


4! 
1 


5! 


=  0,008  833  333  333 


^  =  0,001 388  888  889 


6! 
1 


7! 
1 


8! 

1 
9! 

1 
10! 

1 

"11! 

1 

12! 

1 


=  0,000198412698 


=  0,000024  801587 


=  0,000002  755  732 


=  0,000000275  573 


=  0,000000025052 


=  0,000000002088 


13! 

14! 

_1_ 

15! 


i-  =  0,000000000161 


=  0,000000000011 


=  0,000  000000001 


Durch  Addition  ergibt  sich  2,718281828459  .  .  .  Diese/ 
welche  irrational  ist,  bezeichnet  man  mit  dem  Buchstabe 
Wir  können  also  endlich  schreiben: 


=  lim(l  +  — V=l+--+  — -f  — +  i-  +  .  .—=2  7 
n=iV         n/         ^1!^2!^3!^4!^      n!       ' 


182i 
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2.)  Im  Anschluß  hieran  wollen  wir  gleich  die  Reihe  für  e'^, 
die  sog.  Exponentialreihe,  entwickeln. 

Es  war  e  =  lim  1 1  +  —  j  ;  durch  beiderseitige  Potenzierung 
mit  X  folgt: 

=L'i°.('+ 1)7='™.  ['+!)""] 

Dies  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickelt,  ergibt: 


e* 


e* 


='-[('+in="-»r^+^l+ 


nx(nx—  1)       1,    n  X  •  ( n  X  —  1 )  •  (n  x  --  2 )     J^ 

"^  r2  T^"*  1-2-8  n^  "^ 

nx(nx  —  l)(nx  —  2)(nx  —  3)     _1_  1_ 

"*"  12.8-4  11^+*    J  "" 


lim     1+^ 


"^  12  "^  1.2-3  "^ 


X 


"^  1  .  2  •  3  •  4  "^ 

('-i^)('-i)(-i)('-4) 


^  l-2a-4-5  "^■■" 


] 


X^  .  X*  .  X^ 


Läßt  man  jetzt  n  =  c»  sein,  so  wird : 

X^  X^  X*  i. 

®^^*''"~r  +  F2+  12   3  +  1  2  3  l"*"!  2  3  4  5^      "" 

■yl  IT^  If^  X'^  X^ 

Denselben  Ausdruck  erhält  man  auch  durch  Entwicklung  von: 

^  1!  ^  2!  ^  3!  ^  4!^"" 
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Es  besteht  also  die  Gleichung: 

e^=  lim(l+— V=lim  (l  +  — y  = 

n  =  oo\  n/  n  =  «\  n/ 


Y  Y  Y  Y  Y 


§  15.   Logarithtnische  Funktionen. 

Logarithmieren  heißt,   zu  einer  gegebenen  Potenz  und  ge- 
gebener Basis  den  Exponenten  suchen! 

10 

Ist  also  log  X  =  y,  so  muß  umgekehrt  x  =  10^  sein. 
Aus  53  =  125  folgt  .  .  .  log  125  =  3  .  .  .    Aus  3^  =  81  folgt 
log  81  =  4. 

1  7 

Aus  7~*  =  -fr^  =  0  folgt  log  0  =  —  00. 

X 

Allgemein  gilt:  Solange  x  >  1,  wird  x"""^  =  0,  also  logO  = 

=:  —  00  (X   ^   1  ). 

<^1  1  /IX""^ 

Wird  X  Z!;^      z.  B.  X  =-^,    dann  (-—I       =  2"^  =  00;     also 

Y 
log  00  =  —  00. 
10 

Setze  log  (—  100)  =  x;   dann  muß  10^  =  —  100  sein,   was 
für   keinen   reellen  Wert   von  x   zutrifft.  —  Folgerung  hieraus? 

Anmerkung.     Künftig  werden  je  nach  der  Basis  folgende 
3  Bezeichnungen  angewandt: 

a)  Für  die  Briggschen  Logarithmen   mit  der  Basis  10  die 
Bezeichnung  log. 

b)  Für   die  natürlichen  Logarithmen   mit   der  Basis  e  die 
Bezeichnung  In. 

c)  Für  einen  Logarithmus  mit  beliebiger  Basis  x  die  Bezeich- 
nung  log. 
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1.)  Zeichne   mit  Hilfe   der  Logarithmentafel  die  Kurve  für 
y  =  log  X  (Briggsche  Logarithmen)  (Abb.  57);  dazu  gehört: 

dy          ,      L             1     1               1     1      oH.o             0,434 
-p-  =  y''  =  tg  a  = log  e  = log  2,718  =  o^  — ^ . 

U  JL  a.  a.  a. 

Wir  fanden  . . .  e  =  2,718281 828469  . . .  =r  Basis  der  natür- 
liehen  Logarithmen. 

Abb.  .57. 


6     7     8     9     10  ff    1Z 


— >- 


Darstellung  der  Funktion  eu: 


10 


10 


log  X  =  log  x;  ('azu  gehört  I.')  y'  —  —  .  log  e 


I.)  y 

II.)  y  =  log  X  =  In  x: 


0,434 


e 


11.0  y---. 


10  e 

log  X  =  Oi  0,434  lüg  X  -=  C^  0,434  hl  x 

10 
In  X    —  OD  2,303  .  log  X 

logx^-^^ 

log  10 
log  e  .  hl  10  =  1. 
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Es  ergibt  sich  für  y  =  logx  zu: 


X  — 

1 

y  =       1 

X  — 

y  = 

0 

—  oo 

5' 

0,699 

0,5 

-  0,301 

6 

0,778 

1 

0 

7    • 

0,845 

2 

+  0,301 

8 

0,903 

2,718  . . . 

0,434 

9 

0,954 

3 

0,477 

10 

1 

4 

0,602 

Kann  x  hier  negativ  werden? 

Die  Kurve  zeigt  nur  abnehmende  Steigung,  also  muß  y^  =  tga 
flberall  positiv  sein,  aber  von  links  nach  rechts  abnehmen. 

In  der  höheren  Mathematik  verwendet  man  als  Basis  ausschließ- 
lich die  Zahl  e  =  2,718  .  .  .;  deshalb  soll  auch  die  Kurve  dar- 
gestellt werden  für: 


dy 


1 


2.)  y  =  Inx;  dazu  gehört  -r^—  y^  =  tga  =  —  (Abb.  57). 

dx  X 

Nach   der   Definition  des   Logarithmierens  ist  y  =  In  x  eine 
Umkehr  von  x  =  e^. 

Aus  der  Logarithmentafel  entnimmt  man  für  y  =  Inx  zu: 


X  = 


0 

0,5 
1 
2 

2,718  . . 

3 

4 


y  = 

oo 

0,693 

0 

0,693 

1 

1,0986 

1,386 


X  = 


6 

7 

8 

9 

10 


1,609 
1,792 
1,946 
2,079 
2.197 
2,3026 


Auch  diese  Kurve  zeigt  nur  abnehmende  Steigung;  deshalb 
muß  y^  (DiflFerentialkurve)  überall  positiv  sein  und  fallen;  x  kann 
auch  hier  nicht  negatiy  sein.     Warum? 

3.)  Zur  Verwandlung  Briggscher  Logarithmen  in  natürliche 
und  umgekehrt  dienen  die  Gleichungen: 
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I  log  X  =  0,484  •  In  X  I     und    1  In  x  =  2,303  •  logx  1 


Beweis :  Setze  In  x  =  c  •  log  x  =  y ,  also : 
I.)         In  X  =  y,    woraus    e>'  =  x 

IL)  c  logx  =  y,         ^      10^  =  X 

y 

e^  =  10^  .  .  .  logarithmiert,  ergibt: 


beide  gleichgesetzt: 


_  y 


y  .  In  e  =  ^^  •  In  10  .  .  .     oder     |  c  =  In  10  =  2,803  .  .  . 
c 


was  zu  beweisen  war. 

Wenn  wir  nach  der  Basis  10  logarithmieren,  so  ergibt  sich 

_y 

aus  ey=10«  ... 

V  y 

y  •  log  e  =  -=—  •  log  10  =  -^,  woraus 

c  =  -; =    ^  .^.    =  2,303  .  .  .  wie  oben. 

log  e  0,434 

Aus  In  x  =  c  •  log  X  ergibt  sich  ohne  weiteres : 

log  X  = In  X  =      Q^^   •  In  X  =  0,434  In  x. 

Wichtig  ist  noch  die  Beziehung: 

b  X  I 

log  X  •  log  b  =  1  I  .  .  .  Beweis  ? 


Also  auch:  Inx  •  löge  =  1  und  insbesondere  In  10  •  löge  ==  1. 
Zeichne  noch   die  Kurve   für  y  =  xlnx;   dazu   die  Diffe- 
rentialkurve ! 

Ebenso  y  = In  x  mit  Differentialkurve ! 

•^         X 

Anleitung  für  y  =  x  •  In  x :  Zerlege  y  in  seine  beiden  Faktoren- 
funktionen, nämlich  in  y^  =  x  =  Oerade  unter  45  ^  durch  Pol  und 
in  yg  =  In  X  =  logarithmische  Linie. 

Multipliziere  an  beliebigen  Stellen  die  zusammengehörigen 
Werte  von  y^  und  j^;  dann  ergeben  sich  die  entsprechenden 
Werte  für  y.  —  Man  untersuche  vor  allem  den  Verlauf  der 
Kurven  im  Zwischenraum  von  x  =  0  bis  x  =  1 . 
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Tabelle. 


x  =  0 

1 

1 
100 

1 
10 

1 
5 

f ,' 

2 

2,718 

8   4  5 

1000 

y,  =  X  =  0 

0,001 
-  6,91 

0,01 
-4,6 

0,1 
-2,3 

0.2 
-1,61 

0,5   1   2 
-  0,693  0  0,698 

2,718 

1 

3   4   5 
1,0991,3861,60» 

y  =  yi  •  yj  ^  0 


-  0,0069 


-  0,046 


-0,23 


0,82 


-0,847 


0 
l 


1,386 


2,718 


8,297 


5,5448,045 


Die  Kurve  hat  ein  Minimum  bei  x  =  —  =  0,868   und  zwar 

e 


yrain 


1 


=  -  0,368.    Die  Gleichungen  für  die  1.  und  2.  Diffe- 


rentialkurve lauten :  y^  =  In  x  -f-  1  und  y^^  =  — ;   sie  sind  ange- 
geben,  um  die  Werte  nachprüfen  zu  können. 

Ganz  ähnlich  kommt  man  zu  y  = 1^  ^  ^=^  y  i  *  y2- 


x^O 


1 


y-^lT 


—  -f  oo 
y2  =  In  X       =  --  oo 


1 

100 

1 
10 

100 
-4,6 

10 
-2,3 

Tabelle. 
2 


6 


7 


_-    j 


2 
-  0,693 


1 
0 


0,5 
0,693 


3 
1,099 


1 


4 
1,386 


5 
1,609 


_1^ 

6 

1,792 


7 
1,964 


1     , 
y  =  —  lnx  =  — oo 

^       x 


460 


-23 


-  1,386 


0 


0,347 


0,367 


0,346 


0,322 


0,299 


0,281 


Maximum  für  x  =  e  =  2,718  .  .  . 

ymax  =  0,368  .  .  . 

1 


}'^-- 


•  In  X  -j- 


X 


r// 


y"  = 


x-^ 


Inx 


3 


Nachprüfen ! 


§  16.    Exponentialfunktionen. 

Exponentialfunktionen  sind  solche,  bei  denen  die  unabhängige 
Veränderliche  im  Exponenten  vorkommt; 

z.B.  y  =  2^3";  1,05";  (i-)";    (i-)"; 
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a^  :  e^ 


—  X 


=  (t)'^  -  -  ■• 


—  X 


USW. 


Die  Basis  muß  immer  eine  positaye  Zahl  sein.  [Unterschied 
zwischen  „— 2^'*  und  (— 2)*?] 

Das  Exponentialgesetz  tritt  sehr  häufig  auf.  Am  bekanntesten 
ist  wohl  die  Berechnung  des  Endwertes  s  eines  Kapitals  c,  das  zu 
p  ^/o  auf  Zinseszins  steht.  Bezeichnen  wir  mit  x  die  Zahl  der 
Jahre,  während  welcher  das  Kapital  mit  Zins  und  Zinseszins  steht^ 
so  ist: 

s  =  c  •  ^1  +  --^~  j  =  c  •  q^,  wen-  ' '    '      ^ 

Sei  c  =  1 ;  p  =  5  ^o,  dann  wird: 

s  =  l,05\ 

Zeichne  diese  Funktion  auf.     (x  =  0  bis  25.) 
Nimm  p  =  3;  3,5;  4;  4,5;  5,5;  6  >. 

In  Abb.  58  sind  einige  Kurven  für  e^  aufgezeichnet,  wo  e 
wieder  2,718  ..  .  ist. 


{'  +  100-)  =  ^- 


dv 
Tabelle  für  y  =  e*  ;  dazu  gehört  -^  =  y^  =  tga 


x  =  -3 

y  =  4-0,04989 


-2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

+  3 

+  0,1355 

+  0,3681 

+  1 

2,718 . . 

7,379  . . 

20,4 . . 

e^=y. 


+  4 
54,45 


Die  Kurve  für  y  =  e^  weist  überall  nur  zunehmende  Stei- 
gung auf;  daher  muß  das  Steigungsmaß  y^  an  allen  Stellen  -j- 
sein  and  nach  rechts  gröfier  werden. 

Wir  werden  später  sehen,  daß  e^  die  einzige  Funktion  ist, 
für  welche   die  tg  a  =  y^-Kurve  mit  der  y-Kurve  zusammenfällt. 

An  jeder  Stelle  ist  also  der  y^-Wert  genau  so  groß  wie  der 
y-Wert. 

Aus  Abb.  58  ist  ersichtlich,  daß  e~^  symmetrisch  ist  zu  e+^ 
in  bezug  auf  die  y- Achse.     Warum? 

Ferner  sind  dargestellt:  y  ==  —  e^  und  y  =  —  e~*. 

Wie  ergibt  sich  y  =  e+^  +  e~^?  .  .  .  Man  addiert  die  Ordi- 
naten  der  beiden  Einzelkurven. 

y  =  -ö"  [e"^^  +  e""  ^]  =  Kettenlinie;  Ordinaten  der  vorigen  halbiert. 
Stelle  noch  dar:  y  =  e^''  —  e""^;  dazu  die  y^-Kurve. 
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Welche  Beziehung  besteht  zwischen  den  Kurren  fQry  =  < 
undjy  =  In'x  i  I)ie  eine  ist  das  Spiegelbild  der  anderen  iu  bt 
auf  die  Gerade  y  =  x.    Warum?    Weil  y  =  lux  Identisch  ist 

Abb.  58. 


LiLirstellnDg  iler  Fnnktioi 


■t"";  dtkzii  Bsifirt 


.|,+  -  +  e-'J 
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X  =  ey ;  X  und  y  sind  also  in  y  =  e^  und  x  =  e>'  (y  =  In  x)  ledig- 
lich miteinander  vertauscht. 

Beide  sind  also  inverse  Funktionen. 

Aufgaben:  1.)  Beim  Potenzflaschenzug  (x  lose  Rollen  und  eine 
feste)  ist  die  zum  Heben  der  Last  Q  notwendige  Kraft  P  unter 
Vernachlässigung  der  Reibung  gegeben  durch  die  Gleichung: 

Karye  für  x  =  0  bis  x  =  6.    Q  =  4  Tonnen. 

2.)  Bei  einer  Hahnluftpumpe  fasse  der  Behälter  6  Liter  und  der 
Stiefel  2  Liter;  nach  dem  ersten  Zuge  verbreiten  sich  die  6  Liter 
des  Behälters    auf  (6  +  2)  =  8  Liter.     Die  Verdünnungszahl  ist 

demnach   8  =  -p-  =  -7-.      Bei    jedem    neuen    Zuge    wird    die    im 

ö         4 

Behälter  jeweils  noch  verbliebene  Luft  im  gleichen  Verhältnis  8 

verdünnt.     Nach  x-Zügen  ist  also  die  Terdünnnng: 


-  '■ = (4)' 


Zeichne  die  Knrve*    Ändere  anch  8! 

3.)  Ein  frei  schwingender  Körper  verringert  seinen  Ausschlag 

jedesmal  um     ^^    des  vorhergegangenen.     Wieviel  Grad  beträgt 
der  30.  Ausschlag,  wenn  der  erste  =15^  betrug? 

TOÖ^)  '  *^^^  ^^'  Ausschlage  11,07«. 

Zeichne  die  Kurve! 

4.)  Der  eine  Schenkel  eines  <^  von  30®  ist  10  m  lang.  Vom 
Endpunkt  E  dieses  Schenkels  fällt  man  ein  Lot  a  auf  den  ersten 
Schenkel,  vom  Fußpunkt  dieses  Lotes  wieder  eine  Senkrechte  b 
auf  den  zweiten  Schenkel;  vom  Fußpunkt  dieses  Lotes  wieder  eine 
Senkrechte  c  auf  den  ersten  Schenkel  usw.  Dadurch  entsteht 
eine  zickzackförmige  Linie  (s.  Abb.  59). 

Wie  groß  ist  die  Länge  der  10.,  15.,  20.,  xten  Senkrechten? 
.  Lösung:  a  =  10  •  sin  30«  =  5;  demnach  b  =  a  •  cos  30« 
oder  b  =  5  •  cos  30«, 

c  =  b  •  cos  30«  =  a  •  (cos  30«)2, 
d  =  c  •  cos  30«  =  a  •  (cos  30«)^ 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  9 
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folglich  die  xte  Senkrechte: 

y  =  a  •  (cos  300)^-^  =  5  •  0,8e6»-i. 

Man  zeichne  die  Kurve! 

5.)  Der  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  r  wird  in  x  gleiche 
Teile  geteilt.     Die  Teilpunkte  werden  mit  dem  Mittelpunkt  ver- 

Abb.  59. 


bunden.  Vom  Endpunkt  E  des  ersten  Radius  wird  eine  Senk- 
rechte a  auf  den  zweiten  Radius  gefällt;  vom  Fußpunkte  dieser 
Senkrechten   ein  Lot  b   auf  den   dritten   Radius;   vom  Fußpunkt 


Abb.  60. 


dieses  Lots  wieder  eine  Senkrechte  c  auf  den  vierten  Radius  usw. 

Dadurch  entsteht  eine  spiralförmige  Linie  (Abb.  60). 

Wie  groß  ist  das  xte  Lot? 

360 


Lösung : 

Der  Zentriwinkel 

eines  Teils  ist  

1. 

Lot  .  . 

.   a  : 

—  r 

•  sin  y, 

2. 

Lot  .  . 

.    b: 

=  r 

sin  y  • 

cos  y, 

3. 

Lot  .  . 

.     C  : 

—  r  • 

sin  <p  • 

(cos  ^)2, 

10. 

Lot  .  . 

» 

=  r  • 

sin  9  • 

(cos  (p)», 

X. 

Lot .  . 

y 

—  r 

•  siü(p 

(cos  ^y  -  ^ 
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Man  zeichne  diese  Kurve  für  y  =  2^;  r  =  2  ra. 
Die  Zahl  der  gleichen  Teile  sei  90;  also  y  =  4^; 
Größe  des  8.,  15.,  40.,  150.  Lotes? 

§  17.   Trigonometrische  Funktionen. 

Zur  allgemeinen  Orientierung  dient  Abb.  61. 

■■■  '^  r  d  V  '^~\ 

I.)  y  =  sin  x;  j  dazu  gehört  -r-^  =  y^  =  tg  a  =  cos  x  I . 

1.)  Bei  dieser  und  allen  anderen  trigonometrischen  Funktionen 
bedeutet  x  den  yeränderlichen  Bogen  auf  dem  Umfang  des 
£lnheitskreises  (Radius  =  1)  vom  Anfangspunkt  0  des  Kreises 
nach  links  herum  gemessen,  also  entgegengesetzt  der  Drehung 
des  Uhrzeigers. 

Geht  man  rechts  herum,  so  mißt  man  negative  Bögen. 

Der  Umfang  des  Einheitskreises  ist  U  =  2  ;c ;  ihm  entspricht 
ein  Winkel  von  360®. 

Irgendeinem  Bogen  b  entspreche  ein  <$  ß®;  dann  besteht 
die  Gleichung: 

b  :  ß  =  2  Ä  :  360«;  woraus  b  =  2  tt  •  -^r^. 

360" 

Die  Bögen  wachsen  demnach  proportional  mit  den  zugehörigen 
Winkeln.  —  Daraus  folgt,  daß  man  statt  des  Bogens  auch  den 
entsprechenden  Winkel  in  Graden  setzen  kann. 

Man  wählt  den  Radius  deshalb  =  1  (z.  B  ==  1  mj,  weil  alsdann 
für  einen  beliebigen  Bogen  x  der  zahlenmäßige  Wert  für  sin  x  nach 
Größe  und  Torzeichen  angegeben  wird  durch  den  Abstand  des 
Bogenendpnnktes  P  (Abb.  61)  von  der  Horizontalen,  also: 


I  y=::AP  =  sinx  | 


Um  nun  zu  dem  Schaubild  für  y  =  sin  x  zu  gelangen,  müssen 
wir  X  wachsen  lassen  von  0  bis  2  tu  (Abb.  62). 

Dazu  teilen  wir  den  Umfang  des  Kreises  in  eine  beliebige 
Anzahl  gleicher  Teile;  dann  rollen  wir  den  ganzen  Kreis  auf 
der  durch  den  Mittelpunkt  0  gehenden  Horizontalen  (x-Achse) 
nach  rechts  ab  und  tragen  über  den  betreffenden  Punkten  o,  a, 
b,  c,  d,   e,   f ,  g,  h  .  .  .  V,  w,  z  die  bezüglichen  Werte  für  sin  x 
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nach  Größe  und  Vorzeichen  ab.  —  Für  Punkt  f  des  Umfanges 
ergibt  sich  z.  B.  y  =;=  -f  li  für  Punkt  1  ergibt  sich  y  =  0,  für 
Punkt  r  ergibt  sich  y  =  —  1  usw. 

Verbindet  man  die  gefundenen  Punkte,  so  erhält  man  eine 
wellenförmige  Linie,  die  sog.  Slnuslinie  (Abb.  62). 

Diese  Sinuslinie  kann  man  sich  nach  rechts  bis  ins  Unend- 
liche fortgesetzt  denken;  desgleichen  für  negative  Winkel  nach 
links^  denn  es  ist: 

sin  X  =  sin  (2  n  t:  +  x)  =  —  sin  ( —  x)  usw.     n  =r  ganze  Zahl. 

Abb.  61. 


-tg-x 


2Jt 


^X 


Abhängigkeit  der  trigonometrischen  Funktionen  vom  veränderlichen  Bogen  x  des 

Einheitskreises. 

Es  ist:  AP  =  sinx^,  OA  =  cos  x,  BC  =  tg1t,  DE  =  cotgx. 


Dabei  entspricht  für  den  behandelten  Fall  stets  einem  Bogen 
von  27C  eine  ganze  Welle  =  Wellenberg  +  Wellental.  —  Eine 
solche  Welle  nennt  man  eine  Periode  (OBCDE)  oder  einen  Puls. 
Eine  halbe  Welle  nennt  man  einen  Wechsel  (OBC  bzw.  CDE). 
—  Den  zu  einer  Periode  gehörigen  Bogen  nennen  wir  den 
„Periodenbo^en^^.  —  In  unserem  Fall  ist  derselbe  =  2  tc. 

y  =  sin  X  ist  also  eine  periodische  Funktion;  denn  in  Inter- 
vallen von  2  7C  zu  2  7c  kehren  dieselben  y- Werte  nach  Größe  und 
Vorzeichen  wieder. 


§  17.     Die  Sinualinie. 
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Die  höchste  Erhebung  der  Welle  nennt  man  die  ,,  Ampli- 
tude" (H B).  Eine  Sinuslinie ,  deren  Periodenbogen  =  2k  und 
deren  Amplitude  =  1  ist,  wollen  wir  als  normale  Sinuslinie  be- 
zeichnen bzw.  die  dazu  gehörige  Welle  als  ^^Normalwelle"  ansehen. 
Verfolgt  man  die  Sinuslinie  von  0  über  B,  C,  D  bis  E,  so 
bewegt  man  sich: 

Von  0  bis  B  auf  abnehmender  Steigung, 
y,     B   \    C     „    zunehmendem  Gefälle, 
.,     C     ^    D     ^    abnehmendem  Gefälle, 
^     D    „    £     „    zunehmender  Steigung. 

Abb.  62. 


Darstellung  der  Sinuslinie  y  =  sin  x  und  der  dazu  gehörigen  Differentialkurve  y'  =  cos  x. 


Entsprechend  muß  die  y*  =  tg  a-Kur?e 

von  0  bis  B  positiv  sein,  aber  abnehmen, 
^    B     „    C  negativ  sein,  aber  zunehmen, 
„    C     «    D  negativ  sein,  aber  abnehmen,  und 
„    D     „    £  positiv  sein,  aber  zunehmen. 

Aufgabe:  Ziehe  in  verschiedenen  Punkten  die  Tangenten  an 
die  Sinuslinie  und  konstruiere  die  y'  =tga- Kurve. 

2.)  Änderung  der  Amplitude  und  der  Periode. 

Soll  die  höchste  Erhebung  der  Sinuslinie  in  irgendeinem 
Verhältnis  geändert  werden,  so  braucht  man  die  Ordinaten  nur 
mit  dieser  Verhältniszahl  zu  multiplizieren. 
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y:=2-(sinx)   bedeutet  demnach,   daß  die  y-Werte  zweimal 
so  groß  sein  sollen  wie  die  entsprechenden  Werte  bei  sin  x. 

1        .    -- 

y  =  -^  •  (sin  x)  bedeutet:  Die  y- Werte  sind  nur  halb  so  groß 

wie  bei  sin  x  (Abb.  63). 

^  3 

Zeichne:  y  =  n  •  (sin  x),  wo  n  =  —  2, — ,  —  1,  -(-  5. 

iL 


Abb.  63. 

5üix(Mmij(üfvdte) 


3.)  In  ähnlicher  Weise  wie 
die  Amplitude  kann  man  auch 
die  Periode  abändern. 

Um  dies  zu  zeigen,  soll 
zunächst  ein  einfaches  Beispiel 
behandelt  werden. 

Es  sei  y  =  sin  (2  •  x)  zu 
zeichnen. 

Lösung:  Wir  lassen  x  von 

zu  -zr:^  wachsen   (entspre- 


Änderung  der  Amplitude  einer  Siimsliuie. 


12  12 

chend  15®),  bis  es  =27r  ge- 
worden ist.  Wir  werden  sehen, 
daß  der  Periodenbogen  diesmal  nur  halb  so  groß  ist  wie  bei 
y  =  sin  X.  Es  werden  also  auf  den  Bogen  2  %  diesmal  zwei  ganze 
Perioden  kommen;  denn  es  ist  für: 


0 
15 
30 
45 

60" 
'5 
90 


0 


rc  0 


y  :=isin(2x) 

0 

0,5 

0,866 

1 

0,866 

0,5 

0 


105" 
120" 
135" 
150" 
165" 
180"  =  Tt 


y  =  8in(2x) 

-0,5 

-  0,866 
-1 

-  0,866 
0,5 

0 


(Abb.  64). 


Damit  ist  die  erste  Periode  beendet. 

Der  Periodenbogen  beträgt  also  bei  y  =  sin(2x)  nur  180^ 
oder  TU.  Die  Periodenzahl  ist  infolgedessen  doppelt  so  groß 
geworden. 


§  17.    Änderuiijif  der  Pt»riode  einer  Sinuslinie. 
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Man  beachte  folgenden  Vergleich: 

y  =  2  •  sin  X  ergibt  eine  doppelt  so  große  Amplitude  als  bei 
der  Normalwelle  v  =  sin  x ,  während  der  Perioden- 
bogen  unverändert  bleibt  (s.  Abb.  63). 

y  =  sin  (2  •  x)  dagegen  ergibt  eine  doppelt  so  große  Perioden- 
zahl  als  bei  der  Normal  welle ,  während  die  Ampli*^ 
tude  unverändert  bleibt  (s.  Abb.  64). 

Abb.  64. 


'SÜiffjCf 


ysuifzxj  ^Y'smx. 


Änderuug  der  Periode  einer  Siuuslinie. 

Jetzt  ist  folgende  Zusammenstellung  leicht  verständlich: 
y  =  sin  X  .  .  .  Periodenzahl  pro  Bogen  2  7:...  =  !, 

also  Periodenbogen  =  2  tu  : 
Periodenzahl  pro  Bogen  2  7t  .  .  .  =  2 , 

■     27t 


y  =  sin  (2  •  x ) 


y  =  sin(3x) 


y  =  sin(n  •  x) 


also  Periodenbogen  = 


Periodenzahl  pro  Bogen  2  7t  .  .  .  =  3 , 

also  Periodenbogen  —  -^^ 

Periodenzahl  pro  Bogen  2  7t  .  .  .  =  n , 

also  Periodenbogen  = 


n 


—  sin  1 --  •  X  j  .  .  .  Periodenzahl  pro  Bogen  2  7t  .  .  .  =  — , 


also  Periodenbogen  = 


2r 


=  4  7t  =  2  •  2  7t 
(s.  Abb.  64) ; 
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y  ~  sin  1 -ä"  ■  X  j  .  ,  .  Periodeozabl  pro  Bogen  2  k  .  .  .  =  -3- , 
also  Periodenbogen  =  — j—  =  61c  =  3-3it 
T 
y  =  sin  I X  j  .  .  .  Periodenzahl  pro  Bogen  2  jc ,  ,  .  ^=  — , 


Ist  umgekehrt   der   Periodenlwgeil   gegeben,    so   bann  mao 
sich  leicht  die  betreffende  Gleichung  für  y  herstellen. 


Vergleich  iwischeo  y  =  sinx  um 

Es   sei   z.  B.    der   Periodenbogen  - 
den  Bogen  2;r   so   viele  Perioden,    als  -—  in  2x  enthalten  i 


linie  lautet  demnach : 


if-y 
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Bezeichnen  wir  allgemein  den  Periodenbogen  mit  b,  so  lautet 
die  Gleichung  der  betrefifenden  Sinuswelle: 


Soll   außerdem   die  Amplitude   noch   n-mal   so  groß  werden^ 
dann  ergibt  sich  die  Gleichung: 


Aufgabe:  Wie  lautet  die  Gleichung  der  Sinuslinie,  deren  Am-- 


plitude  =  156  und  deren  Periodenbogen  = 


27r 

50 


ist? 


y  =  156  •  sin  (50  •  x)  =  Gleichung  eines  gewöhnlichen  Wechsel- 
stroms mit  Emax  =  156  Volt  (entsprechend  Eeif  =  110  Volt)  und 
50  Perioden  =  100  Wechseln  pro  Sekunde. 

Zusatz:  In  der  Praxis  führt  man  statt  des  Periodenbogens  b 
die  Zeit  T  ein,  welche  vergeht,  bis  eine  ganze  Periode  durch- 
laufen ist. 

Für  die  Normalwelle  entspricht  dann  der  Zeit  T  ein  Winkel 
von  27C. 

Dem  beliebigen  Winkel  a  entspreche  die  Zeit  t;  dann  be- 
steht die  Proportion: 


a  :  27r  =  t :  T,  woraus: 


(Abb.  66). 


Kennt  man  also  die  Zeit  T  für  eine  ganze  Periode,  so  ist  a 
eine  Funktion  von  t  .  .  .  a  =  f  (t). 

Gewöhnlicher  Wechselstrom  für  Lichtzwecke  hat  z.  B.  pro 
Sekunde  c  =  50  Perioden;  folglich  ist  die  Zeit  für  eine  Periode: 

T  =  --  =  ^  Sekunde; 
c  öO 
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eingesetzt  in  a  ergibt: 


a  = 


2n 
1 


t  =  (27r.c)-t  =  a)-t 


oder  für  c  =  50 : 


a  = 


50 


t  =  (1007:)-t=  o:'  314 -t 


a  =  (2  7C  c)  •  t  =  0) 


3 


Man  nennt  co  die  Winkelgeschwindigkeit. 


Abb.  66. 


Einführuug  der  Zeit  T  statt  des  Periodenbogens  b. 

Man  stelle  folgende  Gleichungen  graphisch  dar: 


1.)  E  =  Einax  •  sin  a  =  E^ax  •  sin  (cü  •  t)  =  E„,ax  •  sin  ( -m" * T 
Insbesondere  sei  Emax  =  156  Volt  =  konst.;  dagegen  T  nach- 
einander =  Sek.;     —   Sek.;   -^  Sek.;   ^-    Sek. 

2.)  J  =  Jiiiax  •  sin  a 

Jmax  =  20;  50;   100;  200  Amp. 

3.)  Phasenverschiebung  zwischen  zwei  Sinnswellen. 

Es  ist  die  Bildkurve  darzustellen  für: 


y  =  sin  (X  +  ^) 


In  dieser  Gleichung  ist  auch  (p  im  Bogenmaß  zu  nehmen.  -" 
X  ist  der  Teränderliche  Bogen,  cp  der  nnyeränderliche  (kon- 
stante) Bogensummand. 


§17.     Phasenverschiebunpr  zweier  Sinuawellen. 
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Die  Einheit   des  Bogens   erhält  man  durch  Aufwicklung  des 

Radius  1  auf  den  Umfang  des  Einheitskreises;  dieser  Bogeneinheit 

entspricht  ein  Winkel  von: 

360  <^ 

=  o.  57,296«  =  rund  57,3«. 


2t: 


Abb.  67. 


'Y'  sin  xfMrmalH'dle/ 


Phasenverschiebaug  zwischen  zwei  Siiiuswellen. 


Nun   sei   für   den  Einheitskreis   der  unveränderliche  Bogen- 
summand  9  irgendeiner  Zahl  gleichgesetzt,  z.  B.,  wie  in  Abb.  67, 

Lassen  wir  nun  den  veränderlichen  Bogen  x   von  Null 


6 

aus  immer  uro 


7C 


12 


(15«)  zunehmen,  dann  ergibt  sich  für: 


0 


0 


IC 


(X-f'f)= 

in  Graden  = 30  ® 

also  y  =  sin  (x  -f  ^)  =  0,5 


12"  ^^ 
12 

0,707 


12 

4ir 
12 
60« 

0,866 


x  = 


12 


U  +  9)=    .     .     .     . 

in  Graden  — -  .     .     . 
also  y  — sin  (x  +  'f) 


^  75« 

7tc 

12 

105« 

0,9659 


6« 
12 


^  90« 

12^ 

120« 

0,866 


1^ 
12 


=  45« 
5ic 


12 

75« 

0,9659 


4« 
T2" 


=  60« 
6  IC 


12 

90« 

1 


77C 

12 


=  105« 
9ic 


12 
135« 

0,707 


81c 
12 


120« 

10  ff 

12 

150« 

0,5 
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X 

— 

9k 
12 

=  135^ 

(x+?) 

— 

llic 
12 

in 

Graden 

:^z 

1^5« 

y 

^^ 

0,2588 

10« 
12 


150  0 

12« 

12 

180  <» 
0 


llic 


12 


=  165« 

13  IC 
12 

195« 
-  0,2688 


12ic 
12 


=  180" 


14  IC 


(X  +  'f )    _ 

12 

in  Graden  = 

210« 

y  = 

-0,5 

13« 
12 


=  195« 


15« 


12 

225« 
-0,707 


14« 
12 


=  210«  usw. 


16« 


12 

240« 
0,866 


Vergleichen    wir  nochmals   die  oberste   und  unterste  Reihe^ 
so  sieht  man,  daß  z.  B. 

zu  X  =  0  schon  y  =  -f  0,5  gehört, 

—  47C 

(60°)  schon  y  =  +  1  gehört  usw. 


zu  X 


12 


Trägt  man  über  den  Werten  von  x  die  zugehörigen  y- Werte 
auf,  so  erhält  man  die  Welle  für: 


y  =  sin  (X  +  'f )  =  sin  (x  +  — j. 


Vergleicht  man  diese  neue  Welle  mit  *  derjenigen  für 
y  =  sin  X,  so  erkennt  man,  daß  sin  (x  +  9)  alle  y- Werte  um  cp 
früher  erreicht,  als  sin  x.  • 

Im  übrigen  hat  die  neue  Kurve  gleiche  Amplitude  und 
gleichen  Periodenbogen  wie  y  =  sin  x. 

Beide  Kurven  [y  =  sin  (x  +  ?)  und  y  =  sin  x]  sind  um  den 
Betrag  f  gegeneinander  verschoben. 

Man  nennt  (p  die  Phasenverschiebung  oder  PhasendilTerenz 
zwischen  sin  (x  +  ?)  und  sin  x,  und  zwar  eilt  sin  (x  +  ?)  um 
den  Betrag  (p  vor. 

In  gleicher  Weise  kann  man  zeigen,  daß  y  =  sin  (x  —  f)  um 
den  Betrag  y  nacheilt  (Abb.  67). 

f  kann  jeden  Zahlenwert  haben. 

Ist  z.  B.  y  =  -f-  2;  +5;  —  4  usw.,  so  sind  die  entsprechen- 
den Winkel  =  c<>2-  57,3«  bzw.  5  •  57,3«  bzw.  f  -  4)  •  57,3«,  und 
die  zugehörigen  Gleichungen  lauten: 


§  17.    Phasenverschiebung  verschiedener  Sinuswellen. 
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j  =  sin  (x  +  114,60);  y  ^  sin  (x  +  286,5 o);  y  =  sin  (x  -  229,2«). 
Aufgaben:  Man  zeichne  die  Schaubilder  zu: 

y  =  sin^x  +  YJ;     y  -  sin  ^x  -  y)- 


Welcher  Unterschied  ist  zwischen: 

y  =  sm[i^x  +  |^]      und     y  =  sin  [i^  (£  +  |-)]  ? 


Lösung:    In  Abb.  68    sind  vier   Sinuswellen    gezeichnet. 
Man  untersuche  die  Richtigkeit  des  Zusammenhangs. 


Abb.  68. 


-^r 


^y-smf^fx^jü)]    y^siitfix) 


y=si/ix 
fJwrn 


^Y'sm[pxi-^)] 


Vergleich  verschiedener  Sinuswellen. 


Aus  der  Abbildung  ist  ersichtlich,  daß  y  =  sin  I  —  x  j,  ferner 

J  =  sin   I  "ö^  ^  +  Y     "^^  ebenso  y  =  sin    —  (  x  +  —\     genau 

denselben   Periodenbogen   b  =  4?c    und    dieselbe   Amplitude 

haben. 


Dagegen  eilt  y  =  sin  1  —  x  +    -  j  um  7t  yor, 


nur  um 


in  bezug  auf 
=  sin  (y  x) . 


während  y  =  sin  |  -r\  x  +  -^  i  2 

Eine  Erklärung  dafür  folgt  auch  daraus,  daß  man  statt 


schreiben  kann: 
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=  sin     Y  *^  +  ^M' 


jetzt  kQmmt  die  Voreilung  um  tc  dentKch  zum  Ausdruckt 

Regel:  Der  Yoreilnngswinkel  oder  allgemein:  die  Phasen- 

yerschiebung  ist  mit  dem  yeränderlichen  Bogen  x  durch  eine 

Klammer  zusammenzufassen. 

Für  eine   Sinus  welle   mit   der  Amplitude  A,   dem  Perioden- 

bogen  b  und  der  Phasenverschiebung  f  ergibt  sich  demnach  die 

allgemeine  Gleichung: 


y  =  A  •  sin 


[ 


27C 


(x± 


f)] 


27r 


„-(-9"  ergibt  Voreilung.     „—  f*^  ergibt  Nacheilung. 
Zeichne:        y  =  sin  1  —  x  +  -j")  =  *^  *  Umformen! 

=  sin[i-(x±|)] 

Ferner  y  =  sin  ^-^  (^  ±  -j)\' 

Eine  Sinuswelle  mit  der  Amplitude  110,  dem  Periodenbogen 
und  der  Phasenverschiebung  -|- 30^  hat  die  Oleichung: 


15 

y  =  110  •  sin 


^^     (x  +  30  0) 


2n^ 
15 


=  110.8iii[15-(x  +  30«)J 


Zeichne  die  Kurve! 

Ein  sehr  schönes  Beispiel  für  die  Phasenverschiebung  kennen 
wir  aus  der  Wechselstromtechnik: 

Bei  induktiver  Belastung  eilt  der  Strom  der  Spannung  nach 
um  den  <  y. 

Bei  kapazitiver  Belastung  um  <p  vor!     Näheres  später. 

4.)  Zusammensetzung  zweier  oder  mehrerer  Sinaswellen,  welche 
gleiche  Periode,  aber  verschiedene  Phase  und  verschiedene  Ampli- 
tude haben. 

Genau  so,  wie  bei  gleicher  Phase,  kann  man  auch  bei'  ver- 
schiedener Phase  zwei  oder  mehrere  Sinuswellen  zusammensetzen, 
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Abb.  69. 


*X 


Znsaminensetznng  von  zwei  bekannten  Wechselströmen  zu  einem  Hauptstrom  und 
Bestimmung  der  Phasenverschiebung  des  letzteren. 


indem  man  einfaeh  die  Ordinaten  an  beUebig  rielen  Stellen 
addiert,  wobei  allerdings  auf  das  Torzeichen  der  einzelnen  Ordi- 
naten zu  achten  ist 
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Abb.  70. 
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Zusajumensetzmig  von  drei  bekannten  Wechselströmen  zu  einem  Hauptstrom  und 
Bestimmung  der  Phasenverschiebung  des  letzteren. 


Hierbei  kann  man  sowohl  das  Liniendii^amiii  benutzen, 
als  auch  das  Yektordiagramm«  Letzteres  führt  besonders  rasch 
zum  Ziel  und  läßt  sofort  alle  gegenseitigen  Beziehungen  erkennen. 
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Eine  ausgedelu&te  Anwendung  finclet  diese  Meikode  in  der 
WechseLatrotttechnik ,  weü  die  Wechselrtröme  sinusartigen  Ver- 
lauf haben. 

1.)  Beispiel  (AJ>b.  69).  An  ein  WechselafaroBinetai  sind  im 
gleichen  Punkte  zwei  Stromabnehmer  (Transformatoren)  ange- 
schlossen. —  Der  erste  Transformator  verbraucht  ij^^^^  =  40  Amp. 

bei  ^^  =  30^  Phasenverschiebung,  und  der  zweite  Transformator 
verbraucht  1*^^^^^^  =  50  Amp.  bei  y^  =  60^  Phasenverschiebung. 

Wie  groß  ist  der  zufließende  Strom  Jmax  und  welche  Phasen- 
verschiebung tp  hat  derselbe? 

Der  Zeiger  „max**  (von  Maximum)  bedeutet  immer,  daß  der 
Höchstwert  des  betreffefiden  Stromes  den  heigeschiiebenen 
Wert  hat. 

Da  der  Strom  slnosartig  verläuft,  so  wächst  er  (innerhalb 
sehr  kurzer  Zeit)  auf  seinen  Höchstwert  an^  nimmt  dann  ab, 
wechselt  seine  Richtung,  geht  also  entgegengesetzt  wie  zuerst 
durch  die  Leitung,  wächst  auf  sein  negatives  Maximum,  wird  wieder 
kleiner,  geht  durch  Null,  und  jetzt  wiederholt  sich  da»  Spiel. 

^imaz  ^  ^^  bedeutet  alsa,  daß  die  AmpHtade  einer  solchen 
Sinuswelle  =  40  Einheiten  beträgt. 

Lorang:  Die  Phasenverschiebungen  sind  zu  verslehen  in 
bezug  auf  die  Spannung  E. 

Wir  tragen  deshalb  im  Vektordiagramm  die  Spannung  in 
Richtung  der  x- Achse  auf;  der  Spannungsvektor  bildet  für  unsere 
Betrachtung  die  Ausgangslinie  oder  Nullinie. 

Trage  f^  und  ^2  ^^^^  links  herum  an  und  auf  den  End- 
schenkeln ii„„^  und  io„,,.     Setze  i-   ^^  und  i„„.^  nach   dem   Pa- 

imax  smax  imax  «max 

rallelogramm  der  Kräfte  zusammen,  dann  ergibt  sich  sowohl  Jmax 
als  auch  7,  die  man  einfach  aus  der  Abbildung  abmessen  kann.  Um 
sich  von  der  Richtigkeit  der  Lösung  zu  überzeugen,  trage  man 
die  SiHitsIfniei»  für  i^  und  i^  mit  den  entsprechenden  Phasenver- 
schiebangen  im  Liniendiagraaisi  auf  und  setze  die  Wellen  zu- 
sammen durch  Addition  der  Ordinaten..  —  Es  müssen  sich  dieselben 
Werte  für  Jmax  und  y  ergeben  wie  im  Vektordiagramm,  nämlich : 

Hauptstrom  Jmax  =  c>o  87  Amp. 
Phasenverschiebung  y  =  00  47  ^. 

Hafner,  Differential-  and  Integralrechnung.    2.  Aufl.  10 
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Mit  Hilfe  der  Rechnung  ergibt  sieb  fo]gendes:  Wir  zerlegen 
jeden  Strom  in  eine  horizontale,  mit  E  zusammenfallende  Kom- 
ponente (=  Wattkomponente),  und  in  eine  vertikale,  senkrecH 
zu  E  stehende  Koiöponente  (=  wattlose  Komponente).  —  Dann 
ist  die  Summe  der  Wattkomponenten  = 

^imax  •  <^Ö8  tp,  +  i,^^^  .  COS  f,  =  S  (i^^,  •  COS  ?)  =  A. 

Die  Summe  der  wattlosen  Komponenten  ist  = 

iimax  •  sin  fi  +  i,^^^  •  sin  ^2  =  S  (i^^^  •  sin  ?)  =  B;  also 

Jmax  =  l/A«  +  B«     und     tS9  =  ^ 

Für  unseren  besonderen  Fall  ergibt  sich: 

Jmax  =  K59,642  +  63,3«  =  ^7565  =  86,97  Amp. 

Jmax  (86,97)  ist  also  kleiner  als  die  algebraische  Summe 

(40  +  50  =  90)  von  i^^^^  und  i^^^^. 

y  liegt  zwischen  y^  und  ^g- 

2.  Beispiel  (Abb.  70).     Drei  Wechselströme,  nämlich 

iimax  =  40Amp.;  y,  ==  10« 

Wx=60       ,       ^,  =  300 

hm..=  ^^       «       ?a  =  60o 
werden  an  einem  Punkt  abgezweigt. 

Wie  groß  ist  der  zufließende  Strom  Jmax  und  dessen  Phasen- 
verschiebung <f? 

Lösung : 
A  =  S  (im»x  •  cos  <p)  =  40  •  0,9848  +  60  ■  0,866  +  80  •  0,5  =  132,35 
B  =  S  (i„ax  •  sin  (p)  =  40  •  0,1736  +  60  •  0,5  +  80  •  0,866  =  106,22 
Jmax  =  |/"ÄTTB^  =  ~  l'O  Amp.    (während    die    algebraische 

Summe  der  drei  Ströme  180  ergibt!!) 

B  106,22  ..--_ 

tg?  =  X  =  -I32;3r  =  ""  ^'^^^''  ""^'^^'^ 

y  =  38  H5'. 
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Man  prüfe  die  Richtigkeit  mit  Hilfe  des  Liniendiagramm» 
und  des  Vektordiagramms.  Auch  hier  ist  J  kleiner  als  die  al* 
gebraische  Summe  der  drei  Ströme. 

3.)  Seii,^,^  =  45Amp.;  y,  =  70« 

Jniax=100    ,       ?   =39058'.     (Nachprüfen!) 

4.)  Die  Leistung  eines  einphasigen  Wechselstroms  stellt  sich 
dar  durch  die  Gleichung: 

L  =  J  •  E  •  cos  y, 

wo  J  nnd  E  die  sog.  Effektiywerte  Ton  Strom  und  Spannung 
sind,  wie  sie  durch  die  Instrumente  angegeben  werden. 

Man  konstruiere  aus  den  Liniendiagrammen  der  behandelten 
drei  Beispiele  die  Leistungskuryen,  indem  man  einfach  an  be- 
liebig vielen  Stellen  den  Augenblickswert  von  J  mit  dem  zu- 
gehörigen Augenblickswert  von  E  multipliziere  und  die  Produkt- 
werte  als  Ordinaten  auftrage. 

Man  beachte: 

+  J(+E)  gibt  eine  ,+"  Ordinate, 

+  J  .  (1^  E)  I  *^'^*  ^'°^  .-"Ordinate, 
—  J  •  (—  E)  gibt  eine  »+"  Ordinate. 

Man  nehme  für  Emax  eine  beliebige  Voltzahl  an,  z.  B.  Ii56  Volt, 
und  suche  die  Arbeit  pro  Periode.  Hat  der  Wechselstrom 
oO  Perioden  pro  Sekunde,  so  erhält  man  die  Leistung  L,  indem 
man  den  pro  Periode  gefundenen  Arbeitsbetrag  mit  50  multi- 
pliziert. 

5.)  Aufgabe:  Man  stelle  noch  die  Kurve  dar,  deren  Gleichung 
lautet : 

y  =  c  •  e~*  •  sin  (x  +  9^  *  "ttt  (Abb.  71). 

Diese  Funktion  ist  für  die  Behandlung  verschiedener  Schwin- 
gungsaufgaben (hin  und  her  gehend,  gedämpfte  Schwingungen) 
sehr  wichtig. 

Es  bedeutet  x  die  Zeit,   c  irgendeinen  Faktor  und  -ttt-  den 

Verkürzungsmaßstab  für  die  Darstellung. 


148      ^^'  Kapitel:  Kritische  Er^^rterung  über  d#ti  Verlauf  ebfner  Linien 


^JT^X 


\: 


-7 
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Darstellung  der  Fanktiouen 

yi  =  e~^ ;  yg  =  sin (x  +  9>) 

und  der  daraus  entspringenden 

Produktkurve 

y  =  6 .  yi .  ya  •  -jö"  ~ 

=  5.  e— ^.8m(x+9?).  [—1  = 
=  e— ^.sin(x  +  9')  -  [y] 


§  17.    Frodnkikurve  aus  ExponentialliBie  und  Sinuftliiiie.         149 


Anleitung:  Stelle  im  gleichen  Achsenkreuz  sowohl  e~^  als 
auch  sin  (x  -\-  f)  dar;  multipliziere  ftn  beliebigen  Stellen  die  Ordi- 

naten  miteinander  und  da&  entspringende  Produkt  mit  c  tlild  -^77-. 

Die  entstehende  Kurve  muß  offenbar  mit  der  sin  (x  -{-  f  )- 
Kar?e  die  Nullpunkte  gemeinsam  haben  und  zwischen  höchsten 
positiven  und  negativen  Werten  —  nach  rechts  sehr  rasch  ab- 
nehmend —  schwanken. 

Das  Abmessen  der  Ordinaten  wird  ungenau;  deshalb  prüfe 
man  die  einzelnen  Werte  durch  Rechnung  nach. 

Es  sei  c  =  5 ;  tp  =  -r- ;  die  einzelnen  Zunahmen  von  x  ^eien 

o 

immer  -r^.     Dann  lautet  die  Gleichung: 

y  =  5  •  e-*  •  sin(x  +  -r-Y 


Es  wird  für: 


x  = 


5e-x- 


14  it 
12 
+  39,1 
195,5 


sm 


13  IC 

12  ft 

11  IC 

10  IC 

9ic 

12 

12 

12 

12 

12 

30,08 

23,13 

17,81 

13,70 

10,55 

160,4 

115,7 

89,1 

68,5 

52,8 

-  0,2588 

-0,5 

-  0,707 

-  0,866 

-  0,9659 

-38,8 

-57,9 

-63 

-59,3 

-51 

8« 
12 
8,119 
40,6 

-1 
-40,6 


x  = 


8in 


7it 
12 

61c 
12 

oft 
12 

47C 

12 

3ic 
12 

6,249 

4,810 

3,702 

2,849 

2,193 

81,25 

24,05 

18,51 

14,25 

10,97 

-  0,9659 

-  0,866 

0,707 

-0,5 

-  0,2588 

-  30,02 

-20,8 

-13 

-7,13 

-2,84 

2ic 

12 

1,687 

8,44 

0 
0 


in(x  +  |)=      .    . 
5e— X  .  sin  IX  +  -77-I  = 

Man   setze   die   Tabelle   noch   weiter  fort.     Die  Werte  der 
letzten  Reihe  sind  mit  -7-77-   Verkürzung  in  Abb.  71  eingetragen. 
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I  Dazu  -r^  =  y^  =  tga  =  —  sinx.  I 


II.)  y  =  cos  X,    I  Dazu 

Auch  hier  bedeutet  x  den  veränderlichen  Bogen  auf  der 
Peripherie  des  Einheitskreises. 

Der  „cos"  irgendeines  Bogens  x  wird  nach  Orofie  und  Vor- 
zeichen durch  diejenige  horizontale  Strecke  festgelegt,  welche 
man  von  der  y-Achse  aus  nach  dem  Endpunkt  des  Bogens  x 
ziehen  kann  (Abb.  61  u.  72). 

Abb.  72. 
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Darstellung  der  Cosinuslinie  y  =  cos  x  und  der  dazu  gehörigen  Diflferentialkurve 

yf  =  —  sin  X. 

Im  übrigen  ist  die  Konstruktion  genau  so  wie  bei  der  Sinuslinie. 
Die  Cosinuslinie  ist  eine  um  -^  verschobene  Sinuslinie,  und 
zwar  in  Voreilung:  datier 

cosx  =  sin  IX  +  -i^)- 

Auch  hier  gilt:  Solange  die  Cosinuslinie  fällt,  muß  die 
y  =  tg  a- Kurve  im  Negativen  verlaufen  (0  -^  tc)  ;  solange  sie 
steigt,  im  Positiven  (tt  —  2  tc)  usw. 

Konstruiert  man  mittels  Tangenten  die  y^  =  tg  a-Kurve ,  so 
erhält  man  die  negative  Sinuslinie  (Abb.  72). 


§  17.    cosx;  tgxj.cotgx. 
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III.)  y 


=  tgi.    [ 


Dazu 


dy 
dx 


.=  y'  =  tga  = j— .  j 


Auch  hier  ist  x  der  yeränderliche  Bogen  anf  dem  Umfang 
des  Einheitskreises.  Um  zu  einem  solchen  Bogen  den  Wert  für 
tgx  zu  bekommen,  7er&hrt  man  folgendermaßen:  Man  errichtet 
im  Endpunkt  des  horizontalen  Halbmessers  -{-  1  die  vertikale 
Tangente. 

Abb.  73. 


^a: 


Barstellung  der  Tangentenlinie  y  =  tg  x  und  der  dazu  gehörigen  Differential- 
kurve y'  = 5 — . 

'  C082  X 


Dann  verbindet  man  den  Endpunkt  P  des  Bogens  x  mit  dem 
Kreismittelpunkt ;  die  Verlängerung  dieser  Verbinduugslinie 
schneidet  auf  der  vertikalen  Tangente  eine  Strecke  B  C  ab,  welche 
nach  Oi'ofie  und  Vorzeichen  den  Wert  der  trigonometrischen 
Tangente  des  Bogens  x  angibt  (Abb.  61  u.  73). 
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Diese  Strecke  tgx  trägt  man  senkrecht  über  dem  m  die 
X-Achse  abgerollten  Punkt  P  auf. 

Für  nUe  anderen  Bögen  ebenso. 

Verbindet  man  die  gefundenen  Punkte ,  so  eiiimlt  man  die 
Tangentenlinie. 

Wächst  der  Bogen winkel  x  von  0  bis  -^,   so  wächst  tgx 

7C  3 

Yon  0  bis  -\-oo\  wächst  der  Winkel  von  -^  über  %  bis  -^ic,  so 

wächst  tg  X  von  —  c»  über  0  bis  +  oo  usw. 

Durchläuft  man  demnach  die  Tangentenlinie,  so  befindet  man 
sich  stets  in  Steigung;  deshalb  muß  das  Steigungsmafi  für  diese 
Kurve  stete  -|~  ^^^^*    Konstruiere  die  y^-Kurve  mittels  Tangenten. 

Die  Gleichung  für  die  y^- Kurve  lautet:  y^  = ^ —  =  1  +  tg^x, 

cos   X 

wie  später  gezeigt  wird. 


IV.)  y  =  cofgx.   [Da«u  -^  =  y^  =  tga  = :-^.j 

Konstruiere  im  Endpunkt  des  senkrechten  Halbmessers  -h  ^ 
die  Tangente  an  den  Einheitskreis;  sie  verläuft  wagrecht  und 
wird  die  Cotangente  genannt  (Abb.  61). 

Der  verlängerte  Radius  durch  P  schneidet  auf  der  Cotangente 
eine  Strecke   DE   ab,    welche  nach  Größe  und  Vorzeichen  den 
Wert  für  cotg  x  angibt.    Diese  Strecke  trägt  man  senkrecht  über 
dem  in  die  x-Achse  abgerollten  Punkt  P  ab  (Abb.  74).    Für  alle   i 
anderen  Punkte  ebenso. 

Durchläuft  man  die  Contangentenlinie ,  so  befindet  man  sieb 
stets  im  Gefälle;  deshalb  muß  das  Steigungsmafi  für  diese  Kurve 
stets  „ — "  sein. 

Man  konstruiere  die  y^  =  tga-Kurve  mittels  Tangenten;  ihr 
genauer  Verlauf  ist  festgelegt  durch  die  Gleichung: 

1 


,/  — 


y  -  ~  ^inr  =  -  (1  +  cotg^i). 


sm^x 


f  17.    cvkgx. 


15» 


Aufgaben : 

Man  zeichne  noch  die  Schaubilder  zu: 

1.)  y  =  sin  X  +  cos  x; 

2.)  y  =  sin*x  +  cos*x; 

3.)  y  =  cos(2x); 

4.)  y  =  «in  X  +  sin  (2  x) ; 

5.)  y  =  3  •  sin  X  —  -cos  (2  x); 

6.)  y  =  siÄ(n-x); 

7.)  y  =  sinx«  cosx; 

8.)  y  =  sin  X  •  tg  X  = 


sin^x 


cosx 


Abb.  74. 


Darstellung  der  Contangentenlinie  y  =  cotg  x  und  der  dazn  gehörigen  Differential- 
kurve y/  = z:r 

sin^x 
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§  18.   Zyklometrische  Funktionen. 
I.)  y  =  arcsin  x. 

.    [Dazu  gehört  ^  =  y^  =  tg  a  =  -j7|=r]  'Abb.  75). 

Setzt  man  in  einer  Funktion  mit  2  Veränderlichen  an  Stelle 
der  ersten  Veränderlichen  die  zweite  und  umgekehrt,  so  erhalt 
man  die  sog.  »inverse  Funktion*  der  vorliegenden.     Z.  B.  ist: 

y  =  2  X  invers  zu  x  =  2  y    oder    y  =  -^, 

Li 

y  =  x2        «        „    x  =  y«        ,       y  =  ±Kx, 

y  =  a'^        „         „    X  =  ay        ^       y  =  -r-^ —  usw. 

log  a 

In  derselben  Weise  kommt  man  zu  den  sog.  zyklometrischen 
Funktionen ,  indem  man  bei  den  trigonometrischen  x  und  y 
vertauscht.     Demnach  ergibt  sich  zu 

y  =  sin  X  die  inverse  Funktion  x  =  sin  y. 

X  =  siny  sagt  aber,  daß  in  der  x- Richtung  die  Sinuswerte 
und  in  der  y-Richtung  die  Bögen  aufzutragen  sind.  Führt  man 
dies  aus,  so  erhält  man  eine  Sinuslinie,  welche  nach  oben  und 
unten  verläuft  und  im  Achsenschnittpunkt  beginnt. 

Es  ist  nun  üblich,  statt  x  =  sin  y  die  identische,  nach  y  ent- 
wickelte Form: 

y  =  arcussinus  x  =  aresin  x  zu  schreiben, 
(„arcus"  heißt  der  Bogen), 

y  =  arcsin  x  ist  also  identiscli  mit  x  =  sin  y. 

Zur  Darstellung  der  Kurve  y  =  arcsin  x  wickelt  man  also 
den  Kreis  in  der  y-Richtung  ab  und  trägt  die  zu  den  einzelnen 
y-Bögen  gehörigen  Sinuswerte  in  der  x-Richtung  ab.  Die  so 
entstehende  Kurve  ist  das  Spiegelbild  der  gewöhnlichen  Sinns- 
linie  in  bezug  auf  die  Gerade  y  =  x.  Diese  geht  unter  45" 
durch  den  Nullpunkt  und  ist  ganz  allgemein  die  Symmetrie- 
achse zu  je  zwei  inversen  Funktionen.  (Man  überzeuge  sich  da- 
von durch  Aufzeichnen  verschiedener  Beispiele.) 
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155 


Für  y = arcdin  x  ergibt  sich  zu : 


y  =  0 
x  =  0 


IC 

+  0,5 


_2jt_ 
6 

+  0,866 


3ic 

6 

+  1 


5ä 

6 

+  0,5 

6tc 
6 
0 

7k 

6 

-0,5 

8ic 

6 

-  0,866 

4ff 

6 

+  0,866 


9ir 


—  1  usw. 


Die  x-Werte  können  nur  Ton 
5,  — l"bis  »+1^  wachsen.  Durch- 
läuft man  in  demselben  Sinne  wie 
bisher  die  Kurve,  so  hat  sie  von 

—  —  bis  +  IT  ^^^  Steigung;  für 

diesen  Teil  muß  also  das  Steigungs- 
maß stets  +  sein.  (Obere  y^- Kurve 
der  Abb.  75.) 

Nun  muß  man,  um  sich  im 
Sinn  der  -f-  wachsenden  x  zu 
bewegen,     die    Grundkurve     von 


ylt  bis  -2 


7c  durchlaufen;  dieser 


Teil  hat  nur  Gefälle;  dafür  muß 
also  das  Steigungsmaß  stets  „ — ^ 
sein.  (Untere  y^-Kurve  der  Abb.  75.) 

3  5. 

Voii  -^  TT  bis  -^  Ä  wieder  Stei- 
ik  ci 


gung,  von 
öefölle  usw. 


7      ^.     5 
2""  ^'^  y 


wieder 


y  =  aresin  x  ist  eine  viel- 
deutige Funktion,  d.  h.  zu  dem- 
selben X  gehören,  beliebig  viele 
Bögen,  wie  man  schon  aus  der 
Tabelle  erkennt;  z.  B.*gehören  zu; 


iX 


Darstellung  der  Arenssinus-  und  Arcus- 

cosinuslinie  mit  den  zugehörigen  Di£fe- 

rentialkurven. 
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y  =  arcsin  0  ...  die  Bög«n  0,,  ä,  2  x^  3  9c,  +  h  ä^ 
ZU  y  =  arcsin  +  0,5    ,        „       T'"6~'         "^T' 

Den  absolut  kleinsten  aller  Werte  nennt  man  den  Haupt- 
wert.  

IL)  y  =  arccos  x  .  .  . 

I  dazu  gehört  -p-  =  y^  =  tg  «  ss: ■    ■...v  ^  ■^-  j  (Abb.  75). 

y  =:  arccos  x  ist  identisch  mit  x  =  cos  y  und  invers  zu 
y  =  cos  X. 

Man  findet  also  ganz  analog,  wie  vorhin,  den  Verlauf  der 
Kurve :  nach  oben  und  unten  verlaufende  Cosinuslinie  bei  +  1  i^ 
der  X-Achse  beginnend  Und  symmetrisch  zu  y  =^  cos  x  mit  Bezug 
auf  die  Gerade  y  =  x. 

Das  Steigungsmaß  dieser  Kurve  ist  von  —  ic  bis  0  durch  die 
obere  y'-Kurve  (Abb.  75)  und  von  ic  bis  0  durch  die  untere 
y'-Kurve  angegeben.  Auch  hier  kann  x  nur  zwischen  ^ —  1"  und 
,+  l**  Hegen.  •  „_„_____ 

■  M«^^  I    IUI  -^-    -■-     -      —  

III.)  y  =  arctg  x  . . .  (Abb.  76) 

I  dazu  gehört  -r^  =  y'  =  tg  «  ^  ■■■■'  — j- 1. 

y  =  arctg  X  ist  identisch  mit  x  =  tgy;  die  Darstellung  ist 
analog  wie  bisher.  Die  Kurve  hat  nnr  Steigung;  deshalb  muß 
das  Steigungsmaß  stets  ^-{-'^  sein;  es  wird  angegeben  durch  die 
obere  y^-Kurve  der  Abb.  76. 


IV.)  y  =  arccotg  x  (Abb.  76) 

dazu  gehört  -j^  =  y^  r=  tg  a  =  -    ^  ^  ^,  J. 

y  =  arccotg  x  ist  identisch  mit  x  =  cotg  y;  die  Kurve  hat 
narOefälle;  deshalb  muß  das  Steigungsmafi  stets  «^''  sein;  e% 
wird  angegeben  durch  die  untere  y^-Kurve  der  Abb.  76. 


§  19>    AttfUteung  tra»K€«d«star  Glwckuagw- 
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Darstellung  der  Arcnstangens-  nnd  Arcuscotangenslinie  mit  den  zugehörigen 

Di^rentialknrven. 


§  19.  Attfldsung  transzendenter  Gleichungeiu 

Traaiszsiid^e  Funktion^  siztd  solche,  bei  denen  x  als  Ex- 
ponent einer  Potenz  oder  Wurzel,  oder  als  ArgftBtent  (Bogen) 
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einer  trigonometrischen  oder  zyklometrisehen  oder  logarith- 

■ 

mischen  Funktion  vorkommt. 

Die  Auflösung  solcher  Gleichungen  geschieht  am  besten  auf 
graphischem  Weg.  ^ 

1.)  Beispiel.    Es  sei  sinx  +  C08X  =  0  oder  sinx  =  — cosx. 

Die  Gleichung  ist  offenbar  für  alle  Bogen  x  richtig,  für 
welche  der  sinus  gleich ,  aber  entgegengesetzt  dem  cosinus  ist; 
dies  trifft  z.  B.  zu  für: 

Xg  =  I  —  IC  +  Ä  j ;  allgemein  x  =  -7-  «  +  n  •  ä  (s.  Abb.  77). 


Abb.  77. 


'♦r 


Gemeinschaftliche  Auflösungen  für  yi  =  sinx  und  y2  =  —  cosx. 

2.)  Weg:  Wir  setzen  sinx  =  yi  und  ~cosx  =  y2;  wir  stellen 
beide  Gleichungen  in  demselben  Achsenkreuz  graphisch  dar.  Alle 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  ergeben  richtige  Lösungen  (Abb.  77). 

3.)  Weg :  Wir  setzen  sin  x  =  u  und  cos  x  =  v. 

Da  sin  x  +  cos  x  :=  0,  so  muß  auch : 

L)  u  +  Y  =  0  und  durch  Quadrieren  der  Gleichungen  für  u 
und  v: 

II.)  sin^x  -\-  cos^x  =  u^  +  v^  =  1. 

Es  ist  aber  u  +  v  =  0   die  Gleichung  einer  Geraden  durch   ; 
den  Nullpunkt  unter  135®  in  bezug  auf  die  u-  und  v- Achse  und 
^2  _|_  y2  _-  1  jjß  Gleichung  eines  Kreises  mit  Radius  1  und  dem 
Pol  als  Mittelpunkt  (Abb.  78). 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  des  Kreises  geben  die 
gesuchten  Lösungen  an,  zu  denen  ganze  Vielfache  von  x  addiert 
werden  können. 


§18.     Auflösung  transzendenter  Gleichungen. 
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Analog  sind  folgende  Gleichungen  zu  lösen: 
2.)     2  •  sin  X  +  3  •  cos  x  ==  1,6 ;  also 
2  sin  X  =  —  3  •  cos  x  -\-  1,6. 

Zeichne  ji  =  2  •  sin  x 

jg  =  —  3  •  cos  X  +  1,6 
0  sich  beide  Kurven  schneiden,  sind  die  Werte  für  x. 
Oder :  sin  x  =  u ;  cos  x  =  v. 

I.)  2u  +  3v  =  1,6  .  .  .  Gerade 


II.) 


U2  +  V2==l 


Kreis 


ihnittpunkte  beider  ergeben  die  Bögen. 


U^fV^'l 


u 


Gemeinschaftliche  Anflösungen  für  u  +  v  =  0  und  u^  +  v2  =  l. 

3.)  sin X  —  tgx  =  0  oder 
sin  X  =  tg  X, 

V 

^^  ~~  \  Schnittpunkte ! 

72  =  tgx    I 

4.)  3  -sin X  —  tgx  =  0  ...  y^  =  3  •  sinx;  72  =  ^8^- 

5.)  sin  (2x)  +  0,5  =  0  ...  y^  =  sin(2x);  j^=—  0,5. 

6.)  2  •  cosx —-K.  =  0  ...  y^  =  2  •  cosx;  j^  ==  -^"X. 

7.)  In X  -f  X  =  0  ...  y^  =  In  x;  y2  =  —  x. 

8.)  In  X  —  sin  X  =  0  ...  y^  =  In  x;  y^  =  sin  x. 

9.)  sin  X  •  tg  X  =  2  oder 

sin^x  =  2  •  cosx  .  .  .  y^  =  sin^x;  yg  =  2  •  cosx. 
10.)  e^  +  In  X  =  0  .  .  .  yi  =  e^  ;  yg  =  —  In  X. 
11.)  sinx  —  X  —  1  =  0  ...  y^  =  sinx;  yg  =  x  +  L 
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§  20w  Attfgid>en. 

Lose  folgende  GleicbsngeB  graphisch;  mit  Hilfe  der  Loga- 

Tithmentafel  ist  die  Probe  zu  maehea. 

3 
1.)  y  =  —  7c  ==  aresin  X.     Wie  groß  ist  x? 

3 

Die  gegebene  Gleichung  sagt,  Äaß  -q-  «  derjenige  Bogen  ist, 

<lessen  sinus  wir  gleich  x  setzen  sollen.     Wir   messen  also  bei 

o 

der  Arcussinttslittie  die  zur   Ordinate  -^tc   gehäarige  Abszisse  x 

ab.     Wir  finden  x  ^=  co  0,9  .  .  . 

3 
Die  gegebene  Gleichung  "ö-  ^  =  aresin  x  ist  aber  auch  identisch 

mit  X  =  sin  (-|-  n\  =  sin  67^  80^     Mit  Hilfe   der  Logarithmen- 
tafel finden  wir  daher  den  genaueren  Wert  zu: 

X  =  sin  67ö3(y  =  0,9239.  .  . 

Ebenso 

2 


2.)  y  = ^  ^  =  arcsm  x 

2 

3.)  y  = Q-  ^  =  arccos  x 

o 

4.)  y  =  TT  =;=  aresinx    . 

5.)  y  =— =  arctgx    . 

6.)  y=-|-  =  arctgx    . 

7.)  y=4'  =  arctgx  . 

8.)  y  =  0  =  arcGotg  x  . 

9.)  y  =  — -|- =  arccotg  X 

10.)  y  =  —  —  IC  =  arccotgx 

11.)  aresin  x  —  6  =  0    .     . 

12.)  arccos  X  +  4,5  =  0 

13.)  arctgx  +  7  =  0     .     . 

14.)  arccotg  x  —  23  =  0     . 


[x  =  —  0,866  .  .  .] 

[x  =  -  0,5] 
[x  =  01 
[x  ==  +  0,5] 

[X-  +  1] 

[x  =  +  oo] 
[X  =  ±  oc] 
[x  =  -  1] 

[x  =  +  1] 

[x  =  ?] 
[x  =  ?] 
[x  =  ?] 
[x  =  ?] 
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Satz  '  ^ 


:  arcsln  x  +  arecos  x  =  -^^  d.  h.  der  Bogen,  dessen 
Sinns  gleich  x  ist  plus  demjenigen  Bogen,  dessen  eosinus 
denselben  Wert  x  hat,  ist  =  -^  (oder  90®). 


Analog  gilt: 


arctg  X  -j-  arecotg  x  =  -^ 

4V 


Also  auch: 


7C 

arcsm  x  =  "ö arecos  x 

arctg  X  =  -jr arecotg  x. 

6d 


§  21.   Das  SteigungsmaB  einer  Kurve  bei  recht« 

winlcligen  Koordinaten. 

1.)  Bei  allen  bis  jetzt  dargestellten  Kurven  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  haben  wir  uns  stets  mit  dem  Begriff  der  Steigung 
l)zw.  des  Gefälles  vertraut  gemacht  und  erkannt,  daß  beim 
Durchlaufen  einer  geraden,  gebrochenen  oder  krummen  Linie 
(immer  mit  zunehmendem  x  gedacht)  dann  eine  Steigung  vor- 
lag, wenn  y  zunahm  (tg  a  =  -f ),  ein  Gefälle,  wenn  y  abnahm 
(tg  a  =  — )  und  ein  wagrechter  Terlauf ,  wenn  y  sich  nicht 
änderte  (tg  a  =  0). 

Femer  haben  wir  erkannt: 

I.)  Bei  einer  geraden  Linie  hat  das  Mafi  der  Steigung  oder 
des  Gefälles  überall  denselben  Wert  (tga  =  konst.). 

11.)  Bei  einer  gebrochenen  Linie  erfährt  das  Maß  der 
Steigung  oder  des  Gefälles  stets  dann  eine  Änderung,  wenn 
^r  beim  Durchlaufen  der  gebrochenen  Linie  die  Bewegungs- 
riehtnng  ändern,  was  für  alle  Ecken  zutrifft.  —  Die  Änderung 
ist  dabei  um  so  größer,  je  mehr  wir  von  der  vorhergehenden 
Bewegungsrichtung  abweichen.  ■• —  Außerdem  ist  die  Änderung 
ier  Bewegungsrichtung  an   den  Ecken   eine  plötzliche,  weshalb 

H&fner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  XX 
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auch  das  Mafi  der  Steigung  oder  des  Gefälles  an  den  Ecken  sich 
plötzlich  ändert. 

III.)  Bei  einer  Kurye,  die  wir  als  gebrochene  Linie  mit  oo 
vielen,  oo  kleinen  Seiten  betrachten  können,  muß  sich  also  die 
Bewegnngsrichtnng  yon  Fankt  zu  Punkt  ändern^  und  zwar 
jetzt  nicht  mehr  plötzlich,  sondern  stetig.  —  Daraus  folgt, 
daß  sich  auch  das  Mafi  der  Steigung  oder  des  Gefälles  TOn 
Punkt  zu  Pnnkt  ändern  muß,  und  zwar  stetig. 

Die  Bewegungsrichtung  in  irgendeinem  Punkt  der  Kurve 
ist  aber  festgelegt  durch  die  Richtung  der  Tangente  in  dem 
betreffenden  Punkt.  Diese  Tangentenrichtung  aber  ist  eindeutig 
bestimmt  durch  den  <^  a ,  welchen  die  Kurventangente  mit  der 
-f-  Richtung  der  x- Achse  bildet. 

Endlich  ist  das  Mafi  der  Steigung  in  dem  betreffenden  Punkte 
eindeutig  festgelegt  durch  den  Wert  für  tga. 

Wir  definieren  demnach  allgemein  als  das  Steigungsmafi 
einer  Kurve  in  irgendeinem  Punkte  den  Wert  der  trigono- 
metrisehen  Tangente  desjenigen  <^  a,  welchen  die  in  dem 
Punkte  gezogene  Kurventangente  mit  der  -f  Richtung  der  i 
X-Achse  |i)ildet. 

Diesen  Wert  für  tg  a  bezeichnet  man  als  den  ^Differential*  ^ 
quotienten"  für  die  betreffende  Stelle  und  drückt  dies  für  ik  \ 
Veränderlichen  x  und  y  in  der  •  Schreibweise  aus  durch  die  \ 
Gleichung:  


dx 


dy 
Wir  werden  sehen,  daß  sich  bei  allen  Funktionen  für  y^=  -7^ 

dx    • 

eine  Formel  ableiten  läßt,  aus  der  ersichtlich  ist,  daß  y^  im  all-   j 

gemeinen  eine  Funktion  von  x  ist,  d.  h,  der  Wert  für  y^  ändert  ( 

sich  mit  x. 


Der  Differentialquotient  (D.Q.)  ist  demnach  nichts 
anderes  als  der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Steigungs- 
mafi einer  Kurve  oder  der  allgemeine  Ausdruck  fOr  tga 
einer  Kurve. 
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Auf  Grund  dieser  bereits  früher  gemachten  Erkenntnis  waren 
wir  in  der  Lage,  lediglich  aus  dem  Terlauf  einer  Funktions- 
kurve das  Wesen  des  Verlaufs  der  zugehörigen  y^-Kur?e  (oder 
tg  a  =  Kurve  oder  Differentialkurve)  anzugeben. 

Wir  bedienten  uns  dabei  lediglich  folgender  Begriffe: 

Zunehmende  Steigung ^^^^  y^  ==  tg  a  positir   zunehmend, 

Abnehmende  Steigung  ^ — '  ^  y^  =  tg  a  positiv  abnehmend, 
Zunehmendes  Gefälle  "\.     y^  =  tg  a  negativ  zunehmend, 

Abnehmendes  Gefälle  - — ^    y^  =  tg  a  negativ  abnehmend. 

Wir  wollen  nun  sehen,  wie  man  zu  einer  j^egebenen  Funk- 
tionsgleichung eine  Formel  für  die  dazugehörige  Differential- 
knrve  herleiten  kann,  mit  deren  Hilfe  dann  eine  genaue  Dar- 
stellung der  y^-Kurve  möglich  ist. 

§  22.   Übergang  von  sehr  kleinen  Größen  zu  od  kleinen 
Größen  und  Festlegung  des  Verhältnisses  beider. 

dy 
In  der  Gleichung  für  y^  =  --r-=^  =  tg  a   sind  d  y  und  d  x  die 

gedachten,  oo  kleinen  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks.  — 
Um  in  anschaulicher  Weise  einen  Begriff  von  dem  Größenver- 
hältnis beider  zueinander  zu  bekommen,  gehen  wir  von  noch 
meßbaren,  aber  bereits  sehr  kleinen  Größen  A  y  und  A  x  aus  und 
lassen  dieselben  allmählich  bis  unter  jedes  denkbare  Maß  herunter 
abnehmen.  Wir  werden  dabei  die  Beobachtung  machen,  daß  die 
Genauigkeit  unserer  Rechnung  um  so  größer  wird,  je  mehr 
wir  die  Werte  Ay  und  Ax  abnehmen  lassen;  ja,  daß  die  Ge- 
nauigkeit nur  dann  eine  absolute  ist,  wenn  diese  Werte  zu  oo 
kleinen  Gröfien  dy  und  dx  geworden  sind. 

Um  dies  begreiflich  zu  machen,  behandeln  wir  gleich  ein 
besonderes  Beispiel:  Es  sei  die  Grundkurve  gegeben  durch  die 
Gleichung : 

I  y  =  0,1  •  x»  -  0,3-  x2  -  2,4  •  x  +  3,6  | 

Zur  Darstellung  der  Kurve  für  diese  Grundfunktion  legen 
wir  uns  folgende  Tabelle  an: 

x  =  -o      -t4    -3     -2     --1        0     +1     +&     +3.  +4    +5    +6    +7 
y  =  -4,4   +2  +  5,4  +6,4  +5,6  +3,6  +1  -1,6,-3,^-4,4-3.4    0    +6,4 
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Das  Schaubild  ist  in  Abb.  79  dargestellt  und  gekennzeichiu 
durch  die  Buchstaben  NMQCJDB.  —  (Parabel  dritten  Grad« 


BanteUnng  dei  knbischea  Parabel  y  =  0,1 .  i>  —  ofix*  —  t,4l  +  9,< 

I  ibnr  «nten  and  iweilen  DiffenntUlkarve  y'  =  a,>i'  — a,ti  — 1,4;  j"  =  ll,ti'*l 

DI«  STnuBCtrieachae  eincT  kabisohcn  Parabel  geht  dnrcb  deren  W«iidepiiitt 


Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  genaue  Steigungsmaß  dif 
Earre  im  Punkte  M  xu  bestimmen. 
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Wir  sind  uns  darüber  klar,  daß  jedem  x-Wert  ein  und 
nur  ein  einziger,  ganz  bestimmter  y-Wert  zukommt;  daß 
also  der  analytische  Ausdruck  den  genauen  Zusammenhang  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y  angibt  und  das  Schaubild  nur 
eine  für  unsere  Sinne  deutlichere  Form  des  mathematischen  Ge- 
setzes istw 

Aus  der  Zahlentabelle  ersehen  wir  folgendes: 
I.)  Zu  Punkt  M  (x  =  —  4)  gehört  y  =  +  2  und 
.      Q  (x  =  -  3)        ,      y  =  +  5,4. 
Während  also  x  nur  um  -f  1  gewachsen  ist  (von  —  4  auf  —  3), 
ist  y  um   +  3,4  gewachsen   (von  +  2  auf  +  5,4).     Bezeichnen 
wir  diese  Zunahmen   mit  A  x   und  A  y ,    so  ist  A  x  =  -|-  1   und 
A  y  =  -f  3,4,  also  das  Yerhältnis  beider : 

+  3,4  ist  offenbar  das  Steigungsmaß  der  durch  die  Punkte  M 
und  Q  bestimmten  Sehne  und  gibt  schon  einigermaßen  genau  das 
Steigungsmaß  der  Funktionskurve  im  Punkte  M,  also  der  Tan- 
gente in  M  an. 

IL)  Viel  genauer  nähern  wir  uns  jedoch  dem  Steigungsmaß 
in  M,  wenn  wir  x  nur  um  0,1  wachsen  lassen  (von  —  4  auf 
—  3,9)  und  dafür  den  Zuwachs  von  y  bestimmen. 

Aus  der  Gleichung  der  Grundfunktion  ergibt  sich 


zu  {  ,   ^  und  zu 

y  =  +  2 


^y=+2;Li  (°-^»»p^ttf««o 


Während  also  x  um   0,1    zunimmt,   wächst  y  um   0,4651; 
folglich  wird  jetzt  das  Verhältnis  dieser  Zunahmen: 

A^  ^    M|L  =  +  4,651  =  tg  770  52,  =  tga,. 

III.)  Wir  erhöhen  den  Grad   der  Genauigkeit  noch  weiter, 

indem  wir  x  nur  um  =  0,01  wachsen  lassen  (von  —  4  auf 

-3,99);   dann   wächst  y  von  +2  auf  +2,0478501,  also  um 
0,0478501;  dafür  wird  dann: 

^  ^  0,04J8501   ^  ^^^^^  ^  ^g  ^g,  jj,  ^3„  ^  ^g  ^^ 
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IV.)  Jetzt  wollen  wir  x  nur  um     ^  -   =  0,001  wachsen  lassen 

(von  —  4  auf  —  3,999) ;  dann  wächst  y  von  +  2  auf  +  2,0047985001, 
also  um  0,0047985001 ;  folglich  ist  dafür  das  Verhältnis  der  Zu- 
nahmen : 

4|-  =   ^-^^gf^^^    =  +  4,7985001  =  c  tg  780  13.  39- 

=  tga,. 
Vergleichen  wir  die  vier  Ergebnisse,  so  war: 
Für    L)  das  Steigungsmaß  der  Sehne  =  +  3,4  .  .  . 

also  a,  =  73037^ 

V       11.)       „  „  r  a  =+4,651... 

a2  =  770  52^ 
.   III.)     .  „  „         ,       =  +  4,78501  .  .  . 

a3  =  78o  11M3^^ 
.   IV.)     „  r,  .        .       =  +  4,7985001  .  .  . 

a^  =  780  13^  39^: 
V.)  Absolut  genau  erhalten  wir  das  Steigungsmaß  für 
Punkt  M  erst  dann,  wenn  wir  zur  Grenze  übergehen  und  x  nur 
um  00  wenig,  um  dx  wachsen  lassen;  dann  nimmt  y  auch  nur 
um  00  wenig,  um  dy  zu,  und  das  Verhältnis  beider  wird  dann, 
wie  wir  im  folgenden  Paragraphen  sehen  werden,  für  M: 

-i^L  =::  ^  4^8  =  tg  a  =  tg  780  13/  51// 

Vergleichen  wir  dieses  Steigungsmaß  (4,8)  mit  dem  unter  IV. 
gefundenen   (4,7985  ...),    so    sehen    wir,    daß   der  Unterschied 

.15 
weniger    als  beträgt ;     die    betreffenden    Winkel    unter- 

scheiden sich  nur  noch  um  12'^ 

Wir  hätten  den  Unterschied  auf  jedes  gewünschte  Maß 
herabmindern  können,  wenn  wir  den  Zuwachs  von  x  immer  noch 
kleiner  und  kleiner  genommen  hätten. 

Die  Sehne  MQ  hat  sich  bei  den  behandelten  Änderungen 
immer  mehr  und  mehr  der  Tangente  in  M  genähert,  ohne  jedoch 
noch  vollständig  mit  ihr  zusammenzufallen. 

Aufgabe:  Wiederhole  dieselbe  Ableitung  für  die  Sehne 
durch  QC   und   bestimme   bis   auf  3  Dezimalen  genau   das  Stei- 
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gungsmafi  der  Grundkurve  im  Punkt  Q*  (Genauer  Wert  +  2,1 
=  tg  64«  32^.) 

Aufgabe:  Behandle  in  derselben  Weise  mindestens  je  ein 
Beispiel  der  bis  jetzt  besprochenen  technisch  wichtigen  Kurven. 

Man  scheue  sich  nicht,  der  Lösung  dieser  Aufgaben  minde^ 
stens  eine  Stägige  aufmerksame  und  stetige  Arbeit  zu  widmen. 
Der  Erfolg  ist  überraschend  und  dauernd! 

§  23.  Allgemeine  Definition  des  Differentialquotienten. 

In  Abb.  80  ist  eine  Kurve  gezeichnet,  deren  Gleichung  ge- 
geben sein  möge  durch  den  Ausdruck: 

y  =  x^+aix'^-i+  a2X^-2_^a.,x»-3_j_.  ,  .  =  f  (x). 

Aufgabe:  Wir  sollen  für  einen  beliebigen  Punkt  A  den 
genauen  Wert  des  Steigungsmafies  bestimmen. 

Lösung:  Wir  nehmen  noch  einen  zweiten,  ganz  beliebigen 
Punkt  B  auf  der  Funktionskurve  an  und  ziehen  durch  A  und  B 
die  Sehne.  —  Wir  wissen,  daß  zu  A.  ein  ganz  bestimmtes  Werte- 
paar xy  gehört  und  ebenso  zu  B;  der  Zusammenhang  ist  durch 
das  Gesetz  für  y  gegeben. 

A  habe  die  Koordinaten  x  und  y; 

Die  Differenz  der  Ordinaten  y^  —  y  setzen  wir  =  A  y  und  die 
Differenz  der  entsprechenden  Abszissen  x^  —  x  setzen  wir  =  Ax. 

Das  Verhältnis  dieser  beiden  Differenzen  ist  ein  Differenzen- 
quotient, nämlich: 

^'~^  =  4^  =  tg a^  für  die  Sehne. 
Xj  —  x         Ax         ^ 

Drehen  wir  nun  die  Sehne  langsam  um  den  Punkt  A  (xy) 
in  der  durch  die  Pfeile  angedeuteten  Weise,  also  links  herum, 
so  rückt  der  zweite  Sehnenschnittpunkt  B  (x^y,)  auf  der  Kurve 
immer  näher  und  näher  an  xy  heran;  die  zusammengehörigen 
Änderungen  Ay  und  Ax  werden  immer  kleiner  und  kleiner ^  die 
Steigung  der  Sehne  nähert  sich  mehr  und  mehr  derjenigen  der 
Tangente,  und  in  dem  Momente,  wo  x^y^  mit  xy  zusammen- 
fallt, geht  die  Sehne  ttber  in  die  Tangente ,  also  auch  das 
Steigungsmaß  der  Sehne  in  dasjenige  der  Tangente. 
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Gleichzeitig    sind    dann    auch   die   Änderungen  Ay  und  Ax 
zu  cx>  kleinen  Größen  dy  und  dx  geworden,   und  das  Verhältnis 

dy 
dieser  beiden,  nämlich  -7^,  gibt  den  genauen  Wert  des  Steigungs- 

mafies  im  Berührungspunkt  A  nach  Oröfie  und  Torzeichen  an. 

Abb.  80. 


Zur  Definition  des  Diifereutialqnotienten. 


Da  aber  dy  und  dx  bis  unter  jedes  denkbare  Maß  abge- 
nommen haben,  also  für  unseren  Begriff  zu  Null  geworden  sind, 
80  nimmt  für  den  Grenzfall^  wo  die  Sehne  in  die  Tangente  über- 
geht, das  Verhältnis  -7^  die  unbestimmte  Form  -77-  an. 

dx  ü 

Diesem  Verhältnis  —  kommt  jedoch   ein   ganz   bestimmter 
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ert  zu,  Dämlich  der  Wert  der  trigonometrischen  Tangente  des- 

ligen  Winkels,  welchen  die  betreffende  Eurventangente  mit  der 
Richtung  der  x- Achse  bildet. 
Wir  schreiben  also: 

L  Ax  J  wird  für  /x  =  0    '  dx 

er  in  etwas  anderer  Schreibweise  (s.  Abb.  80): 


iZ. -i; 


Um    \-^ ^1  =  lim     \4^^  =  tg  a 


dx 

yi  =  y  Jy  =  o 


Den  Ausdruck  in  der  Klammer  kann  man  in  folgende  Worte 
eiden : 


^Der  DlfiFerentialquotient  einer  Funktion  ist  der  Grenz^ 
^ert  eines  Quotienten.  —  Diesen  Grenzwert  erhält  man, 
ifenn  man  zwei  oo  nahe  gelegene  Funktionswerte  y^  und  y 
voneinander  subtrahiert  und  die  sich  ergebende  Differenz 
y^  —  y)  durch  die  Differenz  (x^  —  x)  der  beiden  unab- 
längigen  Yeränderlichen  dividiert,  welche  zu  den  bezüg- 
iehen  Funktion s werten  des  Zählers  gehören.^ 

dy 
Um  also  den  allgemeinen  Ausdruck  für  -j^  einer  vorge- 

dx 

jten  Funktion  zu  erhalten,  verfahren  wir  folgendermaßen: 

9  Wir  verschaffen  uns  zunächst  einen  geeigneten  Ausdruck  für 

y 

—  und  lassen  erst  dann  Ay  und  Ax  zu  Null  werden.* 

Wir  vollführen   dadurch   also  gewissermaßen   den  Übergang 
n  der  Sehne  zur  Tangente  —  statt  wie  bisher  zeichnerisch  — 
jetzt  auf  rechnerische  Weise! 

§  24.   Anwendung  auf  ein  bestimmtes  Beispiel. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Definition  soll 
n  sofort  der  Differentialquotient  der  auf  S.  163  (Abb.  79)  be- 
ndelten,  ganzen,  rationalen  Funktion  abgeleitet  werden. 
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Wir  hatten: 

y  =  0,1  •  X»  -  0,3  •  X«  -  2,4  .  X  +  3,0. 

Lösung:  Läßt  man  in  dieser  Funktion  x  um  Ax  zunehmen, 
so  ändert  sich  auch  y  um  Ay  (siehe  behandelte  Beispiele  I— IV 
S.  165  u.  166).  Setzen  wir  also  in  die  gegebene  Gleichung  an 
Stelle  von  x  den  Wert  (x  +  ^  x)  und  an  Stelle  von  y  den  Wert 
(y  +  Ay)  ein,  so  ergibt  sich: 
(y-f-Ay)  =  0,l.(x  +  Ax)3-0,3.(x  +  Ax)2-2,4.(x  +  Ax)  +  3,6. 

Aufgelöst: 

y  +  Ay  =  0,1.  (x3  +  3x2.  Ax  +  3x .  Ax«  +  Ax»)  -  0,3 -(xH 

+  2  X  .  A  X  +  A  x  2)  -  2 ,4  .  (x  +  A  x)  +  Ce 
oder  durch  entsprechendes  Zusammenziehen: 
y  +  Ay  =  0,1x3  -  0,3- x2  -  2,4x  +  3,6  +  0,l.(3x2.Ax  + 
+  3x  •  Ax«  +  Ax»)  -  0,3  .  (2x  •  Ax  +  Ax«)  -  2,4  •  (Ax). 
Da  0,1  .  x»  -  0,3  •  X«  -  2,4  .  X  +  3,6  =  y  ist,  so  bleibt  noch 
Ay  =  0,l-(3x«-Ax  +  3x-Ax«  + Ax»)~0,3.(2x•Ax  +  Ax»)- 
-2,4.(Ax) 
rechts  Ax  vor  die  Klammer  gesetzt: 
Ay  =  Ax •  [0,3.x«  +  0,3x.Ax  + 0,1- Ax«-- 0,6.x- 0,3- Ax- 2,4] 

oder  durch  beiderseitige  Division  mit  Ax: 
^^   =  0,3  •  x«  +  0,3x  .  Ax  +  0,1 .  Ax«  -  0,6x  -  0,3  •  Ax  -  2,4. 


Ax 

Läßt   man  jetzt  Ax  unaufhörlich  abnehmen  bis  zur  Grenze 
Null,  so  wird: 

lim  f-^l  =4^  =  0,3  .x«  +  0,3x.  0  +  0,1  .0«-0,6x'- 
iix  =  oL^xJ        dx  -^     ^x       -^^      ^ 

-  0,3  .  0  -  2,4. 

Da   die  Glieder   mit  dem  Faktor  0  verschwinden,   so  ergib* 
sich  also  zu  der  Grundfunktion: 


b 

-0,lx 

3 

0,3x2 

-2,4x 

+  3,6 

1  der  ! 

f 

dx 

0,3 

•X*- 

0,6x- 

-2,4  = 

=  tga 

§•25.  Beziehungen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  DifFerentialkurve.     l^l 


Wir  sehen,  daß  der  Differentialquotient  selbst  wieder  eine 
Funktion  TOn  x  ist.  —  Um  seine  Bedeutung  zu  erkennen, 
stellen  wir  in  demselben  Achsenkreuz  zur  Orandfunktion  auch 
das  Schanbild  für  j'j  also  für  den  1.  Differentialqnotienten, 
zeichnerisch  dar.     Dazu  folgende  Tabelle: 


y'  =  +  8,1 


-4 

-3 

-2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

+  3 

+  4 

+  5 

+  6 

+  4,8 

+  2,1 

±0 

-1,5 

-2,4 

-2,7 

-2,4 

-1,5 

0 

+  2,1  +  4,8 

+  7 
+  8,1 


Wir  erhalten  für  y^  eine  gewöhnliche  Parabel,  deren  Sym- 
metrieachse durch  X  =  -|-  1  geht ;  für  y  ergab  sich  eine  kubische 
Parabel. 

NB.     Lege  die  Kurve  für  y^  mit  Rotstift  an! 


Suche  auf  gleichem  Wege 


dy 
dx 


,/  _ 


=  y'  =  tg  a  für : 


1.)  y  =  5x*  — 3x«+12x*  — 7x— 21 ...  (y'=20x8— 9x«  +  24x-7) 

V  x^^  x^         xV' 


A^  1        6    ,    10 


30 


§  25.    Beziehungen  zwischen  y  und  y\ 

Unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  darin,  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  der  y-Kurve  (Grundkurve)  und  der  zuge- 
hörigen y^-Kurve  (Differentialkurve)  festzulegen.  —  Dazu  be- 
nützen wir  Abb.  79. 

Wir  erkennen:  Die  Ordinalen  der  y^-Kurve  geben  sofort 
an  jeder  Stelle  nach  Größe  und  Vorzeichen  das  Mafi  für  die 
Steigung  oder  für  das  Oefälle  der  y-Karve  an. 

Solange  y^  positiv,  muß  die  Grundkurve  Steigung  auf- 
weisen, und  solange  y^  negativ,  muß  die  y-Kurve  Gefälle  haben ; 
wo  y^  =  0,  muß  die  Grundkurve  horizontal  sein. 

Hierzu  einige  Beispiele: 

I.)  Bei  Punkt  G  (x  =  -  3)  ist  y^  =  G  H  =  +  2,1 ;  also  muß 
im  entsprechenden  Punkt  Q  der  y-Kurve  das  Steigungsmaß 
tg  a  =  +  2,1  sein.    Konstruiert  man  demnach  in  Q  eine  Steigung 
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von  +2,1,  so  muß  die  Linie  Tangente  an  die  y-Kurve  werden. 
Dasselbe  gilt  für  Punkt  P;  auch  dort  ist  y^  =  EF  =  +  2,1. 

Die  Tangenten  in  P  und  Q   müssen   demnach   parallel  sein. 

IL)  Von  A  (x  =  —  2)  bis  B  (x  =  4"  4)  sind  die  y'-Ordinaten 
negativ.   Demnach  muß  die  Grundkurve  innerhalb  dieses  Zwischen- 

Abb.  81. 
a)  Wendepunkt  im  Gefälle        hj  Wendepunkt  in  der  Steigung 


größtesGdaUe 
jir    inW y 


GäallBlnW'Oo 


JäwisieSlagung 
mW 


6.. 


Stagungiit 
W-O 


TdjonstesGdallf 
W       iRJT 


Gdmernmo 


Slägmffüiff^oo 


über  das  Steiguugsmaß  in  Wendepunkten. 


raums  Gefälle  haben.  Bei  x  =  —  1  ist  y^  =  —  1,5  =  tga.  Kon- 
struiert man  im  entsprechenden  Punkt  W  der  y-Kurve  eine 
Steigung  von  —  1,5,  so  muß  die  Linie  Tangente  an  die  Grund- 
kurve  werden. 

III.)  Bei  A  und  B  ist  y^  =  0;  in  den  zugehörigen  Punkten 
C  und  D  der  y-Kurve  muß  also  tga  =  0  sein,  d.  h.  aber:  „Die 
Tangenten  in  C  und  D  müssen  horizontal  verlaufen.' 

IV.)   In    K   (x  =  +  1)    erreicht    die  y^- Kurve  ihren  tiefsten 
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Wert,  nämlich  y^  =  LK  =  —  2,7.  —  Im  entsprechenden  Punkt  J 
[nuß  demnach  die  y-Kurve  ihr  stärkstes  Gefälle  haben.  —  Da 
iie  y-Kurve  von  C  bis  D  fällt  (y^  stets  negativ),  in  J  aber  das 
stärkste  Gefälle  vorliegt,  so  muß  das  Gefälle  von  C  bis  J  zu- 
nehmen und  von  J  bis  D  wieder  abnehmen.  —  Eine  Tangente, 
iie  wir  von  C  bis  D  auf  der  y-Kurve  abrollen,  dreht  sich  von 
C  bis  3  im  Uhrzeigersinn  und  von  3  bis  D  entgegengesetzt 
dem  Uhrzeigersinn.  —  In  J  wendet  sie  also  ihre  Bewegangs- 
riehtnng;  deshalb  nennt  man  3  einen  Wendepunkt. 

Wir  können  anch  sagen :  Bei  einem  Wendepunkt  ändert 
sieh  die  Krflmmungsrichtung  einer  Kurve. 

Bei  unserer  y-Kurve  geht  im  Punkte  J  die  Bechtskrümmung 
über  in  eine  Linkskrümmung. 

Wir  können  im  ganzen  zwei  verschiedene  Hauptfälle  unter- 
scheiden bezüglich  der  Lage  eines  Wendepunkts: 

a)  Der  Wendepunkt  liegt  in  einem  Gefälle, 

b)  „  j,  „      r,    einer  Steigung. 

Jeder  Fall  gliedert  sich  wieder  in  vier  besondere,  wie 
Abb.  (81,  1  bis  8)  zeigt. 

Wir  erkennen:  Der  Verlauf  der  Kurve  erreicht  in  einem 
Wendepunkt  einen  extremen  Wert:  Entweder  größtes  oder 
kleinstes  Gefälle  bzw.  größte  oder  kleinste  Steigung. 

Insbesondere  können  die  kleinsten  Werte  hierfür  =  +  0  und 
die  größten  =  +  c»  sein ! 

Ausgezeichnete  Punkte  der  y-Kurve  (Abb.  79)  sind  C, 
J  und  D;  die  entsprechenden  ausgezeichneten  Punkte  der 
y^-Kurve  sind  bezeichnet  mit  A^  K  und  B. 

G  nennt  man  einen  Höchstwert  (Maximum), 
D      „         ,,         ^      Hindestwert  (Minimum). 

Höchstwerte  einer  Kurve  sind  solche,  die  größer  sind  als 
die  beiden  Nachbarwerte.  —  Durchläuft  man  eine  Kurve  mit 
einem  Höchstwert  im  Sinne  der  -f~  wachsenden  x,  so  hat  man 
vor  dem  Höchstwert  (C)  Steigung,  hinter  dem  Höchstwert  Ge- 
fälle; entsprechend  müssen  dort  die  y^-Ordinaten  von  +  Werten 
zu  —  Werten  übergehen  oder : 

„Bei  einem  Höchstwert  der  y-Kurve  muß  die  y'-Kurve 
die  X-Achse  „fallend^  schneiden  (Punkt  A).^ 
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dy 
Für  einen  Höchstwert  mufi  also  y^  =  -3-^  =  0  sein. 

dx 

Ferner:  Durchläuft  man  die  y-Kurve  bei  einem  Höchstwert, 
so  macht  man   eine  Bewegung  im  Sinne  der  Uhrzeigerdrehung. 

Höchstwerte  liegen  also  in  einer  Rechtskrfimninng. 

Mindestwerte  einer  Kurve  (Punkt  D)  sind  solche,  die  kleiner 
sind  als  die  beiden  Nachbarwerte.  —  Vor  einem  Mindestwert  hat 
man  demnach  Gefälle,  hinter  einem  Mindestwert  Steigung.  — 
Entsprechend  müssen  dort  die  y^-Ordinaten  von  —  Werten  zu 
-}- Werten  übergehen  oder: 

Bei  einem  Mindestwert  der  y-Kurre  muß  die  y^-Kurve 
die  X-Achse  ^^steigend^  schneiden  (Punkt  B). 
Für  einen  Mindestwert  mufi  also  ebenfalls 

dv 
y^  =  ^  =  0  sein, 
dx 

Ferner:  Durchläuft  man  die  y-Kurve  bei  einem  Mindestwert,  so 
macht  man  eine  Bewegung  entgegengesetzt  der  Uhrzeigerdrehung. 
Mindestwerte  liegen  also  in  einer  Linkskrümmung. 

§  26.    Übergang  von  y^  zu  y'\ 

Genau  so,  wie  wir  für  die  y-Kurve  das  Steigungsmaß  durch 
die  y^-Kurve  zum  Ausdruck  gebracht  haben,  können  wir  auch 
von  der  Gleichung  für  die  y^-Kurve  ausgehen  und  durch  eine 
zweite  Ableitung  das  Steigungsmaß  für  die  y^- Kurve  festlegen. 

Es  war: 

y^  = -^  =  0,3x2  -  0,6  .  X- 2,4  =  ?>(x). 

Lassen  wir  auch  hier  x  um  Ax  zunehmen,  so  ändert  sich  y^ 
um  Ay^  und  es  ergibt  sich  dafür  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 
für  y^  folgender  Ausdruck: 

y^  +  Ay^  =  0,3  .  (X  +  Ax)2  —  0,6  •  (x  +  Ax)  —  2,4  oder 

y^+ Ay^  =  0,3. x2  + 0,6- xAx  + 0,3  Ax^- 0,6.x  — 0,6- Ax-2^ 

=  0,3  .  x2  -  0,6  X  -  2,4  -f  A X  .  (0,6  x  +  0,3  •  A x  -  0,6). 

.   Da  dies  ==  y^,  so  bleibt : 

Ay^  =  Ax  •  (0,6x  +  0,3  •  Ax  —  0,6). 


§  27.  Kennzeichen  f&r  Höchstwerte,  Mindestwerte  und  Wendepunkte.     175 


Beiderseits  durch  Ax  dividiert: 


Ax 


=  0,6x  +  0,3Ax  — 0,6. 


Läfit  man  jetzt  Ax  unaufhörlich  abnehmen  bis  zur  Grenze  Null, 
so  ergibt  sich: 


^y'\  _  ^y'  _      dx   _  d^y  _    „  _ 


jx  =  o\Ax/        dx 
Oder  kürzer: 


dx 


dx'^       ^ 


0,6x  +  0,3    0  —  0,6. 


d^y 


d^y 


dx 


2 


=  y/^=0,öx  — 0,6  =  (Kx) 


=  y^^  nennt  man  den  zweiten  Differential qaotienten  yon  y 


dx2 
naeh  x. 

Das  graphische  Bild  dieser  Funktion  y^^  ist  eine  Gerade; 
Diese  ist  auch  noch  in  Abb.  79  dargestellt  und  durch  die  Buch- 
staben U,  L,  V  bezeichnet.  Man  lege  y^^  =  0,6  x  —  0,6  mit  Grün- 
stift an.     Tabelle  zur  Darstellung  von  y^^: 


x  =  0 
y"  =  -  0,6 


+  1 
0 


+  2 
+  0,6 


+  3 
+  1,2 


+  4 
+  1,8 


usw.  .  . 


« 

y^  schneidet  die  x-Achse  in  L  steigend.  Entsprechend  muß 
dort  die  y^-Kurve  einen  Mindestwert  haben  (K).  Wo  die  y^-Kurve 
aber  einen  Mindestwert  hat,  muß  die  y-Knrye  einen  Wende- 
punkt besitzen  (J).  y^^  ist  für  den  gezeichneten  Teil  von  ü  bis  L 
negativ;  entsprechend  muß  y^  von  S  bis  K  fallen,  y^^  ist  von  L 
bis  V  positiv;  y^  steigt  von  K  bis  T.       /.^ 

§  27.    Kennzeiclien  für  Höchstwerte,  Mindestwerte 

und  Wendepunkte. 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  der  in  Abb.  79  dargesifeUten 
Funktionen  zusammen,  so  kommen  wir  zu  folgenden,  außef-« 
ordentlich  wichtigen  Sätzen: 

I.)  Da  y^  in  A  die  ^«-Achse  fallend  schneidet,  so  muß  dort  y 
einen  Köcbstwert  haben  und  zugleich  y^^  negativ  sein.  Folglich 
lautet  das  Kennzeichen  für  Höchstwerte : 
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Es  mufi 


dy 


dx 


=  y^  fftr  die  betreffende  Stelle  =  0  und 


d^y 


anfierdem  ^-^  =  y^^  f  ttr  die  betreffende  Stelle  negatir  sein. 


II.)  Da  y^  in  B  die  x-Achse  steigend  schneidet,  so  muß  dort 
y  einen  Mindestwert  haben  und  zugleich  y^^  positiy  sein.  Also 
Kennzeichen  für  Mindestwerte: 


für  die  betreffende  Stelle. 


III.)  Wo  y^^  =  0 ,   muß  y'  einen  Höchst-  oder  Mindestwert 
haben  und  entsprechend  y  einen  Wendepunkt.     Also: 

Kennzeichen  für  Wendepunkte: 


IV.)  Ein  Wendepunkt  kann  auch  in  einem  wagrechten 
Kurvenelement  vorkommen ;  dann  muß  dafür  sowohl  y^  =  0  als 
auch  y^^  =  0  sein.     Abb.  82,  P.     Daraus  erhellt: 


y^  =  0  ist  z\«»ar  für  Höchst-  oder  Mindestwert  nötige  aber 
nicht  hinreichend. 

Bei  Höchstwert  muß  anfierdem  y^^  =  — , 


Mindest  „ 

Wendepunkt 


y//  =  0. 


V.)  Kommt   ein  Wendepunkt  in  einem  senkrechten  Kurven- 
element vor,  dann  ist  dafür  y^  =  c»,  aber  y^^  =  0. 

Nach  diesen  Erläuterungen  soll  nun  rückwärts  aus  dem  Ver- 
lauf der  y^^'-Kurve  das  Wesen  des  Verlaufs  der  y^-Kurve  und  aus 
dieser  das  Wesen  des  Verlaufs  der  y-Knrve  entwickelt  werden. 
In  Abb.  82  ist  ein  solches  Beispiel  durchgeführt. 
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Man  beachte:  Zu  jeder  Differentialknrve  gehören  oo  Tiele 
IHtegralkurven  (alle  kongruent;  in  y-Richtung  parallel  ver- 
schoben). 

Zahlenbeispiel:  Wir  wollen  nun  rechnerisch  die  Lage  der 
etwaigen  Höchstwerte,  Mindestwerte  und  Wendepunkte  der  in 
Abb.  79  dargestellten  Funktionskurve: 

y  =  0,1  x3  —  0,3  x«  —  2,4  X  +  3,6 
bestimmen.     Hierfür  war: 

y^  =  0,3  x2  —  0,6  X  —  2,4  und 
y^^  =  0,6x-0,6. 


Abb.  82. 


tx 


i 

i 


•er:- 


Gegeben  die  y'/-Kurve;  gesucht  das  Wesen  des  Verlaufs  einer  zugehörigen  y/rKurve 

und  y-Kurve. 

Lösung:  I.)  Höchst-  und  Mindest  werte : 

Setze  den  Ausdruck  für  y^  =  0 ;  also 

0,3  x2  —  0,6  X  —  2,4  =  0  oder 

x2  -  2  X  =  8. 

Berechne  hieraus  x;  dort  muß  Maximuna  oder  Minimum  vor- 
liegen.    Es  ergibt  sich: 

X  =  1  ±  Kf+S  =  1+3,  also: 


Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


12 
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Xj  =  +  4  I  Um   zu   prüfen,   welchem  Punkt   ein  Maximum  oder 
Xg  =  —  2  j  Minimum  zukommt,  setzen  wir  beide  Werte  in  y^'  ein. 

Es  wird  für  x^ . . .  y^^  =  0,6  Xj  —  0,6  =  0,6  •  4  —  0,6  =  + 1,8 
also  positiy;  folglich  muß  bei  x^  =  +  4  die  y-Kurve  einen 
Mindestwert  haben. 

Für  Xg  .  .  .  y^^  =  0,6x2  -  0,6  =  0,6  •  (-  2)  -  0,6  =  -  1,8 
also  negatiy;  folglich  muß  bei  x^  =  —  2  die  y- Kurve  einen 
Höchstwert  haben. 

Wert  des  Minimums:  Setze  in  y  für  x  =  +  4;  dann  er- 
gibt sich: 

ymin  =  —  4,4 


Wert  des  Maximums:   Setze  in  y  für  x  =  —  2;    dann  er- 
gibt sich:  

ymax  =  +  6,4 


IL)  Wendepunkte: 

Setze  den  Wert  für  y^^  =  0,   also  0,6 x  —  0,6  =  0,   woraus: 


x  =  +l 


Bei  X  =  -f-  1  nauß  also  die  y-Kurve  einen  Wendepunkt  be- 
sitzen (Punkt  J).  Das  Steigungsmaß  der  y-Kurve  muß  im  Wende- 
punkt einen  Höchst-  oder  Mindestwert  besitzen.  Um  diesen  Wert 
zu  finden,  setzen  wir  x  =  -f  1  in  y^  ein,  und  wir  erhalten  dafür: 
y^  =  0,3 x^  -  0,6 x  -  2,4  =  0,3  •  1 2  -  0,6 . 1  -  2,4  =  -  2,7  =  tgaw» 
wenn  wir  den  Neigungswinkel  der  Tangente  im  Wendepunkt  J 
mit  aw  bezeichnen. 

Datgaw  =  — 2,7,  so  ist  aw=  180«  — 69^40,5^=  00  110^19,5^. 

III.)  Wir  wollen  auch  noch  diejenigen  Punkte  bestimmen,  wo 

die  Grundkurve  eine  Neigung  von  a  =  45«  hat. 

dy 
Dafür   muß   y^  =  -r^  =  tcr  a  =  +  1  sein. 

*^  dx         ^  ' 

Lösung :  Setze  den  Wert  für  y^  =  -J-  1 ;  also 

y^  =  0,3x2  _  o,6x  -  2,4  =  +  1  oder 
3  x^  —  6  X  =  34,  woraus 
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34 
x^  —  2  X  =  —T—y  folglich 

o 

X  =  1  ±  ]/  -^3-  =  1  ±  3,5119.     Dies  ergibt 

^  =  1  alsm  I  «'"  »'«  =  «•(/  =  + 1). 

Aufgaben:  Wo  ist  a  =  30o,  60 ^  90 »,  120«  bei  der  Grund- 
kurve? 

2.)  Beispiel: 

y  =  ^  +  3x*-7x  +  15. 

Zeichne  die  Kurye! 

Suche,  wie  beim  ersten  Beispiel  j^  und  y^^;  alsdann  den 
Höchstwert,  Mindestwert  und  Wendepunkt  der  Kurve;  Neigung 
der  Wendetangente;  Punkte,  wo  a  =  45®? 

Lösung:  y^  =  x*  -f"  6  x  —  7  =  tg a, 

y^'  =  2  x  +  6. 


jivuusbwcrb   uei   jl  —  —  I9    nau 

Jiicu   ymau  ""    1    ^"  3  ' 

Xlndestwert   „    x  —  +  1,         „        ymin  —  +  1  1-ö"? 

Wendepunkt  „    \      —  3. 

Stelgnngsmaß    der    Wendetangente    tg  aw      —  16^    woraus 

aw-93<>34^ 

In  Xi  =  + 1,1231 
und  Xjj  —  — 7,1231 

ist  a  =  45o. 

3.)  Beispiel:  Die  Zahl  18  so  in  2  Summanden  zerlegen,  daß 
deren  Produkt  ein  Maximum. 

Lösung:  1.  Summand  =  x, 

2.  ,         =(18-x)  

Produkt  heider  =  x  •  (18  —  x)  ±=  18  x  —  x^. 

Dieses  soll  ein  Maximum   werden ;    wir  setzen   es  =  y  und 
erhalten  die  Gleichung: 

y  =  18x-x«. 
Zeichne  die  Eur?e! 
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Es  ergibt  sich  aus  der  Zeichnung  ein  Maximum  bei  x  =  +  9. 
Also  1.  Summand  x  =  +  9l-^_.^  _._       ^. 

Jede  andere  Zerlegung  ergibt  ein  Produkt,  das  kleiner  als  81 

ist,  zum  Beispiel: 

10     und  8      ...  Produkt  =  80, 

117  =77 

9,1    „     8,9  .  .  .         „        =  80,99. 

Schneller  führt  die  Rechnung  zum  Ziel.     Suche 

dy 
y^  =  -r-^  wie  früher ;  es  ergibt  sich 

y^  =  18  —  2 x;  setze  y^  =  0,  also 
18  —  2  X  =  0,  woraus 


FEE 


4.)  Beispiel:  Auf  einen  dreieckigen  Bauplatz  ABC  (Abb.  83) 
von  bekannten  Abmessungen  soll  ein  Gebäude  mit  rechteckigem 

Grundriß  gestellt  werden. 
Die  Ausnützung  soll  mög- 
lichst gut  sein ,  also  das 
Rechteck  ein  Maximum 
werden. 

Wie  groß  müssen  die 
Seiten  des  Rechtecks 
werden  ? 

Wir  setzen  den  Flä- 
cheninhalt des  Rechtecks 
F  =  X  •  y,  wo  X  und  y 
die  Rechteckseiten. 


Aus  Abb.  83  ergibt  sich: 
y  :  c  =  (h  —  x)  :  h  .  .  .  also  y  = 


(h  —  x)  einges.  in  F  ergibt: 
c 


F  =  x--r--(h  —  x)  =  c.x  —  -|--x2  =  f  (x). 


h  /  '  h 

Sei      c  =  p  +  q  =  15  +  35  =  50  m 
h  =  20  m ■ 

F  =  50x- 2,6x2. 


dann  wird 
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Zeichne  diese  Kurve;   es  ergibt  sich  aus  der  Zeichnung  ein 
Höchstwert  für  X  =  10;  dafür  wird 


F  =  250  qm  1 

Jeder  andere  Wert  für  x  ergibt  eine  kleinere  Fläche  als  250  qni. 
Suchen  wir  nach  Beispiel  1  den  Differentialquotienten  zu  y, 
so   ergibt  sich  allgemein: 


,       dy  2  ex 


2cx 


diesen  Wert  müssen  wir  gleich  Null  setzen,  also  c — r--  =  0? 

h 

woraus  leicht: 


d.  h.  die  Höhe  des  Rechtecks  muß  =  der  halben  Höhe  des 
Dreiecks  sein,  damit  die  Rechteckfläche  ein  Maximum. 


Abb.  84. 
(80-3X) 


X 


(SO-iZ 


5.)  Beispiel :  Ein  rechteckiges  Blechstück  sei  80  cm  lang  und 
50  cm  breit.  Es  soll  daraus  ein  viereckiges,  oben  offenes  Gefäß 
von  möglichst  großem  Rauminhalt  hergestellt  werden.  Welche 
Abmessungen  erhält  das  Gefäß?     (Abb.  84.) 

Wir  schneiden  aus  jeder  Ecke  ein  quadratisches  Stück  von 
der  Seite  x  aus.  Dann  wird  das  Volumen  des  Gefäßes  y=  Grund- 
fläche •  Höhe  oder: 

y  =  (80  —  2  x)  •  (50  -  2 x)  •  X  =  4x»  -  260x2  +  4000x. 
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Zeichne  die  Kurve  auf;  wähle  für  j  einen  passend  verkürzteu 
Maßstab.     Es  ergibt  sich  ein  Maximum  bei 


x  =  +  10 


Dafür  wird  das  Volumen  ymax=  18000  cm^  =  18  Liter. 

Jeder  andere  Wert  für  x  ergibt  ein  kleineres  Volumen. 

Abmessungen:  a  =  60  cm;  b  =  30  cm;  h  =  x  =  10  cm.    Be- 

dy 
rechne  -r^;  setze  dessen  Wert  =  0  und  suche  x. 
dx 

6.)  Beispiel :  Es  soll  ein  Tunnel  gebaut  werden,  dessen  Quer- 
schnitt sich  zusammensetzt  aus  einem 
Rechteck  mit  oben  aufgesetztem  Halb- 
kreis. Die  Querschnittsfläehe  des  Tunnels 
ist  vorgeschrieben;  sie  sei 

F  =  20  qm. 

Wie  sind  der  Halbmesser  x  und  die 
^  Rechtecksböhe  h  zu  wählen,  damit  der 
z.  Umfang  U  des  Tunnels  und  folglich 
-     die    Baukosten     ein    Minimum    werden? 


't 


h 


/] 1 1 i n  I i ( 1 1 1 Ml ) 1 1 1 1 1 1  * 
2X 


?: 


(Abb.  85.) 

Lösung :  Man  muß  h  durch  F  und  x 
ausdrücken. 

Es  ist  F  =  -TT X* 7c  +  2  X  •  h,  woraus  allgemein  h  = ; 

2  4x 


und  demnach  der  Umfang 

U  =  :c-x  +  2x  +  2h  =  7r.x  +  2x4- 


2F 


TTX 


2x 


=  4-  +  (|  +  2).x  =  f(x). 


Dies  ist  die  allgemeine  Lösung;  F  ist  noch  beliebig. 
U  könnte  man  auch  y  setzen!) 

In  unserem  Fall  ist  F  =  20  qm ;  eingesetzt,  ergibt : 


(Statt 


^="=^+(1+^)-- 
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x  =  -5 

y  =  U  =  -21,85 


-4 
- 19,28 

+  2 
+ 17,14 


-3 

- 17,38 

+  3 

+ 17,38 


-2 

- 17,14 

+  4 
+ 19,28 


-1 
~23.ö7 

+  5 
-f  21,85 


0 


c» 


+  1 

+  23,57 


Stelle  das  Schaubild  dieser  Gleichung  dar.  Es  ergibt  sich  eine  Hy- 
perbel, deren  tiefster  Punkt  den  Wert  für  Umin  ablesenläßt.  Dazugehört 


I  X  =  2,366  ...ml 


Setzt  man  diesen  Wert  in  den  Ausdruck  für  h  ein,  so  ergibt  sich 

40 -«2,366« 


h  = 


=  2,366  ...  m  =  X. 


4 . 2,366 

Es  wird  also  die  Höhe  des  Rechtecks  =  Halbmesser  des 
aufgesetzten  Halbkreises.     Wie  groß  wird  U?    (16,9  m.) 

Diese  Lösung  x  =  h  ist  die  allgemeine. 

Sie  ergibt  sich  durch  Differenzieren  des  allgemeinen  Wertes 
€ür  den  Umfang: 


>=T  +  (|-  +  ^)-- 


Wir  kommen  später  auf  diese  Lösung  zurück. 
Weitere  Lösungen : 

Für  F  =  12  qm  wird  x  ==  1,9  m, 
„     F  =  10  qm      „      X  =  1,7  m. 
6a.)  Zusatz:  Wie  gestaltet  sich  die  Lösung,  wenn  die  aus- 
zuwerfende Bausumme  gegeben,  also   damit  auch  der  Umfang 
des  Tunnels  festgelegt  ist.     (Denn  die  Kosten  richten  sich  nach 
dem  Umfang.)     Es  sei  U  =  20  m. 

Wie   ist  jetzt   X   zu   wählen,    damit   der   Querschnitt   des 
Tunnels  ein  Maximum  wird? 

Anleitung : 

U        2  +  r 
J]  =  2x  -{-  2h  -{-  t:  '  X,  woraus  h  =  — ^ x. 

Also  F=-l«x«  +  2x.h  =  -lux«  +  2x.(-^--^-x)  = 

=  ü-x-(2  +  -|-yx«  =  ü-x-  3,5708  •  x«. 
Dies  ist  die  allgemeine  Lösung;  ü  noch  beliebig. 
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Setzen  wir  den  gewünschten  Wert  für  U  ein,  so  ergibt  sich: 
F  ==  20x  —  3,5708  x^  Stelle  diese  Funktion  graphisch  dar.  Hier 
ergibt  sich  eine  Parabel  im  Gegensatz  zum  vorigen  Beispiel. 
Projizieren  wir  den  Scheitelpunkt  auf  die  x- Achse,  so  finden  wir: 


X  =  2,80  m 


Durch  DifiFerenzieren  der  Gleichung  für  F  und  Nullsetzen  des 
ersten  Differentialquotienten   ergibt  sich   die   allgemeine  Lösung: 


Dies  in  h  eingesetzt,  ergibt 

h  =  -5--    ^'^^  U       _       ü 


2  2  4  +  7C  4  +  x' 

also  genau  so  groß  wie  x. 
Näheres  später. 

In  unserem  besonderen  Fall  ergibt  x  =  2,80  m  die  größte  Fläche- 
Es  wird  auch  h  =  2,80  m;  demnach 

F  =  4-^^^  +  2x-h  =  4-^-  2,80«  +  5,6  •  2,80  =  oo  28  qm. 

Prüfe,  ob  U  =  20  m ! 

Anmerkung: 

Machen  wir  demnach  x  =  h,  so  ergibt  sich  nicht  nur  für 
eine  TOrgesehriebene  Querschnittsfläche  der  kleinste  umfang? 
sondern  auch  für  einen  Torgeschriebenen  Umfang  die  größte 
Querschnittsfläche. 

7.)  Man  zeige,  daß  für  ein  oben  offenes,  zylindrisches  Gefäß 
von  vorgeschriebenem  Volumen  V  die  Oberfläche  0  (und  danai^ 
das  aufzuwendende  Material)  für  den  Fall  einen  Mindestwert 
erreicht,  wo  der  Durchmesser  2  x  der  Grundfläche  doppelt  so 
groß  ist  wie  die  Höhe  y  des  Gefäßes. 

Anleitung : 

I.)  V  =  7c  •  x^  •  y 

II.)  0  =  7cxM-27cx»y 

2V 

Aus  I.)  y  eingesetzt  in  II.)  ergibt  0  =  tt  x^  -] =  f  (x). 
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Man  stelle  die  Gleichung  für  0  graphisch  dar,  indem  man 
für  V  irgendeinen  bestimmten  Wert,  z.  B.  1,  2,  5,  10,  100  Liter 
annehme. 

7  a.)  Ist  das  zylindrische  Gefäß  auch  oben  geschlossen,  dann 
muß  für  Mindestaufwand  an  Material  der  Durchmesser  der 
Grundfläche  =  der  Höhe  des  Gefäßes  sein.     Beweis ! 

Speziell  wird  beim  Litergefäß  für  7.)  der  Durchmesser 
=  CO  1 3,66  cm,  die  Höhe  =  oo  6,83  cm  und  für  7  a.)  der  Durch- 
messer =  oo  16,84  cm,  die  Höhe  ebenfalls  =  oo  10,84  cm. 

Die  Lösung  dieser  Aufgaben  mit  Hilfe  des  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  erfolgt  später. 


III.  Kapitel. 

Züsammenstellimg  und  Ableitimg  der  Differential- 

quotienten  für  die  einfaclieii  algebraischen  Funktionen 

mit  einer  unabhängigen  Veränderlichen. 

•  §  28.   Einleitung. 

Wir  haben  uns  im  vorhergehenden  ausführlich  mit  dem  Ter- 
lauf  der  Funktionskurven  und  den  dazu  gehörigen  Diflferential- 
kurven  beschäftigt.    Die  Rechnung  trat  dabei  in  den  Hintergrund. 

Mit  Hilfe  der  allgemeinen  Definition  des  Differentialquotienten 
haben  wir  uns  zeichnerisch  aus  der  y-Kurve  die  y^-Kurve  ent- 
wickelt;. 

Jetzt  wollen  wir  dieselbe  Aufgabe  auf  rechnerischem  Wege 
lösen. 

Wir  wollen  also  zu  der  Gleichung  irgendeiner  Funktions- 
kurve  die  zugehörige  Gleichung  der  entsprechenden  Diiferential- 
kurve  ableiten. 

Dabei  sollen  zunächst  nur  einfache^  algebraische  Funktionen 
berücksichtigt  werden;  das  sind  solche,  bei  welchen  nur  die  ge- 
wöhnlichen Rechenoperationen:  Addition,  Subtraktion,  Multi- 
plikation, Division,  Potenz  und  Wurzel  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen vorkommen. 

In  folgender  Zusammenstellung  sind  alle  algebraischen  Funk- 
tionen enthalten.  Es  sind  auch  der  Übersicht  und  des  Vergleichs 
wegen   sofort    die   zugehörigen   Differentialquotienten   angegeben. 

Bei  der  Ableitung  tut  der  Studierende  gut,  sich  zu  jedem 
Fall  mehrere  besondere  Beispiele  selbständig  zu  wählen  und 
dafür  sowohl  die  Funktionskurve  als  auch  die  Kurve  für  den 
ersten  (und  eventuell  zweiten)  Differentialquotienten  auf  Milli" 
meterpapier  aufzuzeichnen. 
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§  29.    Zusammenstellung  der  D.Q«  für  die  einfachen 

algebraischen  Funktionen. 


1.)  y  =  konst.  =  C  .  .  . 

2.)  y  =  ±  X 

j  =  +  x  +  e' 


•  •  • 


dx 
dx 


=  y'=:tga  =  0. 


y/  =  tga  =  ±  1. 


3.)  y  =  u  ±  V  =  f  (x)  +  y  (x)  .  .  .  -^  =  y'  =  tga  = 


dx  ~   dx 

4.)  y  =  ±  a  •  X  \         _dy_  _    ,  _  , 

y  =  ±a.x  +  c  j  •••    dx  -y  -*^*-±*- 

5.)  y  =  n.T  =  f(x).9(x)  .  .  .  i|-  =  y'  =  tga  = 


"•''   *  T  ?)  (x)     •  •        d  X 

du 


-^-  =  y'  =  tg  a  = 


dv 

dx  ^       dx    "  _  i' jx) ■  f  (x)  -  f' (_x)  ■  t (x) 


M-l 


v^  [?(x)] 

-j^  =  y'  =  tg  a  =  n  •  X"  -  * 
d  X 

.  .  ~-  ==  y^  =  tff  a  =  a  •  n  •  X 

dx        *  "^ 

1 

9.)  y  =  f[<p(x)]=.f[z]...-^  =  y'  =  tga--^-^- 


7.)  y  =  X"  +  c  .  . 
y  =  a  •  X"  +  c 


8.)  y=lXx  =  x" 


dz      dx 


=  i'(z)-cp'(x). 


8f 


10.)  f{x,y)  =  0  ...  -^^  =  y'  =  tga  =  -^^  =  - 


dx 


9f 


f  ■ 


ay 
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§  30.    Ableitungen  der  D.Q. 

Wir  erinnern  uns  stets  der  Definition,  dafi  der  D.Q. 
nichts  anderes  ist  als  der  allgemeine  AusdrnclL  für  das 
Steignngs m a ß  einer  Kurve  oder  mit  anderen  Worten:  ^der 
allgemeine  Ausdruck  für  tga  einer  Kurve^. 

Wir  haben  also  immer  die  Frage  zu  beantworten:  „Wie 
ändert  sich  an  irgendeiner  Stelle  der  betrachteten  Kurve  die 
Ordinate  y  mit  -j-  wachsendem  x?  Wie  groß  ist  das  Zuwachs- 
yerhältnis  beider,  also  wie  groß  ist: 

A  y  d  y 

-T-^  und  an  der  Grenze  — r^?* 
Ax  dx 

Der  Anschaulichkeit  wegen  wollen  wir  in  allen  Fällen,  wo 
keine  besonderen  Weitläufigkeiten  nötig  sind,  die  zeichnerische 
und  die  rechnerische  Ableitung  der  D.Q.  nebeneinander  be- 
handeln. 

Die  zeichnerische  Methode  hat  dabei  den  Vorzug,  daß  sie 
anschaulicher  ist;  die  rechnerische  den,  daß  sie  allgemeiner  ist. 

§  31.    Konstante  Größe. 

dv 
y  =  konst.  =  c  .  .  .  -^  =  y/  =  tg  a  =  0  (Abb.  86). 

Lösung :  y  =  konst.  =  c  sagt  uns ,  daß  y  überall  denselben 
Wert  c  hat  und  daß  y  vollständig  unabhängig  von  x  ist;  x  hat 
also  keinen  Einfluß  auf  y. 


Abb.  86. 


r 


0 


Zi£. 


Y'Const'C 


c 


Darstellung  der  Funktion  y  =  const.  und  ihrer  Diflferentialkurve. 

Wir  erhalten  demnach  als  Funktionskurve  y  eine  Parallele 
zur  X-Achse  im  Abstand  c.  c  kann  dabei  jeden  beliebigen  Wert 
zwischen  —  oo  und  +  ^  haben. 


§  31.    Der  D.Q.  einer  konstanten  Größe. 
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Demnach  sind  in  y  =  c  die  Gleichungen  aller  Parallelen  zur 
X-Achse  enthalten.  Wie  groß  ist  nun  das  Steigungsmaß  all  dieser 
Parallelen  oder:  Wie  Terändert  sich  y  mit  +  wachsendem  x? 
Offenbar  ist  weder  Steigung  noch  Gefälle  vorhanden;  y  verändert 
sich  mit  wachsendem  x  überhaupt  nicht. 

Das  Steigungsmafi  ist  also  =  0. 

Das  folgt  auch  schon  daraus,  daß  die  Funktionskurve  y  mit 
der  +  X-Achse  einen  Schnittwinkel  a  =  0®  bildet;  demnach 
tga  =  0  ist.  Es  gehört  also  zu  y  =  konst.  der  Differential- 
quotient : 


dx 


=  y/  =  tga  =  0. 


y^  =  0  ist  die  Gleichung  der  X-Achse.  Man  lege  stets  die 
y'-Kurve  rot  an,  um  den  Zusammenhang  zwischen  der  Funktions- 
kurve  und  der  Differentialkurve   deutlicher  zu   erkennen.     Lege 

die  X-Achse  der  Abb.  86  des  Buches  rot  an. 


'tri 


R 


0 


Abb.  87. 


r-o 


^y^f3 


^y-fS 


>/i/^ 


•*x 


.jr-J 


7-7 


Die  Differentialkurve  aller  Parallelen  zur  x-Achse  ist  die  x-Achse  selbst. 


Wähle  c  beliebig  z.  B.  =  +  2,  +5,  +  9,  —  3,  —  7  usw., 
^ann  gehört  zu  all  diesen  Parallelen  ein  und  dieselbe  Diffe- 
rentialkurve y^  =  0  (Abb.  87). 
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Bechnerisehe  Ableitung: 

Zu  irgendeinem  x  gehört  y  =  c 

y^  —  J_         c  —  c        _    0 


daraus  folgt: 


Xj  —  X 


=  0; 


(x  +  A  x)  —  X         A  X 

diese  Gleichung  ist  richtig,  so  klein  wir  auch  Ax  werden  lassen; 
demnach  auch 


ii„  \i±:zr\ = ii„  r  0  ] 

X,  =xLxi— xj      Jx  =  oLAxJ 


dx 


Lehrsatz :  Der  D.Q.  einer  konstanten  6röfie  ist  =  0.  1 


-f-  X  .  .  . 


§  32.   Gleichheit 
dy 


dx 


=  y/  =  tga=:  +  l  (Abb.  88). 


Lösung:  L)  y  =  +  x  sagt  uns,  daß  y  überall  denselben  Wert 
hat   wie  x.     Z.  B.  wird  für  x  =  +  5  auch  y  =  +  5 ;   für  x  =  0 


Abb.  88. 


fjr 


Darstellung  der  Funktion  y  =  +  x  und  ihrer  Diflferentialkurve  y'  =  -\-l. 

auch  y  =  0;  für  x  =  —  3  auch  y  =  —  3  usw.  Stellt  man  dem- 
nach y  =  x  graphisch  dar,  so  ergibt  sich  eine  Gerade,  welche 
durch  den  Achsenschnittpunkt  geht  und  die  +  x-Achse  unter 
einem  Winkel  a  =  45^  schneidet.  Die  Gerade  hat  nur  Steigung* 
Wie  groß  ist  hier  an  irgendeiner  Stelle  das  Steigungsmaßf 
Wie  verändert  sich  also  y  mit  +  wachsendem  x?  OflFenbar  sind 
die  Zunahmen  von  x  und  y  nach  Größe  und  Vorzeichen  genaa 


§  82.    Der  D.Q.  fBr  y  =  x. 
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|i-  =  j'=.g,  =  _.. 


einander   gleich.     Das  Verhältnis   beider  oder  das  Steigungsmaß 
ist  also  =  +  1,  was  auch  übereinstimmt  mit  tga  =  tg45®  =  +  1* 
Es  gehört  also  zu 

y  =  +  X  der  D.Q.  .  .  .  ^  =  y/  =  tga  =  +  1. 

y^  =  +  1  stellt  eine  Parallele  zur  x-Achse  im  Abstand  +  1 
von  der  x-Achse  dar.     Lege  y^  rot  an! 

IL)         y  =  —  X  .  .  , 

In  gleicher  Weise  kann  gezeigt  werden,  daß  zu  y  =  ~  x  der 

dy 
D.Q.  ~ —  =  —  1  gehört;  denn  y  =  —  x  sagt  uns,  daß  y  überall 

den  entgegengesetzten  Wert  von  x  hat. 

Zu  X  =  +  5  gehört  y  =  —  5, 
»x  =  —  8       «      y  =  +  8  usw. 
Wir  erhalten  eine  Oerade,  welche  durch  den  Achsenschnitt- 
punkt  geht  und  die  +  x-Achse  unter  a=  135^  schneidet  (Abb.  89). 

Abb.  89. 


^X 


Darstellnng  der  Funktion  y  «=  —  x  und  ihrer  Differentialkuive  y'  =  —  1. 

Die  Oerade  hat  nur  Gefälle. 

Die  Zunahmen  von   x  und  y  sind   der  Größe   nach  gleich, 

aber  dem  Vorzeichen   nach  entgegengesetzt.     Nimmt  x  um  eine 

+-Einheit   zu,    so   nimmt   y   um    eine  -f— Einheit  ab.     Also  ist 

dy 
y'  =  -7^  =  —  1,  was  auch  übereinstimmt  mit  tga  =  tg  135®  =  —  1. 

y^  =  —  1  stellt  eine  Parallele  zur  x-Achse  im  Abstand  —  1 
dar.    Lege  y^  rot  an! 
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I.)  Kechnerisch  für  y  =  +  x. 

Zu  irgendeinem  x  gehört  y  =  -|-  x  i     i    . 


Ay 
Ax 


Xi  =  X  +  Ax 

•y  _ 


yi  =  x-f- Ax 


(x  +  Ax)  —  X  __  Ax  __   ,    ^ 
(x  +  Ax)-x  ""  Ax  ""^    ' 


weil  jede  Größe   durch   sich  selbst  dividiert  =  +  1    ergibt.     So 
klein  auch  Ax  wird,  stets  ist 


^=  0  \  A  X  7  j  X  i^  \  A  X  7 


dx 


li..,  ,    .      , .    . 

Jx=0 \ Ax/ Jx=0 \^x 

II.)  Rechnerisch  für  y  =  —  x. 

Zu  X  gehört  y  =  —  x 

,    Xi  =  (x  +  Ax)       «      yi  =  --(x  +  Ax) 

Ay  ^  yi-y^  —  (x  +  Ax)  —  <—  x)  _  -Ax 
Ax        X,  — X  (x  +  Ax)  —  X  +Ax 


Xi  —  X 


(x  +  Ax)- 
und  so  klein  auch  Ax  wird,  stets  ist: 


also: 


=  —  1 


lim 

Ax 


i^    (Al\  =  lim  (—^\  =  -^  = 

=  o\Ax/  jx  =  o  \+  Ax  7        dx 


1. 


dy 
Lehrsatz:  Der  D.Q.  zu  y  ==  +  x  ist  -^  =  +  1 

dy 


und 


?? 


w 


??  y  —    ^  » 


dx 


=  -1 


Zusatz  zu  I.)    Auch  für  y  =  x  +  konst.  z.  B. 
y  =  X  +  1 1  oder 


ist 


iz.  _./_ 


dx 


j'=tga=:+l, 


y  =  X  +    5  o^ler 
y  =  X  —    3  usw. 

weil  auch  hier  das  Wachstum  von  y  nach  Größe  und  Vorzeichen 
5tets  demjenigen  von  x  gleich  ist;  denn  all  die  Geraden  y  =  4-x  +  c 
entstehen  durch  Parallelverschiebiung  von  y  =  +  x  in  Richtung 
der  y- Achse.  Sie  müssen  also  alle  den  gleichen  Winkel  <Ja  =  45^ 
mit  der  +  x- Achse  bilden  (Abb.  90). 


Für  alle  ist  also 


dy  _.,,_.__ 


dx 


r  =  tga  =  +  1. 


§  32.     Der  D.Q.  für  y  =  x  +  c. 
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Abb.  90. 


Alle  Funktionen  „y  =  x  +  konst"  haben  die  gleiche  Differentialkurve  y'  =  -|-  l. 

Entsprechend  gehört  zu: 

y  =  -x  +  c  ...  — J-  =  y^  =  tga  =  -l, 

dx 

nn  auch  diese  Geraden  laufen  alle  parallel  zu  y  =  —  x,    z.  B. 

y=-x+5] 

y  =  -x  +  2      (Abb.  91). 

y  =  -  X  -  6  I 

Rechnerisch  für  y  =  -f  x  +  c. 

Zu  X  gehört  y  =  +  x  +  c 

,    X,  =(x  +  Ax)        «      yi  =  +  (x  +  Ax)  +  c 


also: 


AL  ==  7i  —  J  _  (x  +  ^ x)  +  c  —  (x  4-  c)  _  _Ax_  _       j 
Äx        X,  —  X  (x  +  Ax)  — X  Ax 


Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


13 


^ 
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Alle  Funktionen  y  =  —  x  -f  c  haben  die  gleiche  Differentialkurve  y'  =  —  1- 


also  auch  lim  (-r^  I  =  lim  (^ — |  =  -r^  =  +  1- 

:=o\Ax/   ix=o\Ax/        dx 


Ax 


Entsprechend  ergibt  sich  zu: 


1  ^y         1 

y  =^  —  X  +  c  ...  -V=^  =  —  1. 
'^  dx 

'  Wir   erkennen ,    daß   der  konstante  Sammand   c  nicht  \^ 
D.Q.  vorkommt.     Wir  merken  uns  folgenden  Lehrsatz: 


Ein  konstanter  Sammand  hat  (auf  das  Steigungsmafi) 
auf  den  Differentialqnotienten  keinen  Einflnfi;  er  fällt 
also  im  Ausdruck  für  den  D.Q.  einfach  heraus. 


g  33.    Det.D.Q.  für  die  Summe  eveiet  Funktionen  von  x.         Id5 

§  33.   Summe  zweier  Funktionen  von  x. 

I.)  y  =  a  +  T  =  f(x)  +  y(x)  ... 

^  =  ,'  =  ...  =  ji  +  |j  =  f'.x,  +  ,'W. 

Lösung:  Hier  soll  sowohl  u  eine  Funktion  von  x  sein,  als  auch  v. 
Wir   denken   uns   zunächst  u   und   v   als  lineare  Funktionen 

von   X,  z,  B.  ü  =  -^  und   v  =^  x  +  I,   dann  entspricht  u   einer 

geraden  Linie  und  v  einer  anderen  Qeraden  (Abb.  92). 

Abb.  92. 


Ableitnng  des  D.Q.  fUr  die  Summe  zweier  liDearen  Funlitioiieii  von  x. 

y  =  u  +  v  sagt  uns,  daß  an  irgendeiner  Stelle  die  y-Ordi- 
nate  gleich  der  Summe  aus  der  u-Ordinate  und  der  v-Ordinate  ist. 

Wächst  X,  dann  wächst  sowohl  u  als  auch  t.  Das  Wachs- 
tum TOD  j  ist  natürlich  gleich  dem  Wachstum  von  u  -|-  dem 
Wachstum  von  t.  * 
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Also  Ay  =  Au  +  ^v;  beiderseits  durch  Ax  dividiert: 

Ay         Au  +  Av         Au.Av       ,  _       ^  ' 

-T-^  = T =  -T h  -r — ,  also  an  der  ürenze : 

Ax  Ax  Ax        Ax 

dy       ,.      rAyl       ,.      f ä^u    ,    Av"|       du    ,    dr 


7x=l"o  LAx  J  7xi°o  LAx  "^  Ax  J  ""  dx  "^ 


dx  dx  =  o  LAxJ  jx  =  o  LAx        AxJ       dx        dx 

Zum   besseren  Verständnis   wählen   wir  das  oben  angeführte 

.     .  X 

Beispiel  u  =  -^  und  T  =  x  +  1,  dann  wird: 

y  =  u  +  v  =  -^+x+  l  =  l,6x  +  l. 

Da  XI  =  -77-  X,   so  wird  -:; —  =  -77-  und 
2  d  X         2 

^    v  =  x+l,  „       «     "d7~ 

Demnach  -^ —  =  y^  =  -1 f-  -5 —  =  "K"  +  1  =  +  IjS- 

dx       -^         dx    '     dx         2     '  '     ' 

Bechnerisch:  Zu  x  gehört  y  =  u  +  v. 
Zu  Xj  =  X  +  A  X  gehört  y^  =  u^  +  Vj  =  (u  +  A  u)  +  (v  +  A  v). 
Also: 

^  =  lim  r^'-n  =  lim  r(^  +  ^"  +  v  +  Av)-(u  +  v)-[  ^ 
dXxi  =  xLxi  — xJzix  =  oL  Ax  J 

r Au  +  Avi       r^^i.i    r^^i    du  ,  dv 

=  lim     T =  lim    -T —    +  lim    -r —     =  -^ f-  -j— . 

ix  =  oL       Ax       J  /ix  =  o  LAxJ  4x  =  o  LAxJ         dx        dx 

Statt  -r; —  schreibt  man  einfacher  u^ 
dx 

und      „     -r—        «  „  „  v^ 

ClX 

dy 
Also  auch  -V—  =  u^  +  v^  oder  auch  =  f^(x)  +  ?'(x). 

dx  X   ^     1     f    V 

IL)  Die  Ableitung  kann  in  derselben  Weise  durchgeführt 
werden  für: 

y  =  u  —  T  =  f  (x)  —  ?>  (x) ,  wo  auch  wieder  sowohl  u  eine 
Funktion  von  x  ist,  als  auch  v. 

y  ist  jetzt  gleich  der  Differenz  beider;  folglich  auch: 

Ay  =  Au  —  Av, 


Der  D.Q.  für  die  Different. 


T 


/ 


Ableitnng  des  D.Q.  für  die  Somine  zweier  nicht  lineBrea  Fanktionen  von  i. 

woraus  dann: 

-^  =  y'  =  tga  =  ^i -^ —  =  u'  —  v'  =  rix)  —  (p'{x). 

dx  dx        Öx  V  ^       T  \  / 


Lehrsatz:  Der  D.Q.  einer  Summe  von  Funktionen 
derselben  Teränderliehen  Ist  glelcli  der  Summe  ans 
den  D.Q.  der  einzelnen  Funktionen.  Entsprechend  für 
die  Differenz. 


Ergänzung:   Der  Lehrsatz  gilt  auch  noch  fUr  eine  beliebige 
Anzahl  von  Summen.     Also  ist  für: 

y  =  f.(i)  +  f,  W  +  f.  (i)  +  t. (,)  +  ..  .  f.(i) 
,'  =  lg  a  =  f,'  (x)  +  f/  (x)  +  f/  (,)  +  V  (i)  +  .  .  .  f.'  (.). 

Beispiel :  Es  sei : 

y  =  u  +  v  +  w  +  z  =  8x  — 2x  +  5i  — 9i, 

dMn  ist -^  =  j' =8-2  +  5-9  =  + 2. 


ix. 

dx  ■ 
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Dasselbe  ergibt  sich,  wenn  wir  y  ausrechnen;  es  ist 
y  =  8x-2x  +  5x-9x  =  2x.     Folglich  f  =  2  (wie  oben). 

Zusatz:  In  ganz  gleicher  Weise  kann  man  graphisch  die 
Ableitung  machen  auch  für  den  Fall,  wo  u  und  v  keine  linearen 
Funktionen  von  x  mehr  sind  (Abb.  93). 

y  =  U  +  V  =  f(x)  +  (p(x). 

Auch  hier  ist  an  Irgendeiner  Stelle :  Ay  =  Au-f-^v, 

A  y        Au        A  V 

also  -T-=^  =  -7 h  -7 —  und  an  der  Grenze : 

Ax        Ax        Ax 


dy_dudv 
d  X         d  X         dx 


Beispiele  :1.)       y  =  x  +  x  =  2-x 


dx 


=1+1=2 


2.)       y  =  2x  +  x  =  3x 

4^=2+1=3 
dx 

3.)       y  =  3x  +  2x  =  5x 

4.)       y  =  5  X 
_dy 
dx 


I 


-2x  =  3x 

=  5-2  =  3. 


Welche  Regel 
ergibt  sich? 


Mit   Hilfe   dieser   einfachen   Beispiele   bereiten   wir    das    im 
folgenden  Abschnitt  Gesagte  vor. 


§  34.    Vielfaches  (Faktor). 

y  =  +  a  X       .-^  =  y  =  iga  =  +  a. 

Lösung :  I.)  y  =  +  a  •  x  sagt  uns ,  daß  die  y-Werte  überall 
a  mal  so  groß  sind  als  die  entsprechenden  x- Werte.  Wir  erhalten 
als  Schaubild  eine  gerade  Linie,  welche  durch  den  Achsenschnittpunkt 

geht,    a  sei  irgendeine  positive  Zahl,  z.  B.  =  — ;  1,5;  2;  3;  6  usw. 


§  84.    Der  D.Q.  für  ein  Vielfachee  v 


Dsnn  wird  die  Tangente  des  Neigungswinkels  : 
durch  die  Gleichung: 

tga  =  -^;   1,5;  2;  3;  6. 


angegeben 


Allgemein  also  tg  a  =  -|-  a. 

Jeder  Änderung  von  x  entspricht  eine  a  mal  so  große  Ände- 
rung von  y.  FOr  irgendeinen  Punkt  der  Geraden  verhält  sich 
das  Wachstum  von  y  zu  demjenigen  von  x  wie  a :  1 ,  so  klein 
vrir  auch  den  Zuwachs  von  x  wählen;  demnach  gilt: 


=  y'  : 


=  +  a 


Rechnerisch  für  y  =  -}-  a  -  x. 

Zu  s  gehört  y  ^  a  ■  x  | 

,    Xi  =  (X  +  A  x)      ,      ji  =  a  ■  Xi  =  a  ■  (X  +  Ä  x)  J 


dx 


=  hm    ^ — ^     =  hm    '     ,    ■    : = 

,.    ra-AxT        ,.    ^^x~\        , 

=  lim  I  — T I  =  a  ■  hm  I  -r —  I  =  a  ■  1  =  a. 


Duitellang  de 

Sntaprechen 

t  FuDttion  y  =  Bx  un 
d  gehört  zu: 

d  ihCBt  Differenlialltiirve  j 

=  +  s. 

y  = 

dx 

=  y'  =  tga=-a. 

1.  Beispiel:  j  =  3x  ...-ji-  =  j'  =  lg«i  =  +  3  (Abb.  94). 
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Man  sieht  deutlich,  daß  jedem  Zuwachs  von  x  der  dreifache 

Zuwachs  von  y  entspricht. 

dy 
2.  Beispiel :  y  =  —  5  x  .  .  .  -~-  =  y ^  =  tg  a  =  —  5  (Abb.  95). 


Abb.  95. 


Darstellung  der  Funktion  y  =  —  5  x  und  ihrer  Differentialkurve  y'  =  —  5. 


Zusatz:  Auch  für 


y  =  ax  +  c     ist 


und  für 


dy 
dx 


=  y 


/  — 


tga  =  a 


i_  dy         ,       . 

y  =  — ax  +  c  „      -^  =  y^  =  tga  =  — a. 


Denn  y  =  ax  +  c      ist  parallel  zu  y  =  -f-  ax 
und      y  =  — ax  +  c„         „  „    y  =  —  ax. 

Daraus  folgt,  daß  die  additive  Konstante  auch  hier  keinen 
Einfluß  auf  den  Differentialquotienten  hat. 


Lehrsatz:  Der  Differentialquotient  eines  Yielfacben 
aus  einer  Konstanten  mit  einer  Funktion  von  x  ist  gleich 
dem  Produkt  ans  dieser  Konstanten  mit  dem  Differential- 
qaotienten  der  betreifenden  Funktion.  Der  konstante  Fak- 
tor tritt  also  stets  v^ieder  im  Differentialquotienten  un- 
verändert auf. 


^tj- 
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Weitere  Beispiele: 

1.)      y  =  5-(3x-7)  =  5-f(x), 
dy 


dx 


=  5-f'(x)  =  5-(3-0)  =  15; 


2.)      y  =  a-(bi  +  cx  —  dx  +  e), 

4f  =  a-(b  +  c-d). 
dx 


§  35.   Produkt. 

=  u  V  +  V  •  u^  =  f  (x)  •  (p^(x)  +  (p  (x)  •  l^(x). 

Lösung:    y  =  u-v   sagt  uns,    daß   an  irgendeiner  Stelle  j 
erhalten  wird  durch  Multiplikation  des  betreffenden  u  mit  dem 


Abb.  96. 


4/ 


-X- 


1 


<«3J> 


-^ 


k4T« 


AU 
U 


X 


Ableitung  des  D.Q.  für  das  Produkt  zweier  Funktioiien  von  x. 

betreffenden  v.     Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Regel  für 
Yerschiedene'  Abszissen   und  Auftragen    der  gefundenen   y- Werte 
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erhalten  wir  die  y-Kurve  (Produktkurve;  z.  B.  Leistungskurve  für 
einphasigen  Wechselstrom  bei  induktionsfreier  oder  induktiver 
Belastung). 

y  =  u  •  V  stellt  eine  rechteckige  Fläche  dar.  Da  sowohl  u 
abhängig  von  x  ist,  als  auch  v,  so  muß  natürlich  auch  das  Pro- 
dukt beider,  nämlich  y  abhängig  von  x  sein.  Wächst  demnach  x 
um  Ax  auf  Xj,  so  wächst  u  um  Au  auf  u^,  v  um  Av  auf  v^ 
und  y  um  Ay  auf  y^. 

Wir  wollen  den  einfachsten  zeichnerischen  Fall  betrachten, 
wo  u  und  V  lineare  Funktionen  von  x  sind  (Abb.  96). 

Um  für  irgendein  x  und  x^  die  Flächen  y  =  u  •  v  und 
Ji  —  ^1 '  ^1  =  (u  +  Au)  •  (v  +  A  v)  darzustellen,  sind  in  Abb.  96 
von  A  aus  die  Ordinaten  u  und  v,  ebenso  (u  +  A  u)  und  (v  -f  A  v) 
lotrecht  bzw.  wagrecht  abgetragen  und  die  betreffenden  Recht- 
ecke konstruiert. 

Der  Zuwachs  der  Fläche  y  ergibt  sich  direkt  aus  der  Abb.  96. 
Es  ist: 

y^  =  y  +  Ay  =  (u  +  Au)  .  (v  +  A  v)  = 

=  u-v-f-u-Av  +  v-Au  +  Au-Av 

=    y    +  Zuwachs. 

Also :  Zuwachs  Ay  =  u-Av  +  v-Au-|-Au-Av. 

Um  das  ZuwachsTerhältnis  zu  bekommen,  müssen  wir  beider- 
seits durch  Ax  dividieren,  denn  wir  wollen  ja  wissen,  in  welchem 
Maße  sich  y  mit  +  wachsendem  x  ändert;  demnach: 

I  Ay  __       Av    ,         Au        Au-Av 

\  T7"""""Äir"^^*"ÄT"^     Ax 


und  an  der  Grenze: 

d 
dx 


y=iimr^i=iimru.Aii+iin.rv.^i+iimr^^ 

X    4x  =  oLAxJ    zix  =  oL     AxJ    dx  =  eL     AxJ   'jx  =  oL    Ax    J 


dv     ,         du    ,    du     . 
dx  dx        dx 

=  0 
dy     ,         du         ,      . 

dx    '         dx 

Anmerkung:  Das  dritte  Glied -:; —   dv  auf  der  rechten  Seite 

dx 
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fällt  weg,    da  an  der  Grenze  der  endliche  Wert  -^ —  mit  der  un- 

dx 

endlich  kleinen  Zahl  dv  multipliziert  wird,  also  =  0  ergibt. 

Zusatz:   Die  Ableitung   ist  zeichnerisch  ebenso  einfach, 
wenn  u  und  y  keine  linearen  Funktionen  von  x  mehr  sind. 

Rechnerische  Ableitung:  y  =  u  •  v  =  f  (x)  •  y  (x). 

Zu    irgendeinem   x    gehört  u  =  f  (x)   und   v  =  y  (x),    also 
y  =  f(x)-y(x). 

Zu  Xi  =  (x  +  Ax)  gehört  u^  =  f  (x  +  Ax)  =  f  (x^) 
und  Vi  =  y  (x  4"  Ax)  =  y  (xi),  also: 

y,  =  f  (x  +  Ax)  •  ?  (x  +  Ax)  =  f  (xj)  •  tp  {x,). 

Demnach: 

ix 


=  lim  \^ ^1  =  lim  r 


X,  —  X 


] 


Jetzt   wird   im  Zähler   f  (x)  •  y  (x^)   addiert   und   subtrahiert, 
dann  ergibt  sich: 
dJL  ^  ji^  rf(x,)>y(x,)-f(x)-y(xi)  +  f(x)-y(x,)-f(x)-y(x)1  ^ 

=  9(X)    f(x)  +  f(x)    ?MX)  =  U     l^  +  T    -J^. 

(Einfacher  statt  f  (x)  den  Wert  u,  f  (xJ  =  (u  +  Au)  usw.,  so 
ergibt  sich  dann  dieselbe  Ableitung  wie  bei  der  Zeichnung.) 


Lehrsatz:  Der  Differentialqaotient  aus  dem  Produkt 
zweier  Funktionen  derselben  Teränderliehen  ist  die  Summe 
zweier  Produkte,  nämlich  gleich: 

dem  D.Q.  der  1.  Funktion  mal  der  unreränderten 
2.  Funktion  selbst 
+  dem  D.Q.  der  2.  Funktion  mal  der  unveränderten 
1.  Funktion  selbst. 


Beispiele: 
1.)     y  =  (2i  +  3)-(5x-9)  =  f(i)-?.(x) 


dx 


=  y'  =  lg  a  =  2  •  (5x  —  9)  +  5  •  (2x  +  3)  = 

=  lOx  -  18  +  lOx  +  15  =  20x  -  3; 


dx  ■ 
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2.)      y  =  (3x-5)-(2x  +  7)  =  f(x).?>(x) 

i^l  =  y/  =  tg  a  =  3  •  (2x  +  7)  +  2  •  (3x  -  5)  =  12x  +  11 ; 

3.)      y  =  (8x4-5)-(7-3x)  =  f(x)-?>(x) 

ix  =  y/  =  tga  =  8-(7-3x)  +  (-3).(8x  +  5)  =  - 48x4-41; 
(Ix 

4.)      y  =  x-(3x-5)  +  7xv(2x  + 1) 

iil  =  y/=i.(3x_5)4.3.x^_7.(2x  +  l)  +  2-7x  = 
=  3x-5  +  3x  +  14x  +  7  +  14x  =  34x  +  2; 

5.)      y  =  (2  X  -  4)  ■  (^i- X  +  3)  -  (|- X  -  5)  •  (3  X  +  2) 
y'  =  2-(yX  +  3)  +  i-.(2x-4)  + 

-[|.(3x  +  2)  +  3.(|-x-5)]  = 

=  x  +  6  +  x-2-2x-4--2x  +  15  =  -2x+ 17-|-. 

Mit  Hilfe   der  Produktenregel  lassen   sich  jetzt  auch  schon 
die  einfachen  Potenzen  differenzieren,  z.  B.  x^,  x^,  x*  usw. 
Beispiele: 

1.)      y  =  x^  =  X  •  X,  also  : 

dv 

4^=  lx4-lx  =  2x; 
dx 

2.)     y  =  x^  =  x*-x, 

4^  =  2x   x+ 1    x«  =  3   x^ 
dx 

3.)      y  =  X*  =  x^  •  x^  oder  =  x^  •  x, 

4^  =  2x-x2  +  2x.x2=:4x3; 
dx 

4.)      y  =  3  .  X*  =  3  .  (x*)  oder  =  3x  •  (x^), 

A^  =  3  .  (x3)  +  3x2  .  3x  =  12x3  =  3  .  ^^s 

dx  ^  ' 

Faktor  3  erscheint  wieder  im  D.Q. 
Es  ergab  sich  also  zu: 

—     2  dy  _ 

•^  dx      - 
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y  =  xä 4^  =  3-x«, 

dx 

V  =  X*       .       — ^  ==  4  •  x^ 
^  dx  ' 

y  =  3.x^.  .4^  =  3.4x3. 

dx 

Welche  Regel  ergibt  sich  hieraus? 

Antwort:  Der  Exponent  von  x  tritt  im  D.Q.  als  Faktor 
auf;  der  Exponent  des  D.Q.  ist  um  1  kleiner  als  der  Exponent 
der  gegebenen  Funktion. 

§  36.  Quotient  (Bruch). 

du             dv 
Y r— •  u 


•  u        f  (x)  dy         ,      .  dx  dx 

y  =  —  =    ;  V  . . .  -T^  =  y^  =  tg  a  = = 

*^       T        y(x)  dx       -^         ®  Y* 

^  n/.y  — Y^.g        r(x)y(x)  — yMx)f(x) 

"  Y«  -  [^.(X)]'^ 

Lösung:  Da  wieder  sowohl  u  eine  Funktion  von  x  ist,  als 
auch  V,  so  muß  auch  y  eine  Funktion  von  x  sein  (A.bb.  97). 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  y  =  -—  folgt,  daß  . . .  u  =  y  •  v  ist. 

Wir  haben  also  den  Quotienten  auf  ein  Produkt  zurück- 
geführt, u  vertritt  hier  dieselbe  Rolle  wie  y  unter  §  33.  Wir 
können  also  u  als  rechteckige  Fläche  ansehen.  Ableitung  dann 
genau  so  wie  beim  Produkt;  bloß  werden  y  und  u  gegeneinander 
vertauscht. 

Wächst  X  um  Ax  auf  x^,  so  wächst  die  Fläche  u  um  Au 
auf  u^.   Aus  der  Abbildung  ergibt  sich  der  Zuwachs  der  Fläche  u  zu : 

Au.=  v-Ay-{-y-Av4"^Y-Ay, 

also  das  Zuwachsverhältnis : 

Au  __        Ay  Av        Av-Ay 

TT"  ^*  AT  +  ^'"ÄT"^        Äi~~ 

Der  letzte  Ausdnrqk  wird  an  der  Grenze  wieder  =  0;  es  bleibt: 

Au    ■       '    Ay     ,      "    Av 


Ax  Ax        "^     Ax  " 
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Hieraus  ergibt  sich  nun: 

Ax 


Au 

Ä7 


y 


Aj^ 
Ax 


u 


oder  indem  wir  für  y  dessen  Wert  -^  einsetzen : 


Au 


u 

Y 


Ax 


Ay  _    Ax 
Ax  ~"  V 

Jetzt  die  Zähler  des  Bruchs  gleichnamig  gemacht: 


Au 

Ay  __     Ax 


V 
V 


u 

V 


Au 
Ax 


V  — 


Ax 


Abb.  97. 


u 


Zur  Ableitung  des  D.Q.  eines  Bruchs. 


Gehen  wir  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  wir  Ax  unen 
klein  werden  lassen,  so  werden  auch  gleichzeitig  (s.  Abb.  97) 
Au  und  Av  unendlich  klein,  und  es  ergibt  sich: 


dx 


dg 
Ayl _     dx 


dx  =  oLAx  J 


dv 

Y ; U 


dx 


2 


=  y/  =  tg  a. 
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f(x) 


Rechnerische  Ableitung  für  y  =  —  =  — ^. 


Zu 


gehört  y   = 


u 


Xj  =(x  + Ax) 


n  +  Au 

V  +  Av 


folglich: 


Xj  —  X 


u  + Au       u 

Ay  V  +  Av        V 

Ax  "~  Ax 


V-  Au  —  u  •  Av 


V  '  (u  +  A  u)  —  u  •  (v  +  ^  v) 
V  •  (v  +  A  v) 


Ax 
Au 
Ax 


—  u 


Av 
Ax 


A  X  •  [v  •  (v  +  A  v)]  V  •  (v  +  A  v) 

Qehen  wir  jetzt  zur  Grenze  über,  so  ergibt  sich  ohne  weiteres 

du 


=  114-^1  = 

Jx  =  oLAxJ 


dx 


dv 

V ; U 


dx 


=  y^  =  tg  a. 


dx  ~jr='oLAxJ  ~  Y* 

Setzen  wir  u  =  f  (x)  und  v  =  y  (x),  so  erhalten  wir  die  all- 
gemeinere Schreibweise: 

dy  _  y(x)   (p(x)  — y^(x)f(x)  _  u^v- y/.n 
dx  ""  l9(^)V  ""  V* 


Lehrsatz:  Der  D.Q.  eines  Bruchs,  dessen  Zähler  und 
Nenner  Funktionen  derselben  Yeränder liehen  sind,  ist 
gleich:  ,,[Dem  D.Q.  des  Zählers  mal  dem  unveränderten 
Nenner  weniger  dem  D.Q.  des  Nenners  mal  dem  unver- 
änderten Zähler^],  das  Ganze  dividiert  durch  das  Quadrat 
des  Nenners. 


Beispiele : 

1-)    y  = 


f(x) 


,  also 


dy 
dz 


x  +  1  f(x) 

3-(x  +  l)-l-(3x-5)  _ 

(x  +  1)»  -  u  +  iy. 

4-5x     _ 


f  fx)  =  (3x  -  5);  f'(x)  =  3 

I  y(x)  =  (x+l);     ?'(x)=l, 

8  . 

=  tga; 


'■^     y  =  -3  +  2x' 

dy        -5-(3  +  2x)-2-(4-5x)_       -23       _  ,^  _ 
dx  ~  (3  +  2x)«  (3  +  2x)«         ^    ' 
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^•^      y  = ■■ 37+2 =  2x»-5x. 

Die  Division  geht  auf;  deshalb  wollen  wir  zunächst  nach 
der  Quotientenregel  differenzieren.  Alsdann  differenzieren  wir  das 
Ergebnis  der  Division  (2x*  —  5x).  Es  muß  in  beiden  Fällen  das- 
selbe herauskommen. 

Nach  der  Quotientenregel  ergibt  sich: 

dy  <24x8  -f  12xi  —  80X  —  10) .  (8x  +  «)  —  3  •  (6x*  +  4x8  —  I5x«  —  lOx) 


dx 


(3x  +  2)2 
72x*+  a6x»  — 90x3  — 80  x-f  48x3 +  24x«  —  60x— 20  — 18  X*  — 12x8  +  45x2  + SOx 


64x*  +  72x8  —  21x3  —  60x  —  20 
9x2  +  12x  +  4 

Es  war  aber  auch: 


9xJ  +  12x  +  4 
=  6x2  —  5  =  7'  =  t§ra. 


dy 


y  =  2x'  —  5x,  woraus  sofort  -j^  =  6x*  —  5  =  y'  =  tg  «. 


(Also  genau  wie  zuerst!) 


§  37.   Potenz, 
dy 


dx 


y'  =  tga  =  n  •  x"~* 


dx 


=  y^  z=  tg  a  =  a  •  nx 


B  — 1 


Lösung:  Wir  haben  schon  die  ein- 
fachen Potenzen  x^  x^  x*  und  a  •  x*  mit 
Hilfe  der  Produktenregel  behandelt. 

I.)  Die  2.  Potenz  läßt  sich  auch 
sehr  einfach  graphisch  behandeln. 

y  =  x^  sagt  uns,  daß  y  die  Fläche 
eines  Quadrats  ist,  dessen  Seitenlänge 
=  X.  —  Wir  zeichnen  also  ein  solches 
Quadrat.  —  Wächst  jede  Seite  x  um 
Ax  auf  X],  so  wächst  die  Fläche  y  um 
Ay  auf  Yy  Der  Zuwachs  von  y  ergibt 
sich  aus  der  Abb.  98  zu: 

Ay=:x-Ax  +  x-Ax  +  Ax*  =  2x-Ax  +  Ax^ 

Also  das  Zuwachsverhältnis: 

Ay 


Zur  Ableitung  des  D.Q.  der 

2.  Potenz  der  unabhängigen 

Veränderlichen. 


Ax 


=  2x  +  Ax. 
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Gehen  wir  zur  Grenze  über,  so  ergibt  sich: 

dx     4x  =  oLAxJ  '  -^         '^      früher!). 

IL)  Die  3.  Potenz. 

y  =  x*  sagt  uns,  daß  y  der  Kubikinhalt  eines  Würfels  ist, 
dessen  Eantehlänge  =  x.  Wächst  jede  Würfelkante  x  um  Ax 
auf  Xj,  so  wächst  der  Kubikinhalt  y  um  A  y  auf  y^. 

Es  ist  y^  =  Xj^  oder: 

yj  =  y-|- Ay  =  (x  + Ax)»  =  x3  +  3x2.Ax  +  3x- Ax«  +  Ax3. 
Also,  da  sich  y  gegen  x'  hebt: 

Ay  =  3x«-Ax  +  3x-Ax«  + Ax»; 
beiderseits  durch  Ax  dividiert: 


Ay 


=  3x«  +  3xAx-f  Ax^ 


Ax 

wird  jetzt  Ax  =  0,  so  ergibt  sich: 

4^  =  lim  (4^)  =  3x«  +  3x .  0  +  0«  =  3x2  =  y/=  tga. 

dx     jx  =  o\Ax/ 

III.)  Die  n*®  Potenz:  y  =  x*^. 

Wächst  hier  x  um  Ax  auf  x^,  so  wächst  y  um  Ay  auf  y^.  — 
Es  ist  yi  =  x^^  oder  y,  =  y  -f-  Ay  =  (x  +  Ax)^  ...  nach  dem 
Binomialsatz  ergibt  sich: 

y^.  Ay=?  +  n-x'^-^'Ax^+  "' i"7^^  •x'^-^-Ax^H- 

I     n-(n-l)>(D-2)  , 

^  1.23  ax    i-  .  .  . 

Da  sich  y  gegen  x*^  hebt,  so  verbleibt: 

Ay  =  n-x'^-^'Ax+  "  '  ^°  "T  ^\-x'^-2»  Ax^  + 

I     n»(n-l).(n-2) 

+  1.23  ax    -[-.  .  . 

Beiderseits  durch  Ax  dividiert,  ergibt: 

Ay  „i,n-(n  —  1)      „o*      i 

Ax  ^         1-2  ^  ""^ 

_nJn-2Mn-2)_ 
^  12-3  ax    -r  .  .  . 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  14 
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=  lim  (-r^l  =  nx»-*  =  y>'  =  tga. 


Gehen  wir  jetzt  zur  Grenze  über,  wo  Ax  =  0  wird,  so  fallen 
alle  Glieder  mit  dem  Faktor  Ax  weg  und  es  folgt: 

dx 

Zusatz:  Ist  der  Binomialsatz  nicht  bekannt,  so  kann  man 
auch  durch  direkte  Division  zu  diesem  Ergebnis  gelangen.  — 
Denn  es  ist: 

yi  =  Xi^J  Ax        Xj— X  Xj— X 

Führt  man  die  Division  aus,  so  ergibt  sich: 
A  V         X  ^  —  x^ 

-T^  =  -^ =  X«~l+X,^-2.X  +  X.«-3.x2  +  X,^-^-x3  +  .-- 

Ax        x^    —  X  ^  ^  '     ^  '     ^  ' 

Wird  nun  Ax  =  0,  d.  h.  x^  =  x,  so  ergibt  sich  für  den 
Grenzfall,  da  rechts  n  Glieder  sind: 

4^  =  lim(-^Wx»^-i  +  x^-i  +  x^-i+x«-i  +  ...  =  n-x^-^ 
ax     Ax=  o\  ^x  / 

IV.)  y  =  a  •  x^. 

Ist  die  Potenz  von  x  noch  mit  dem  Faktor  a  versehen,  so 
geht  dieser  unverändert  in  den  D.Q.  über;  denn  wir  bekommen 
jetzt  einfach: 

Ay        a-x,^  — a-x»  x,"  —  x^ 


Ax  Xj  —  X  Xj  —  X 

=  a  •  [x^'^-i  -f  Xj«-2 .  X  +  x,^-3 .  x2  +  Xi^-^  •  x3  +  .  .  .]. 
Also  im  Grenzfall: 

dy 

dx  J         ö 

Ergänzung:  Ein  konstanter  Summand  hat  auch  hier  keinen 
Einfluß  auf  den  D.Q.,  denn  er  bedeutet  lediglich  eine  Parallel- 
verschiebung der  Kurve  in  Richtung  der  y- Achse,  so  daß  also 
das  Steigungsmaß  an  allen  Stellen  dasselbe  bleibt. 


Lehrsatz :  Eine  Potenz  der  Veränderlichen  wird  diffe- 
renziert^ indem  man  ihren  Koeffizienten  (oben  a)  mit  dem 
Fotenzexponenten  n  multipliziert  und  den  Exponenten 
selbst  um  1  vermindert. 
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In  sehr  einfacher  Weise  läßt  sich  auch,   wie  schon  für  die 
fachsten  Fälle   gezeigt,   der  D.Q.    der  Potenz   aus   dem  D.Q. 
es  Produkts  ableiten.  —  Hierfür  noch  einige  Beispiele: 
y  =  (2x)  •  (4x)  .  .  .  nach  der  Produktenregel: 

||-  =  2.(4x)  +  4.(2x)  =  16x. 

Multiplizieren  wir  die  Klammern  aus,  so: 
y  =  8x*  .  .  .  nach  der  Potenzregel: 

4^  =  8  •  2x«-i  =  16x  (wie  oben). 
dx  -^ 

y  =  (8x*)  (3x)  =  24x*;  nach  der  Produktenregel: 
-|^=16x-(3x)  +  3(8xä)  =  '72x2  oder  direkt: 

dy 


dx 


=  24-3x»-i  =  72x«. 


y  =  (24 X*)  •  (8x^)  =  192 x^;  nach  der  Produktenregel: 
^  =  72x«-(8x«)4-16x-(24x»)  =  960x*  oder  direkt: 

dy 


dx 


=  192 -5x5-»  =  960- X*. 


Übungsaufgaben.     Differenziere  folgende  Funktionen : 


y     3x 

..y    3 

y  —  5x 

..y'     5 

y--2x 

..y'--2 

y  —  ax 

•  •  y'  —  a 

y-p-x  +  q    .     .     .     . 

•  •  y'  -  p 

y  =  —  mx  +  n      .     .     . 

•  •  y'  —      m 

a           • 

y=  ^  -x  +  c  .     .     .     . 

••y'=b- 

y-3x« 

..y'_6x 

y  — 5x* 

.  .y'-lOx 

y--2x^  .    .    .    .    . 

.  .  y'=       4x 

y  —  X*  —  5x    ,     .     .     . 

..y'-2x       5 

y  =  2x«      3x  +  7    .     • 

..y'  =  4x       3 

y  =  8  — 2x  — X«.     .     . 

..y/__2-2x      -2(x+l) 

y-       12  +  4x      6x«  . 

..y^=4       12x  =  4-(l       3x) 

y  =  ax*  +  1>3C  +  c    .     . 

.  .y'  =  2ax  +  b. 

212     m*  Kapitel:  Differentialquotienten  fOr  die  algebraischen  Funktioseii. 


c)   y  = 


y  = 


y  = 


3 

2 
5 

X   . 

t           • 

2     s 
5^ 

+ 

4 
5 

X  - 

-20  . 

10 

3 
4 

x^ 



5 
2^    • 

d)   y 

y 


y  =  — 

y  = 

y  = 


y  = 


y  = 


e)    y  = 


y  =  -ö-x 


2  -^-yx3-3x^+4x+5 


y  =  a-|-b'X+c-x*+d-x'-|-e-x* 


f) 

y  - 

:(33 

c-5) 

•(7x  +  S) 

y  - 

:X*. 

r« 

3x) 

•                 • 

y  - 

x3. 

(5x- 

-2) 

•                 • 

y  - 

(x* 

3) 

.(4- 

-3xS) 

y  - 

(x^ 

+  5) 

.(x^ 

-5) 

y  - 

3x 

•(x3- 

-x« 

+  4x) 

y  -^ 

(X3 

-3x«+5x- 

-7)-rx« 

+4x 

6) 


•  y'  =  ^x--r- 


2 
5 


f  = 


4         4       4 

-x+^=-(.+l) 

y'  =  -T^  +  T  = 

=  -^-(5-3x). 


/ 


2x»       y' 

—  x'  .  "V' 

3**»  •  •  •  •  •  •  •  •••7 

2     ,  , 

5-^       y 

ax^  +  b y^ 

4x3_6x2  +  12x-7      .     .  .  .  y^ 

-^x^ —  x2-f4x  —  11.     ...y^ 

25  -    -g-X+yX2  — — x3.        .    .    .  y^ 

—  X*  — — x2  V^ 

8^^  *         ^*  •  •  •  •  •  •••7 

4  "^ 


=  6x* 


i 


i 


5 
3ax* 

12x«  — 12x  +  12= 

12  •  (x«  -  X  +  11 


2 
1 


x»- 


-X  = 


=  y(x»-83c) 


.  .  j^  =  6x^  —  4x*  + 

-6x  +  4 

.  .  y^  =  b  •+  2  •  c  .  X  + 

+  3.d.x2  +  4.e'X'. 

y^  =  42x-26 
y^=  16x  — 9;[2 

y^  =  20x»  — 6x2 
y^=  — 12x8+26x 

y^  =  4x^ 

y^=  12x3  — 9xH  2*^ 


r/    


5x*  +  4xH 


69x2+  122  X- 108- 
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)    y  =  —  =  a  •  x""^ y^  =  a  •  (—  x~^)  =  — 


4 


X  "^  x^ 

y  =  --— T-  =  -r-x   ^.     ...y^  =  — -•  —  3x   *)  = ; — 

J         4x^        4  •'4  ^  4x 

__a_  ,_  O-f(x)  — F(x)'a__      a-i^(x) 

^~T(^ ^"  [t(x)]^  "      [f(xjp 

_  8 

y-   2x2  — 4x      •     ' 
7x-5 


y  = 


,       8-(4x-4)  _ 
■■■*'        (2x»      ix)» 

8-(x-l) 

(X*     ax)*! 

25 

TT        — ^                                         ,._.,..__ 

••■•''  ~  (5      2x)« 

•  •  •  y'     +1 

5-2x      •     •     • 
_   x^  —  1 

^  ~    X  +  1        •     •     • 

x*  + 10x^  +  25  ,      ^ 

y  = 4— i — r ...y^  =  2x 

^  5  -f  xV 

_  (5x-2)(8-3x)  ,_  15x2-120x  +  168 

^~  4-x  •••y  -  (4-x)« 

0x2(x3  — 3x  +  5)  ,       24x3  +  54x2—114 


2 


^  2x^  +  3x2  '^  (2x  +  3) 

-7x2.(3x-9)  ,      ., 

y  = g— 3i ..    /=14x 

2x^-3^2  ^_  2x2+  12x-3 

^~"    x2  +  3x        ^  "         (x  +  3)^ 

§  38.   Anwendung  auf  die  wichtigsten  Bewegungs- 
gesetze. 

Zu  irgendeiner  Bewegung  eines  Massenpunktes  ist  Zeit 
nötig.  —  Daher  kann  man  allgemein  sagen:  Der  zurückgelegte 
Weg  ist  eine  Funktion  der  Zeit.  Ist  nun  irgendein  solches  Weg- 
seitgesetz zunächst  für  die  geradlinige  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes  gegeben  (Weg  =  s,  Zeit  =  t),  z.  B. 

s  =  3t2-5t  +  12  =  f(:t), 

^0  läßt  sich  dieses  Gesetz  graphisch  darstellen.  Setzen  wir 
^  =  y  und  t  =  X,  so  erscheint  das  gegebene  Gesetz  in  einer  wohl- 
bekannten Form:  y:=3x2  —  5x+12.  —  Aus  dem  graphischen 
Bild  ist  ersichtlich,  wie  sich  der  Weg  von  Moment  zu  Moment 
tadert.    —  Wir  tragen    die   t -Werte    wagrecht    und   die   dazu- 
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gehörigen  s -Werte  senkrecht  auf.   (Man  verwechsle  die  entstehende 
Kurve  ja  nicht  mit  der  Bahnlinie!) 

Wir  wollen  wissen,  welche  Geschwindigkeit  der  Punkt  in 
irgendeinem  Angenbliclt  hat,  d.  h.  welchen  Weg  er  in  der 
folgenden  Sekunde  zurücklegen  würde,  wenn  er  seinen  augen- 
blickliehen Bewegungszustand  dauernd  beibehielte. 

Legt  er  z.  B.  in  At  =  —ttTtT  Sek.   eine   Strecke   As  =  2  in 

zurück,   so  ist  seine  augenblickliche  mittlere  Geschwindigkeit: 


Vm  = 


_      Wegzunahme      _  ^s  _      2      

verbrauchte  Zeit         At  1 


100 

Nehmen  wir  beide  Bruchgrößen  oo  klein ,  dann  erhalten  wir 
den  genauen  Wert  der  Geschwindigkeit  in  dem  betreffenden 
Augenblick  zu:  

j.«i»  •  •  •  •  • 


Satz :  Die  augenblickliche  Geschwindigkeit  ist  ganz  all- 
gemein gleich  dem  ersten  D.Q.  des  Wege#nach  der  Zeit. 


Für  das  gegebene  Wegzeitgesetz  folgt: 

,  =  11  =  6.-5 

(=  Tangente  des  Neigungs-<^  a  der  Wegkurve!) 

Auch  dieses  Gesetz  läßt  sich  graphisch  darstellen.  Aus 
dem  graphischen  Bild  (Geschwindigkeitskurve)  ist  ersichtlich, 
wie  sich  die  Geschwindigkeit  von  Moment  zu  Moment  ändert 

(Setze,    wenn   nötig,    wieder  v  =  y   und   t  =  x   und   beachte  die 
Änderung  von  y  mit  x,  d.  h.  von  v  mit  t.) 

Diese  Änderung  der  Geschwindigkeit  im  Tergleich  zur 
verbrauchten  Zeit  nennen  wir  die  augenblickliche ,  mittlere  86- 
schleunigung  (oder  Verzögerung).     Wir  definieren  demnach: 

Tir-xxi        Ti      1-1        .  1-  Geschwindiffkeitszunahme       A^ 

Mittlere  Beschleunigung  bm  = j — ^-r-; — tt-- =  TT 

verbrauchte  Zeit  üt 
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m 

Erst  wenn  beide  Bruchgrößen  oo  klein  werden,  erhalten  wir 
en  genauen  Wert  der  Beschleunigung  für  den  betreifenden 
Lugenblick,  also: 


2.) 


*^  =  -dr  =  ^ 


Anmerkung!  Für  unser  besonderes  Beispiel  ist  es  gleich, 
ob  wir  zur  Berechnung  von  b  die  Größe  At  oder  dt  einsetzen, 
weil  die  Kurve  für  v  eine  Gerade  ist. 


Satz:  Die  augenblickliehe  Beschleunigung  ist  ganz  all- 
gemein gleich  dem  ersten  D.Q.  der  Geschwindigkeit 
nach  der  Zeit. 


Da   aber   v  =  — r— ,    so   ist  dv  =  d(-^r-~|;    demnach   auch 

dt  \  dt  / 

durch  Einsetzen  in  2.) 


3.) 


dt 


m 


dt 


"  dt^  ^^ 


Satz:  Die  augenblickliche  Beschleunigung  ist  auch  ganz 
allgemein  gleich  dem  zweit  en  D.Q.  des  Weges  nach  der  Zeit. 


Man  stelle  das  eingangs  angenommene  Wegzeitgesetz: 

s  =  3t2-5t  +  12 

graphisch   dar;   dazu  in  das  gleiche  Achsenkreuz  die  Kurve  für: 

ds 
v  =  — —  =  s^  =  6  •  t  —  5;   ebenso  die  Kurve  für: 
dt 

b  =  4L  =  s"  =  6. 
dt 

Es  ergibt  sich  für  s  eine  Parabel,  deren  Ordinaten  für  jeden 
beliebigen  Zeitpunkt  sofort  den  zurückgelegten  Weg  angeben. 
2.  B.  wird  für  t  =  0  .  .  .  s  =  12,  d.  h.  in  dem  Augenblick,  wo 
die  Beobachtung  beginnt,  hat  der  Punkt  schon  einen  Weg  von 
12  Einheiten  zurückgelegt. 
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t=l 
s  =  +  10 


2 
+  14 


3 

+  24 


4 
+  40 


5  . . .     ergibt 
+  62  usw. 


Für  v  =  s^  =  6t  —  5    ergibt  sich  eine  Gerade,   welche  die 
Ordinatenachse  bei  —  5  schneidet;  es  wird  für: 


t  =  0 
v  =  —  5 


1 

+  1 


2 

+  7 


3 
+  13 


4 
+  19 


+  25  usw. 


Deutung ! 


Die  Geschwindigkeit  wird  also  von  Sekunde  zu  Sekunde  um 
6  Einheiten  größer;  das  deckt  sich  mit  dem  Wert  für: 

b  =  s^^  =  +  6  =  Parallele  zur  t- Achse  im  Abstand  -f"  ö. 

Das  Bewegungsgesetz  stellt  demnach  eine  gleichförmig  be- 
sehlennigte  Bewegung  dar. 

Die  Gleichungen  1,  2  und  3  gelten  aber  auch  für  un- 
gleichförmig beschleunigte  (yerzögerte)  Bewegungen,  sie  gelten 
allgemein. 

Man  prüfe  dies  an  folgendem  Wegzeitgesetz: 


8  = 


V  = 


-^t^  —  3-t^  +  14t  (graphische  Darstellung);  dazu: 
ds 


dt 
dv 


=  s^  =  t^  -  6t  +  14  =  f  (t)  . . .  (graphisch), 


b  =  -r—  =  s^^  =  2 1  -  6  =  (p  (t)  . .  .  (graphisch). 

Hier  ist  auch  b  eine  Funktion  von  t,  also  liegt  eine  un- 
gleichförmig beschleunigte  (verzögerte)  Bewegung  vor. 

Führt  ein  Massenpunkt  keine  geradlinige,  sondern  eine 
krummlinige  Bewegung  in  der  Ebene  aus,  so  kann  in  jedem 
Moment  die  Hauptbewegung  in  zwei  Komponenten  (Seiten- 
bewegungen) zerlegt  werden. 

Erfolgen   die   Seitenbewegungen   in   der   x-  und  y-Richtungt 

wo  das  Bewegungsgesetz  (Wegzeitgesetz)  für  die  x-Richtung  all' 

gemein   gegeben   sei   durch  x  =  f  (t)   und   dasjenige   für  die  y 

Richtung   durch  y  =  y  (t),   so  ergeben  sich  die  Seiten geschwiH' 

digkeiten  zu: 

dx        ,  dy 


Vx  = 


und  Vy  = 


dt    —   '^~  dt 

Schneiden  sich  die  x-  und  y- Richtung  unter  irgendeinem  <^  ^i 
so   wird  die  Hauptgeschwindigkeit  v  in  jedem  Augenblick  aU^ 
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geometrische  Summe  der  Seitengeschwindigkeiten  dargestellt. 
Durch  die  Rechnung  ergibt  sich  nach  dem  Cosinussatz: 

V  —  {/yx^  +  Vy^  4"  2  Vx  •  Vy  •  cos  a. 
Ist  insbesondere  a  =  90^  so  wird: 

V  =    KVX*   +  Vy^   .    .   . 

als  geometrische  Summe  auch  oft  folgendermaßen  angedeutet: 


V    =    Vx  +  Vy. 

Ist  y  der  <J  von  v  mit  der  x-Richtung,  so  gilt  noch: 


tg? 


_   Vy 


Vx 


Auf  jeden  Fall  ist  auch  hier: 


.  .  .  folgt  aus  V  =  yy^*  +  Vy*  = 


=vm) 


2 


ds 


(AlV-    l^dx'  +  dy''     _    Kds»     _ 
\dt  J  —  dt  ~       dt       ~    df 

Würde  sich  eine  Bewegung  nach  einer  Raumkurve  voll- 
ziehen, so  ließe  sie  sich  in  drei,  am  besten  rechtwinklig  zueinander 
stehende  Seitenbewegungen  Vx,  Vy  und  v^  zerlegen.  —  Dann  ist: 

,/ ds 

V  =  |/vx*  +  vy«  +  vz«  =  -J^- 

Entsprechend  ergeben  sich  die  Seitenbeschlennignngeil  für 
irgendeine  ebene  Bewegung  zu: 


b. 


d_Vx 
dt" 


m 


dt 


"*^~    dt    - 


\dt; 


dt« 


d«y 


dt  dt* 

I)arau8  folgt  die  Hanptbeschleunigung  zu: 


.=KS7w=i/(l^)V(-:;^)' 
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Für  Raumbewegung  noch: 
,  dvz  d^z  - 


. = Ksww= 1/(4^)'+  {^)'+  im' 

§  39.  Kreisförmige  Bewegung  eines  Punktes.  Winkel- 
geschwindigkeit ;  Winkelbeschleunigung. 

Macht  ein  Körper  (z.  B.  ein  Schwungrad)  eine  gleichförmige 
Kreisbewegung,  so  haben  die  einzelnen  Massenpunkte  eine  um 
so  größere  Geschwindigkeit,  je  weiter  sie  von  der  Drehachse 
entfernt  sind. 

Wir  unterscheiden  hauptsächlich  zwei  Geschwindigkeiten: 

1.)  Die  Umfangsgeschwindigkeit  v  =  Weg  eines  Punktes 
des  äußeren  ümfangs  pro  Sekunde. 

2.)  Die  Winkelgeschwindigkeit  cd  =  Weg  eines  Punktes  im 
Achsenabstand  1  pro  Sekunde. 

Sei  n  =  Drehzahl  pro  Minute, 

r  =  Halbmesser  des  Kreises,  dann  ist : 

v= —r ;   um  daraus  cd  zu  finden,  setze  man  ein- 

bO 


fach  r  =  1 ;  also : 


2x  •  n 

0)  = 


(50 


durch  Einsetzen  in  v  folgt 


V  =  r  •  ü)  I     Meistens   drückt   man   cd   als  Funktion  der 


Zeit  aus. 

Sei  T  =  Zeit    für  einen   vollen  Umlauf,   so  ist  die  Zahl  der 

Umläufe   pro  Sekunde   c  =  7=-;    ist  z.  B.  T  =  — -Sek.,   so  wird 

c  =  4-  =  10.  ! 

1 

Tö" 

n  .        n  1 

Da  nun  -r—-   auch  Umlauf  zahl  pro  Sek.,  so  gilt  -tt-  =  if' 
60  °        60         1 
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Eingesetzt,  ergibt: 


27C  1 

o>  =     _     =  2jr  • 


T 


T 


Hieraus  sieht  man,   daß  die  Winkelgeschwindigkeit  tatsäch- 

■ 

lieh  durch  einen  <J  27c  und  den  Faktor  -=-  ausgedrückt  wird. 

Hat  nun  ein  Umfangspunkt  zur  beliebigen  Zeit  t  den  <^  a 
vom  Nullpunkt  aus  beschrieben,  so  folgt  aus: 


a:  27c  =  t  :  T 


a  =  — 7p  -  •  t  =  0)  •  t 


daraus 


d.  h.:  „Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  gleich  dem  ersten  D.Q. 
des  darchlanfenen  Winkels  a  nach  der  verbrauchten  Zeit  t. 

Daraus  folgt  die  Winkelbeschlennignng  e  =  Änderung  der 
Winkelgeschwindigkeit  mit  der  Zeit  zu: 


also 


Die  Winkelbescbleunigung  =  erster  D.Q.  der  Winkelgeschwin- 
digkeit nach  der  Zeit  =  zweiter  D.Q.  des  durchlaufenen  <^  a 
nach  der  Zeit. 

Freier  Fall.   (Nur  die  Schwere  wirkt  auf  die  Bewegung  ein.) 
Aus   der  Physik   ist  das  Wegzeitgesetz  des  freien  Falls  be- 
kannt; es  lautet: 

1.)  s  =  — gt^  .  .  .  (graphische  Darstellung!) 

g  =  Erdbeschleunigung  =  9,81  m/Sek  ^. 
s  ist  proportional  zum  Quadrate  der  Zeit. 

Wie  groß  ist  nun  die  Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten 
Augenblick  ? 
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Ebenso  y  =  |Xx^  ist  identisch  mit : 
X  =  y**;  nach  Potenzregel: 


Gestürzt  .  .  .  ^  =  y'  =  tga  = „^-— ^    (wie  vorher). 

Zusatz:  y  =  a  •  \ax  +  c  ergibt: 

iy  =. l 


dx  ll-lX"xn-l     • 


Lehrsatz:  Eine  Warzel  der  Yeränderlichen  wird 
differenziert,  indem  man  die  Wurzel  in  eine  Potenz  mit 
gebrochenen  Exponenten  rerwandelt  und  dann  den  Satz 
über  die  Differenzierung  einer  Potenz  anwendet. 


Folgende  Funktionen  zu  diflferenzieren : 
1.)  y  =  2-  lXx-5-  1/ 

2.)  y  =  3-  |/x-4-  ^^x 

y  =  l.rr-rx- 

3.)  y  = 


7  = 


y  = 


3.[/x'     ■ 
5 

Kx     •     ■     • 

a+I/x 

a       Kx      ■ 

8  +  3  •  t^x 

2  4-  l^x 
a  +  b  •  l^'T 

•  • 


•  • 


IT        

2 

5 

y 

3^^^ 

^        2  • 

P^x 

y' 

10 
iTx 

v' 

1 

•   y 

15 

■'//x' 

m' 

5 

y 

18 

X  •  r  r 

■«' 

5 

y 

2x 

•l/x 

v' 

a 

y 

Kx- 

( a       IX^) « 

-u' 

9-r" 

x^  +  32 

•K^-6x 

y 

Sx- 

l^x(2 

4^^* 

v/  — 

ac 

+  bd 

4.)y  = 


^■'*  ^        c  •  iTx  -  d     ■     ■     ^  n  •  iTx"-^  •  (c  .>x - d)» ■ 
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§  41.    Die  Funktion  einer  Funktion. 

y  =  f  [?  (X)] :..  f  [z] 

4^  =  4^  .  4^  =  f/(z)  .  ^/(x)  =  y^  =  tga. 
dx         dz      dx  \  /    r \  /      j         e 

Lösung:  In  allen  bis  jetzt  behandelten  Fällen  hatten  wir  nur 
Funktionen  von  der  einfachsten  Form ;  die  unabhängige  Ver- 
änderliche X  kam  immer  nur  für  sich  allein  vor,  also  in  ein- 
gliedrigen Ausdrücken. 

Ist  aber  y  z.  B.  in  der  Form  gegeben: 

y  =  (3x2-  2x)3  oder 

y  =  I?^5x«-9     oder 

y  =  l7ax  +  b, 

so  läßt  sich  der  D.Q.  nicht  mehr  mit  Hilfe  der  einfachen  Potenz- 
oder Wurzelregel  bilden.  In  solchen  Fällen  —  und  diese  treten 
zu  allermeist  auf  —  muß  erst  eine  kleine  Umformung  vor- 
genommen werden. 

Behandeln  wir  das  erste  der  obigen  Beispiele: 

y  =  (3x2-2x)^ 

so  könnten  wir  die  Klammer  ausmultiplizieren  und  dann  zu  jedem 
Glied  den  D.Q.  bestimmen.  Dies  ist  aber  nicht  nötig,  sondern 
man  verfährt  einfach  folgendermaßen: 

Man  setzt  das  Aggregat  in  der  Klammer  (oder  unter  der 
Wurzel)  gleich  z  und  nennt  z  die  Hilfsveränderliche. 

Wir  setzen  also  (3x^  —  2x)  =  z;  dann  wird: 

y  =  (3x2  _  2x)3  =  z^ 

Um  jetzt  -j^  zn  bilden,  brauchen  wir  bloß  einen  Über- 

^         dx 

gang  von  y  über  z  nach  x  herzustellen.  Es  ist  ohne  wei- 
teres klar,  daß:  


dy  _   dy       dz 
dx         dz       dx 


denn  dz  kann  man  sich  im  Zähler  und  Nenner  weggehoben  denken. 

d  V  dz 

Man  bildet  also  -r^  für  sich ;  ebenso  -i —  für  sich  und  multipli- 

dz  dx 

ziert  dann  beide  Ergebnisse  miteinander. 
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also: 


dy 
Da  in  unserem  Beispiel  y  =  z^,  so  ist  -^  =  8  •  z^  und 

da  z  =  (3x«  -  2x),  so  ist  4^  =  (6x  -  2) 

dx 

d^^  dy      dz^^g^^  __  g  _2^^2.(6x_2)  = 

ax         dz       dx 

=  162x5  -  270x*  +  144x3  _  24x2. 

2.  Weg:  -Wir  multiplizieren  y  — (3x*  — 2x)*  aus;  es  er- 
gibt sich :  y  =  27x6  -  54x'^  +  36x*  —  Sx«,  folglich  direkt: 

4^  =  162x5  -  270x*  +  144x3  _  24x2  (^je  oben). 
dx 

Aligemein  kann  man  sich  also  folgendermaßen  ausdrücken: 

Ist  y  in  Abhängigkeit  von  z  gegeben,  z.  B.  y  =  z^  =  f[7] 
und  ist  z  selbst  abhängig  Yon  x,  z.  B.  z  =  (3x*  —  2x)  =  f  (x), 
so  muß  natürlich  auch  y  abhängig  von  x  sein,  was  ohne  weiteres 
folgt  durch  Einsetzen  des  Wertes  für  z  in  den  Ausdruck  für  y. 
Also  .  .  .  y  =  f[z]  =  f[y(x)]. 

Man  sagt:  y  sei  die  Punktion  einer  anderen  Funktion  von  x, 
oder  kürzer:  y  sei  die  Funktion  einer  Funktion. 

Bei  der  DifiFerenzierung  von  y  nach  x  braucht  man  ledig- 
lich den  Übergang  von  der  Hilfsveränderlichen  z  nach  der 
eigentlichen,  unabhängigen  Yeränderlichen  x  herzustellen.  Ss 
ist  also  für: 

y  =  f[z]=f[9(x)] 

dx        "^  ^  dz       dx  X  /    r  V   / 

Weitere  Beispiele: 

1 

1.)  y  =  lX5x2-9=-  1^7=  z"^,  wo  z  =  (5x«  -  9). 


2 


Es  ist:  -^  ~-rr^     '^  = Jr7=-     und     -r^  =  lOx,  also: 

dz         3  3lXz2  dx 

dy        dy      dz  1 lox  =  *^^ 


dx         dz      dx         3    iXz^  3    1^(5x2-9)2 

1 

2.)      y  =  l/ax  +  b  =  |Xz  =  z^i  wo  z  r=  (ax  +  b), 
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dy 


dz 

dz 
dx 


1       4--1 


=  —  •  z 

n 


=  a; 


n.  p^z^-' 


also: 


1 


a 


dx  •      dz       dx         n  •  |/^z^""^ 


a  = 


n    i:^(ax  +  b)--i 


Lehrsatz :  Ist  y  eine  Fänktton  yon  z  und  z  selbst  eine 
Funktion  ron  x^  so  ist  der  D.Q.  yon  y  nach  x  gleich  dem 
Produkt  aus  dem  D.Q.  ron  y  nach  z  mal  dem  D.Q.  yon  z 
nach  X. 


Wir   fanden  in    dem  oben  behandelten,    allgemeinen    Bei- 
spiel 2  zu: 


y=P"^(ax  +  b)    =r(p(x)    .  .  . 


dy 


a 


dx         n-  p^(ax  +  b)"-'    " 

Der  Zähler  a  ist  der  D.Q.  des  Wurzelradikanden  (a  x  -{-  b) ; 
wir  können  also  allgemein  schreiben: 


Ist  y  =  |P^«p  (X),  80  Ist  4^  = 


«P'(x) 


Beweise  die  Richtigkeit  folgender  Gleichungen: 


1.) 


dx       -^         2-Kf(x) 


y  =  l?^f  (x)  .  .  .  .  . 


y  =  P^t(x) 


=  y 


2.)     y  =  |/'3x  — 5    .  . 


3.) 
4.) 


=  K5  — 3x  .  . 


dx       ^ 

dx 

iy 
dx 

dy 
dx 


f'(x) 


3-lX[f(x)]* 


f'(x) 


tga 


=  tga 


=  tga 


=  v'  = 


=  y/  = 


4  •  |X[f  (x)]» 

2.|/3x-5     =*«"• 
—  3 


CD 


y  =  |/ax*  +  bx  +  c  .  .  . 

dy  ^  2ax  +  b 


di^  =  y'  = 


3  =  l7(ax«  +  bx  +  c)« 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


=  tga. 


15 
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6.) 


7.) 


8.) 


5.)     y=  P'^Sx^-Tx  +  S  ... 

dy  • 6x  —  7 

dx  =y'  =  T-ir(3x«-7x  +  5)*    =*«"• 
y  =  (4x)«  =  z«  .  .  .  -^  =  y'  =  2z-4  =  (2-4x)-4  =  32i 

U  2k. 

oder  so: 

dy 
y  =  (4x)*  =  16x^  woraus  direkt  -^  —  y^  =  32x  =  tga. 

y  =  (x«  +  2)«  =  z».  ..  4^  =  y'  =  2z-(2x)  =  4x»-8x 

oder : 

dy 
y  =  x* +  4x^  +  4,  woraus  direkt  ~-  =  y'=: 4 x^+8x=tga. 

y  =  (2x2- 5x)3  =  z3  .  .  .  -|^  =  3z2.(4x-5)  = 

=  48x^~  300 x'*  + 600x3  — 375 X*  oder: 
y  =  8x«  -  60x^  +  150x*  -  125x3  .  .  . 

-p-  =  48x5  -  SOOx*  +  600x3  -  375x^ 
dx 

j_ 

0.)      y  =.  K(2x2  -  3x)  -  Kz  =  z^  .  .  .  z  =r  (Sx^  -  3x), 

dx         dz      dx         2.lXz  2.^(2x2 -3x) 

Zusatz:   E$  kommt  auch  manchmal  vor,  daß  man  mit  Vor- 
teil 2  Hilfsveränderliche  gebraucht.     Ist  z.  B. 

10.)  y  =  |/"(x^  +  2x)3,  so  setzt  man: 

(x^  -f-  2  x)  =  w ;  dann  wird  y  =  |/ w  ^ ;  jetzt 

1 

w3  =  z;       ^         «      y=[/z  =  z^ 
Es   ist   also   y  =  f(z);   z  =  ^(w)   und   w  =  4*(x);   selbstver- 
ständlich ist  auch  hier  y  eine  Funktion  von  x,  was  man  am  ein- 
fachsten aus  der  gegebenen  Gleichung  erkennt. 

Um  hier  -j^  zu  bilden,  muß  man  einen  doppelten  Übergang 
dx 

herstellen,  nämlich  von  y  über  z  nach  w,  und  dann  von  w  nach  x. 

Es  ist: 
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dy         dy       dz       dw 

.^— ^^—  ^1^3  __— _  « •  _— ^^^— 

dx         dz       dw       dx 


r(z)-(p^(w).4>^(x). 


Für  unser  Beispiel  ergibt  sich: 

,        dy        

.     .  also  -~-  = 7-y^^ 

dz         2l/T 

dz 


=  l/V 


1 


z  =  w^ 


w  =  (x«  +  2x) 


dw 
dw 


3- w 


2 


dx 


=-2x  +  2 


folglich : 


|I_  =  y' =  tga  = --L^  •  3w« .  (2x  +  2)  = 

2-K(x*  +  2x)» 
Einfacher  folgendermaßen: 


y  =  P^(x«  +  2x)»  =  (x»  +  2x)«  =  z«, 


woraus 


iy=4y.-^  =  |.zi-.(2x  +  2)  =  |.K(lM^2^-(2x  +  2)  = 
dx        dz     dx        ^  Z 

=  3  •  |/^x*  +  2x  •  (x  +  1)  wie  zuerst. 
In  ähnlicher  Weise: 
11.)  y  =  [(2x  +  3)«  +  (2x  +  3)]»  =  [(w)^  +  (w)]»  =  [z]^  ,    ,: 


Setze  (2  X  4-  3)  =  w,  also 


(w*  -f-  w)  =  z, 


dw 

"dx^ 

dz 


z'  =  y, 


"      dw 

dy  _ 


=  2 


=  2w  +  l 


dz 


"      dz 
dw 


=  3z« 


folglich : 


dy        dy 

dx        dz      dw      dx 


=  3z«-(2w  +  l)-2 


=  3  •  (w»  +  w)«  •  [2  •  (2x  +  8)  +  1]  .  2  = 
=  3  •  [(2x  +  3)^  +  (2x  +  3)]*  •  2  •  [(2x  +  3)  +  1]  •  2. 

12.)  y  =  P^(5-2x  +  x«)'>. 
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S^tze  (5  —  2x  +  X*)  =  w,  also 


w^  =  z, 


rz  =  y, 


dw 
"dT 
dz 
"     dw 

"      dz 


-2  +  2x 


—  e;™4 


5w 


•  folglich: 


=     «       i3 


3    171 


dy  dy      dz       dw  


ix 


dz      dw      dx 


31!^ 

(-2  +  2x)-5-(5-2x  +  x«)*       5 


=^-5w*-(-  2-f  2i)  = 


2 


-  3^ =-±.(2x-~2).|^(5-2x  +  xf. 

Einfacher  so: 

y  =  (5  —  2x-f-x*)»  =z3,  woraus: 

wie  zuerst. 

Folgende  Funktionen  zu  differenzieren: 

1.)  y  =  (lOx  -  3)«  .  .  .  y'  =  2  •  (lOx  -  3)  •  10  =  20  •  (lOx-3). 

2.)  y  =  (3-  lOx)«  .  .  . 

y'=  2  ■  (3  -  lOx)  •  (-  10)  =  -  20  •  (3  —  lOx). 

3.)  y  =  (5x  +  8)«  .  .  .  y'  =  2  •  (5x  +  8)  •  5  =  10  •  (5x  +  8). 

4.)  y  =  (ax»  +  bx  +  c)«...  y' =  2-(ax«  +  bx  +  c)-(2ai+b). 

6.)  y  =  (x«  +  x)»  .  .  .  y'  =  3  •  (x*  -f  xY  ■  (2x  +  1). 

6.)  y  =  3-(7x«-5x)»..  .  y' =  3  •  3  •  (7x»  -  5x)«- (14x -5> 

7.)  y  =  (5x«  -  10)  •  (2x»  +  3x  —  1)«  .  .  . 
y'=10x-(2x»  +  3x-l)  +  2-(2x8  +  3x-l)-(6x>+3)-(5x«-10). 

x*-l 


s.).=(^y.../=..(^).m=.. 


9.)  y  =  l/x*  -  1   ...  y'  = 


3x 


i 


2-Kx»-  1  ' 


10 


■'-1/^ 


—  5x 
5-3x 


•    •    • 


r= 


-  9x«  4-  30x  -  25 


2-(5-3x)«.l/".^^ 


11.)  y=K-2x    .  .  .  y'  =  - 


1_ 


§  41.    Die  Funktion  einer  Funktion.  229 

12.)  y  =  (|n^-l)«...  _ 

13.)  y  =  2xKx*- 


a« 


=  2|/x»-a*  +  --^=4=^-2x  = 


2(2x«-a») 


Kx*-a«  |/x«-a* 


14.)  y  =  —   Kx^-l  ... 


/  — 


y  = 


-3    t^zr—r,  3         _ -3.(x»-2) 


X 


2 


•Ki*-i  + 


Kx*-  1  x»Kx«— 1  ■ 


5x-7  ,  lOx  +  73 


15.)  y  =  -57=====^  .  •  .  y'  = 


16.)  y  = 


^(2x  +  3)«  3-(2x  +  3)l7(2x  +  3)«  * 

10 -3x 


•        •        • 


4  •  |?^(6x«  -  3x  +  D" 

6x«-77x+17 

y'= 


4-(6x«-3x  +  l)-|X(6x«-3x  +  l)«  " 


17.)  y=ri(x)  ...y'  = 


f'(x) 


nr[f(x)]°-i 


i8.).^r[7wF...>'=„,;^;;^;>„.,. 

Derartig  komplizierte  Fälle,  wo  zwei  Hilfsveränderliche  ein- 
geführt werden  müssen,  sind  in  der  Praxis  außerordentlich  selten, 
weshalb  darauf  nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 

Der  Fall  dagegen,  wo  eine  Hilfsveränderliche  nötig  ist,  bildet 
die  Regel.  Dieser  soll  deshalb  auch  noch  in  einer  etwas  anderen, 
vielgebrauchten  Form  Erwähnung  finden. 

Aus    der    allgemeinen    Definition    des   D.Q.    einer    Funktion 

dy 
y  =  f  (x),  nämlich  aus  — r^—  =  y^  =  f^(x)  folgt  durch  beiderseitige 

Multiplikation  mit  dx: 

I  dy  =  y^   dx  =  tga   dx  =  f(x)   dx  1  d.  h. 

„Das  Differential  dy  der  abhängigen  Yeränderlichen  y 
ist  gleich  dem  D.Q.  y^  mnltipliziert  mit  dem  Differen- 
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tial  d  X   der  u  n  abhängigen  Yeränderlichen  x   oder  gleich 
tga  mal  so  grofi^  wie  dx^  wobei  tga  yeränderlich.^ 

Ist  z.  B.  y  =  f [^(x)]  =  f  [z],  so  gilt: 

dx         dz      dx  V  /    r  V    ' 

also  durch  Multiplikation  mit  dx: 


dy  =  f'(z)-(p^(x)-dx  I 


Zu  diesen  Resultaten  kommt  man  auch  so: 

Es  war        y  =  f [z]   .  .  .  also  dy  =  f  [z]    dz. 
Ferner  war  z  =  y(x)  ...     „     dz  =  ^^(x)  •  dx. 

Den  Wert  für  dz  in  dy  eingesetzt,  ergibt,  wie  oben: 

dy==f^[z]   (f^(x).dx. 

Zur  Erläuterung  wollen  wir  die  bereits  behandelten  Beispiele 
auch  nach  dieser  Form  diflferenzieren : 
1.)       y  =  (3x2  _  2x)3  =  z\  wo  z  =  (3x2  -  2x);  also: 

dy  =  3z2  •  dz  und  dz  =  (Gx  —  2)  •  dx;  eingesetzt  in  dy  gibt: 

dy  =  3z2.(6x  —  2)dx,  woraus: 

-^  =  3z2 .  (6x  -  2)  =  3  .  (3x2  -  2x)2 .  (6x  -  2)  wie  früher. 

2.)       y  =  ^"^5x2- 9  =  iX^  wo  z  =  (Sx*^  -  9);  also: 

dy  = 3^ •  dz  und  dz  =  (lOx)  •  dx;  eingesetzt: 

3  •  [/  z  ^ 

d  y  = o^ •  10  X  •  d  X,  woraus : 

^         3.[Xz2 

dv  lOx  lOx 


dx         3.  17^         3    17(5x2 -9)2 
3.)       y  =  |X3x  -  5  =  K^,  wo  z  =  (3x  -  5), 

dy  = -^zzr- .  dz  und  dz  =  3  •  dx;  also: 

dy  = ^^^:=- .  3  •  dx  =  .  ^    ^  •  3  .  dx;  folglich* 

^        2|A  2.K(3x-5) 

dy  _  3 


dx         2.K(3x-5) 
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t.)       y  =  (4x)^  =  z^  wo  z  =  (4x);  also: 

dy  =  2z-dz  und  dz  =  4dx;  eingesetzt: 

dy  =  2z-4-dx  =  8zdx  =  8(4x)dx  =  32xdx; 

4^=:32x. 
dx 

5.)      y  =  (x^  +  2)2  =  z«,  wo  z  =  (x«  +  2);  also: 
d y  =  2  z  •  d z  und  d z  =  2 x  •  d  x  .  .  .  eingesetzt: 
dy  =  2z-2xdx  =  2(x2  +  2)-2xdx  folglich: 

^^   =4x-(x2  +  2)  =  4x3  +  8x. 


dx 

Behandle  ebenso  die  noch  fehlenden  Beispiele  —  auch  jene 
mit  zwei  Hilfsveränderlichen,  für  welche  gilt: 


I  dy  =  F(z).f^(w).<|>^(x).dx 

§  42.  Maxima  und  Minima  (Höchst-  und  Mindestwerte). 

Man  suche  den  1.),  2.)  und  3.)  D.Q.  folgender  Funktionen; 
ferner  die  etwaigen  Höchst-  und  Mindestwerte  und  die  Lage  der 
Wendepunkte.     Kennzeichen  S.  175  u.  176. 

1.)        y  =  x2  +  4, 
lf  =  /  =  2x, 


,  =y^^  =  +  2, 


dx 

4-^  =  y  W  =  0. 

dx*        '' 

dy 
Höchst-  und  Mindestwerte:    -^r—  —  0;  also  2x  =  0;  daraus 

dx 

d*y 
^  =  0;  einges.  in    .    ^    ergibt: 

y^^  =  -(-  2  .  .  .  =  pos;  also  bei  x  =  0  ein  Min. 

Wendepunkt:  Ist  nicht  vorhanden,  da  -3-4-  =  +  2,  also  für 

dx" 

keinen  Wert  von  x  zu  Null  werden  kann.  — 

ymin  =  ?  (+  4). 
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Ebenso  la.)  y  =  —  x^  +  4;  dafür  ergibt  sich  bei  x  =  0  ein 
Max.;  ymax  =  +  4. 

2.)        y  =  -^-4x«+12x-10, 

4^  =  y^  =  x2-8x4-  12, 
dx 

d*v 

dx^        -^ 

dy 

Höchst-  und  Mindestwerte:  -r^  =  0;  also: 

dx 

x2-  8x  +  12  =  0,  daraus: 
X  =  4  +  Kl6  -  12  =  4  +  2,  woraus  <^'  ^  +  J 

d^y 
Eingesetzt  in        ^  ergibt: 

fürXi . .  .y^^=2.(+6)  — 8  =  +4=p08itiY;alsobeixi=6einMin. 

„  X2...y^^  =  2.(+2)  — 8  =  — 4=negatiY;  «     „  x2=2einMax. 

d*v 
Wendepunkt:    Setze -t-4- =  0 ;    also   2x— 8  =  0,   woraus 

dx* 

Xw  =  4"  4;    hier   Wendepunkt.     Neigung    der    Wendetangente  ? 

2 

ymax   und   ymin   ?   (tg  a^  =  —  4;   ymax  =  y;    ymin  =  —  10). 

3.)     y  =  x3  +  3x2-45x-20, 

y/  =  3x2  +  6x-45, 

y//=6x  +  6, 

f^^  =  6. 

dv 
Höchst-  und  Mindestwerte:   —-^  =  0;  also: 

dx 

3x*  +  6x  —  45  =  0,  woraus  x^  +  2x  =  15;  daraus: 

x  =  —  1  +  |/^16  =-l  +  4<;   ^Z_-  eingesetzt  in  y^^  ergibt: 

X2  —      o 

für  xi  . .  .  y^^  =  6  .  3  +  6  =  +  24;  also  bei  x^  =  +  3  ein  Min. 

„    X2  .  .  .  y'^  =  G  •  (—  5)  +  6  =  —  24;  also  bei  Xg  =  —  5  ein  Max. 
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Wendepunkt:    Setze   y^^  =  0;   also   6x  +  6  =  0,   woraus 
Xw  =  —  1 ;    hier   Wendepunkt.      Neigung   der    Wendetangente  ? 

Vmax   und   ymin   ?      (tg  «w  =  —  48  ;    ymax  =  +  Ibb  ;   Jmin  =  —  101), 

4.)     y  =  x  — x^;    y^=l  — 3x^;    y^^  =  — 6x;    y^^^  =  —  6  usw. 
Maxima  und  Minima:  y^  =  1  —  3x*  .  .  .  =  0  ges.,  ergibt: 

X*  =  — ;    also: 

x  =  ±  l/i-  =  ±  — •  |/^=  +  0,577  .  .  .; 

diese  Werte  in  y^^  eingesetzt,  ergibt  für: 

Xi  =  +  0,577  .  .  .  y/^  =  -  3,402;  also  bei  x^  =  +  0,577  ein  Max. 
X,  =  -0,577..  .y^^  =  + 3,462;     ,       „    x^  =  - 0,577  ein  Min. 
Wendepunkte:  y^^  =  —  6x  . . .  =  0  ergibt  x  =  0;  hier  Wende- 
punkt.    Neigung  der  Wendetangente  ?     ymax  und  ymin  ? 

(2         2  \ 

aw  =  45^    ymax  =  -g   -Kä;   ymin  =  —  y  |/^j. 

^^     y  =^    t    I — r*   (^^^  stelle  diese  Funktion  graphisch  dar!) 

1   ~j~  X 

, —  2x         /wird  +  für  negatives  x  und\ 

^  "    (1  +  x2)2      V  -    „    positives    x         / ' 

//  -2  8x^ 


yff^ 


(i  +  x*)2   '   (1  +  x^y'  ' 

24x  .     48x» 


(i  +  x^r      (i  +  xy  ' 


2x 

Maxima  und  Minima :    y^  =     ■      — ^ry-  .  .  .  =  0  gesetzt, 

ergibt : 

—  2x  =  0,  also  X  =  0;  diesen  Wert  in  y^^  eingesetzt,  ergibt: 
y^^  =  —  2;  demnach  bei  x  =  0  ein  Max.;  ymax  =  +  !• 
Wendepunkte : 

y''  =    (l+x^)^    +    (1  ^^2)3    .  .  .  =  0  gesetzt,  gibt: 

woraus  x  =  +  —  ^3  =  +  0,577  .  . . 


(1  +  x'y    ""   (1  +  xy  '    '"^""°  ^  ~  -  3 

Hier  Wendepunkte.    Suche  Neigung  der  Wendetangenten. 
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6.)        y  =  (x-3)2.(x-10)«, 

y^  =  2  .  (x  -  3) .  (x  -  10)2  ^  2  •  (x  -  10)  .  (x  -  3)«  = 
=  2  .  (x  -  3) .  (x  -  10) .  [(x  -  10)  +  (x  -  3)]  = 
=  4  .  (x  -  3) .  (x  -  10)  •  (x  -  (5,5)  = 
=  4x3  -  78x2  +  458x  +  780, 
y'^=12x«-  156X  +  458, 
jW=:24x-  156. 

Maxima  und  Minima: 

•^  =  y/  =  4  .  (x  -  3)  .  (x  -  10)  •  (x  -  6,5)  .  .  .  =  0  gesetzt. 

X,  =  +    3 
Diese  Gleichung  wird  erfüllt  für  x^  =  +  10 

Xs  =  +    6,5 
x^^  =  12x«  -  156 X  +  458;  ergibt: 
für  Xi  =  +    3      .  .  .  y^^  =  -f-  98;  also  bei  x^  =  +    3      ein  Min. 
„    X2=+10      ...y//=-f98;     ,      ,    x,-  +  10     ein  Min. 
^    X3  =  4-    6,5  .  .  .  y'^  =  —  49;      „      „    X3  =  +    6,5  ein  Max. 

Wendepunkte:   y^^  =  12x2  -  156x  -j-  458  .  .  .  =  0  ergibt: 
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x^  —  lox  = — ,  woraus: 

13    ,    1       ./^ , 

x  =  -2-±-g-.  r  147,  also 

xwi  =  c>o  +  4,4793 
x^2  :=  c>o  4-  8,5207 

Neigung  der  Wendetangenten!     y^ax   und  ymin! 
Ähnlich  behandle  man : 

7.)  y  =  (x  +  4)2.(x-4)2. 

8.)  y  =  (x  +  7)2  .  (x  +  1)  .  (x  -  5). 

9.)  y  =  X  4 ...  ergibt  Max.   für  x  =  —  1  und   Min.  fär 

X-r   +   1. 

Man  zeichne  das  Schaubild  der  Funktionen  mit  den  zuge- 
hörigen Diflferentialkurven  auf! 

Ferner  Bestimmung  der  Maxima,  Minima  und  etwaigen 
Wendepunkte  für  folgende  Gleichungen: 
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1.)  y=-^  x«  +  2x;  Min.  bei  x  =  -  2;  y„i„  =  —  2; 


2 
1 


2.)  y  =  -  —  X«  +  2x;  Max.  bei  x  =  +  2;  T,„ax  =  +  2; 

3 
3.)  y  ==—  X«  —  Üx;  Min.  bei  x  =  +  2;  y^i,,  =  —  6; 


5 


4.)  y  =  —  X«  +  15x  —  1 ;   Min.   bei  x  =  -  3;  ymi,,  =  —  23,5; 

3 

5.)  y  =  — —  x*  +  15x  +  7;  Max.  bei  x  =  +  5;  ymax  =  +  44,5; 

6.)  y  =  X*  —  5;  Wendepunkt  bei  x  =  0; 

7.)  y  =  —  X*  —  5;  Wendepunkt  bei  x  =  0; 

2 
8.)  y  = ö"  X*  +  2  X  —  4 ;  Max.  bei  x  =  +  1 ;  Min.  bei  x  =  —  1 ; 

Wendepunkt  bei  x  =  0- 
Ferner  für  folgende  Funktionen: 
9.)  y  =  X*  -  6x  —  16  .  .  .  (Nullstellen  —  2,  +  8), 
0.)  y  =  x»  —  X«  -  37x  —  35  .  .  .  (Nullstellen  -  5,  -  1,  +  7), 
11.)  y  =  X*  -  29  X«  +  100  .  .  .  (Nullstellen  -  5,  —  2,  +  2,  +  5), 

2.)  y  =  -L  (x»  -  X«  -  37x  -  35  .  .  .  (Nullstellen  -  5,  -  1,  +  7), 

3.)  y  =  X*  +  2x8  -  7x«  -  8x  +  12  .  .  .  (Nullstellen  -  3,  -  2, 

+  1,  +  2), 
4.)y  =  x*  +  2xä-  llx«-  12  x  + 36...  (Nullstellen  — 3,-3, 

+  2,  +  2), 

5.)  y  =  -L  (x*  -  4x«-  31xä  _f_  46x  +  168) . . .  (Nullstellen -4, 

-  2,  +  3,  +  7), 
6.)  lOOy  =  X*  -  4x»-  52x«+  112x  +  384  . . .  (Nullstellen  -  6, 

-  2,  +  4,  +  8), 
7.)  y  =^  .  (x*  +  2xä  -  31x«  -  32  X  +  60  . .  .  (Nullstellen  -  6, 

-  2,  +  1,  +  5), 
8.)  50y  =  X*  -  2x»  —  21x«  +  22x  +  40  ...  (Nullstellen  —  4, 

-  1,  +  2,  +  5), 
9.)  40  y  =  X*  +  2  X»  —  39  x«  —  40  X  +  400  .  .  .  (Nullstellen  —  5, 

-  5,  +  4,  +  4), 

20.)  lOy  =  X*  -  20x^  +  64  .  .  .  (Nullstellen  -  4,  -2,  +  2,  +  4). 


236     ^^^'  Kapitel:  Differentialquotienten  für  die  algebraischen  Funktionen. 

Man  prüfe   die  Ergebnisse   mittels  graphischer  Darstellung! 
Man  zeichne   in   das   gleiche   Achsenkreuz   mit  der  y-Eurve 
auch  die  y^-  und  y^^-Kurve. 

§  43.   Einige  Anwendungen  fiber  Maxima  und  Minima. 

1.)  Einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  soll  ein  Zylinder  von 
möglichst  großem  Rauminhalt  einbeschrieben  werden.  —  Halb- 
messer, Höhe  und  Inhalt  des  Zylinders? 

Anleitung:  Sei  der  Halbmesser  des  Zylinders  =  y,  Höhe  =  x 
und  Rauminhalt  =  V,  so  gilt: , 

I.)  V  =  7ry2  .  X 
IUx«+4y^  =  4r» 

Aus  H.)  .  .  .  y2  == in  I.)  ergibt: 


in.)  V  = 


n 


z 


(r«  -  x2)  .  X  =  —  .  (4r«  •  x  -  x^) . . . 


4      V-         -  /    -         4 

zeichne  diesen  Ausdruck. 

d  V         IC 

—. —  =  -j-  •  (4r*  —  3x*)  .  .  .  =  0  gesetzt,  ergibt: 
ux  4 


4r*  =  3x^  woraus 


X  = 

2 
3' 

J/3  = 

:  o=  1,155  r 

y  = 

1 

t/6- 

CO  0,8165  r 

...  in  II.) . .  ■ 


folglich : 


V  inax  —  '^^r       TtT'kO     —         r     7C-        - 


=  0,5774  •  (i7-r^  :r  j  =  0,5774  vom  Kugelvolumen 


2,)  Der  Gesamtumfang  eines  Kreissektors  soll  a  cm  betragen. 
Wie  groß  ist  der  Halbmesser  des  Kreises  zu  machen,  damit  die 
Fläche  des  Sektors  ein  Maximum  wird? 


§  43.    Einiji^e  Anwendungen  über  Maxima  und  Minima. 
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Lösung:  Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Kreises  mit  x, 
so  wird  der  Bogen  des  Sektors  =  a  —  2x  und  demnach  die  Fläche: 

-,        a  — 2x  a  , 

dF  *  O  Ali. 

-^  =  -2--2x.  .  .  =  0  ergibt: 


3.)  För  Beispiel  6  S.  182  fanden  wir: 
F  =  bekannter  Querschnitt.     U  soll  ein  Minim.  werden.     Also: 


dx  X 


/^ 


Dies   gleich  Null  gesetzt,   ergibt:  x*  = 


2F 


4  +  1C  ' 


nun  war  F  =  -^  ttx*  -f-  2x  -h, 
woraus  durch  Einsetzen  ganz  allgemein  folgt: 

x  =  h 


Dies  ergibt  für  ein  Yorgeschriebenes  F  den  geringsten  Umfang. 

2F 
Man  prüfe  das  Ergebnis  mittels  des  2.  D.Q.  .  .  .  ü^^  =  — 5- 

und  stelle  die  Funktionen  für  ü,  U^  und  U^^  graphisch  dar! 
Für  Beispiel  6a  S.  183  war: 

F  =  ü.x -3,5708  X«; 

Ü = bekannter  Umfang.  F  soll  ein  Max.  werden.  Durch  Differenzieren : 

F^  =  4^  =  U  -  7,1461  •  X  =  U  -  (4  +  7c)  .  x;  dies  =  0  gesetzt, 
dx 


ergibt : 


U  =  X  .  (4  +  tu),  woraus : 
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Nun  war  Ü  =  2x  +  2h4-^x;  eingesetzt,  ergibt  2x 
also  wieder  ganz  allgemein: 

x  =  h 


-2h, 


Dies  ergibt  fttr  ein  vorgeschriebenes  U  den  gröfiten  Querschnitt. 
4.)  Für  Beispiel  7   S.  184  war  0  =  äx«  +  — : 


Damit  0  ein  Minimum,   setzen  wir 


dO 

dx 


=  0. 


£s  ist  aber: 
dO 


dx 


=  25rx  - 


x»  = 


t: 


2V 

X»    •  •  • 

7c  •  x^  •  y 

7C 


x  =  y 


0  ergibt: 
:  X  * .  y,  also : 


ergibt  für  zylindrisches,  oben  offenes  Gefäß  von  vorgescliriebenem 
Volumen  den  geringsten  Materialaufwand. 
Für  Beispiel  7a  S.  185  ist  allgemein: 


0  =  27rx2-f 
dO 


dx 


4  jr  •  X  — 


2V 

X 

2V 


;  daraus: 


.  .  .  =  0  ergibt : 


2V  __   x^-y 


4:r 


woraus: 


dies  ergibt  für  zylindrisches,  oben  und  unten  geschlossenes 
Gefäß  von  vorgeschriebenem  Volumen  den  geringsten  Material- 
aufwand. 

5.)    In   einen    geraden  Ereiskegel    vom   Radius   r    und    der 
Höhe  h  ist  der  größte  Zylinder  einzubeschreiben. 
Gesucht  die  Abmessungen  des  Zylinders. 
Sei  Zylinderhöhe  =  x,  Zylinderradius  =  y ;  dann  ist : 
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I.)  Zylinderyolumen  V  =  Tcy^  •  x. 
IL)  y:r  =  (h-x):h. 

Aus  IL)  .  .  .  y  =  — - — r eingesetzt  in  L)  .  .  . 

dV         Ar* 
-^  =  -j^ •  (3x«  -  4hx  +  h')  .  .  .  =  0,  ergibt: 

.  ,  j  [  Xi  =  h  (unbrauchbar) 

X«  _  _  h  .  X  =  -  -3-,  woraus  I     ^  ^  h   ^^.^^^.^^^  ^^^^^ 

I  ö 

6.)  n  galvanische  Elemente,  von  denen  jedes  den  inneren 
Widerstand  Wj  und  die  elektromotorische  Kraft  e  hat,  sind  derart 
parallel  und  hintereinander  zu  schalten,  daß  die  entstehende 
Batterie  vom  inneren  Oesamtwiderstand  w^  durch  einen  äußeren 
Widerstand  Wa  einen  möglichst  großen  Strom  J  schickt.  —  Wie 
ist  also  Wa  zu  wählen,  bzw.  wie  ist  wi,  zu  gestalten,  damit  J 
seinen  höchsten  Wert  erreicht? 

Lösung:  Sei  x  =  Zahl  der  Elemente,  die  in  einer  Gruppe 
hintereinander  geschaltet  sind. 

Dann  ist  die   Zahl  der  Gruppen  =  — ;  diese  — Gruppen 

werden  parallel  geschaltet.  Der  innere  Widerstand  einer  Gruppe 
ist  dann  =  x  •  wi ;  folglich  der  innere  Gesamtwiderstand  der  ganzen 
Batterie : 


Wb  = 


X  •  Wi  X*  •  Wi 


n  n 

X 

Die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie  ist  =  x  .  e ,  weil 
ja  X  Elemente  hintereinander  geschaltet  sind;  diese  EMK  hat 
den  inneren  und  den  änfieren  Widerstand,  also 

I  X^'  Wi 

Wb  +  Wa  = h  Wa 

n 
zu  überwinden. 

Die  nach  dem  Ohmschen  Gesetz  hierbei  entstehende  Strom- 
stärke ist  demnach: 


> 
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X  •  e  e  .  . 

=  f  (x). 


X*-Wi  Wa      ,       X  •  Wi 


Wa  H -—  + 


n  X  n 


J  wird  ein  Maximam ,  wenn  der  Nenner  ein  Minimum 
wird.  —  Wir  differenzieren  also  den  Nenner  nach  x  und  setzen 
den  1.)  D.Q.  =  0.     Bezeichnen  wir  den  Nenner  mit  y,  so  ist: 

dy  Wa    ,     Wj 


dx  X*  n 

gesetzt  und  nach  Wa  aufgelöst,  ergibt: 


+  -^  .  ..  =0 


X^  •  Wi 

Wa  = ;  dies  ist  aber  =  Wb;   also  |  Wa  =  Wb 


r 


Vn  *  w 
=  Zahl  der  pro  Gruppe 
Wi 

hintereinander  zu  schaltenden  Elemente  bei  gegebener  Elementen- 
zahl, gegebenem  äußeren  und  gegebenem  inneren  Widerstand. 

Wenn  also  der  äufiero  Widerstand  =  dem  inneren  Batterie- 
widerstand gemacht  wird,  ergibt  sich  die  größte  Stromstärke. 

Ist  der  äußere  Widerstand   fest  gegeben,   so  kann   es  vor- 
kommen, daß  man  selbst  bei  Hintereinanderschaltung  aller  Ele- 
mente den  inneren  Batteriewiderstand  nicht  so  groß  machen  kann,    , 
wie  Wa.  —   Folgerungen  hieraus?     (Größter  Strom  bei  Hinter- 
einanderschaltung sämtlicher  Elemente.) 

Beispiel:   Sei  n  =  100;  e  =  2  Volt;  Wi  =  0,08  Q;  Wa  =  2Ö; 
dann  wird  für  den  größten  Strom: 


^  =  -L/jLl^  =  l/10!>_2.==  1^^500  =50.     Also: 
r  Wi  >  0,0ö 

T  50 > 2  ^,   . 

'^==^^50ÖTo;Ö8"^^-^-^°^P' 
+        100 

Jede  andere  Schaltung  ergibt  einen  kleineren  Wert  fOr  J. 

Wie  groß  ist  J  für  X  =  100;  25;  20;  10? 
(J  =  20;  20;  17,2;  9,6  Amp.)  Stelle  Funktion  für  J  graphisch  dar! 

Wie  wird  es,  wenn  von  vornherein  Wa  nicht  fest  gegeben, 
sondern  veränderlich  gemacht  wird?  (Es  muß  immer  so  ge- 
schaltet werden,  daß  möglichst  Wb  =  Wa  wird.) 
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Anmerkung..  Dieselbe  Lösung  für  x  ergibt  sieb,  wenn  man 
J= ; — z —   setzt,    diesen   Ausdruck    differenziert    und 

n«.  Wa+  X^  •  Wi  ^  .       .  .- 

=  0  setzt.  . 

7.)  £ine  Batterie  hat  die  elektromotorische  Sraft  E  und  den 
inneren  Gesamtwiderstand  Wb.  Wie  groß  muß  der  äußere  Wider- 
stand Wa  gemacht  werden,  damit  die  Leistimg  im  äußeren  Strom- 
kreis möglichst  groß  wird? 

Lösung:  Nach  dem  Jouleschen  Gesetz  ist  die  Leistung: 

L  =  J*  •  Wa,  wo  J  =  Stromstärke. 

E 
Nach  dem  Ohmschen  Gesetz  ist  J  = ;   in  L  ein- 

Wa  +  Wb 

gesetzt,  ergibt: 

E2  ^2     Wa 


L  =  -^^ : r^-  •  Wft  =  E 


(Wa+^b)^  *~"  Wa^  +  2- Wa-  Wb  +  Wb*' 

Nach  Wa  differenziert: 
dL         W'  (wa*  +  2  .  Wa  •  Wb  4-  Wb»)  -  E»  •  (2  w^  +  2  Wb)  .  w 


dWa  (Wa*  +  2Wa  •  Wb  +  Wb*)* 

Dies  =  0  gesetzt,  ergibt: 

E*-Wb*  +  2E*.WaWb  +  E*  .  Wa>  =  2E2-waWb+  2E2.  Wa*  oder 

E*  •  Wb*  =  E*  •  Wa*,  woraus  wieder  folgt: 


Wa=  Wb 


Dafür  ergibt  sich  die  größte  Lelstnng  der  Batterie. 

8.)  Eine  elektrische  Starkstromleitung  wird  an  einem  Ende 
mit  Strom  gespeist.  —  In  der  Entfernung  1^  m  wird  ein  Strom 
i  ^  Amp.  und  in  der  Entfernung  (1^  +  lg)  wird  ein  Strom  i^  Amp. 
abgezweigt. 

Der  Spannungsverlust  in  1^  sei  v^,  derjenige  in  \  sei  v^; 
also  der  ganze  Spannungsabfall  in  der  Hinleitung  =  v  =  v^  +  Vg. 

Nach  dem  Eirchhoffschen  Gesetz  ist  die  Stromstärke  in 

Ij  .  .  .  Jj  =  ij  4"  ^2  ^^^  in  lg  .  .  .  J2  =  i2« 
Sei  der  Querschnitt  von  I^  noch  qi^^/m^  und  der  von  1^  sei  qg  °^/m^- 
—  Das  spezifische  Leitungsvermögen  des  Materials  sei  =  x. 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  16 
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Die  Frage  ist,  wie  groß  die  Qaerschnittte  q^  und  q^  zu 
wählen  sind,  damit  bei  einem  gegebenen,  höchst  zulässigen 
Spannungsabfall  y  das  aufzuwendende  Kupfervolumen  ein  Mini- 
mum wird? 

Lösung:  Das  Eupfervolumen  ist  allgemein: 

V  =  1^.  q^ -}- lg  .  qg.     Nun  ist: 

qi  =  — ^ — '-= f — ^ — r-  und 

J     1 
qg  =  — - — — ;  beide  in  V  eingesetzt : 
%  •  V2 

J     1  J    1  J   -1  2  J     1  ^ 

^-(V-Vg)  2       ^.^^  ^.(v__v2)  X.V2  "^    ^ 


dV    ^        J,'\,'  J,],' 

dvg  >t    (v-Vg)^  x-vg^ 


.  .  .  =  0  gesetzt,  ergibt: 


2 


%  •  (V  —  Vg)  2  X  •  V, 


oder: 


^1  Jili J2        ^2 '  1 


2 


Jj-X       x-(v— Vg)^         Js*^      ^'V 


2 


-,  d.  h. 


2 


J  2.1  2  J  2 .1, 2 

J         1  J         I 

7^^ — ^ — ^  =  qt    und  — - — ^=qo;  eingesetzt: 

X  •  (v  —  Vg)         ^^  %  •  Vg  ^^  ® 

-^Y—=~~  0^6^  qi^ :  q>^  =  Ji  •  J21  <i*  '^^ 


I  qi:q2  =  KJ,:  KJg  I 


Die  Querschnitte  der  Teilstrecken  müssen  sich  also  für 
Kapfermmimam  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
zugehörigen  Stromstärken. 

Bei  mehreren  Abnahmen  analog: 

qi  •  ^2 :  qa  •  qn  =  K"jT  •  ^^2  •  I^  J3  •.  l^Jn  • 

9.)  Die  Tragfähigkeit  eines  Balkens  von  rechteckigem  Quer- 

bh* 
schnitt    ist  proportional   seinem  Widerstandsmoment  — ^ — ,    wo 

b  =  Breite   und  h  =  Höhe  des  Balkenquerschnitts.     Allgemein 


§  43.    Einige  Anwendungen  über  Maxima  und  Minima.  243 

ausgedrückt :  Die  Tragfähigkeit  ist  proportional  dem  Produkt  aus 
Breite  und  Quadrat  der  Höhe.  Es  fragt  sich  nun,  wie  man 
einen  Baumstamm  zu  bearbeiten  hat,  um  aus  ihm  einen  solchen 
Balken  von  möglichst  größer  Tragfähigkeit  zu  erhalten. 

Lösung:  Der  bekannte  Durchmesser  des  Baumstammes  sei  =^  D, 
die  Breite    des    auszuschneidenden    Balkens  b  =  x;    dann   wird 

dessen  Höhe  h=  |/"D*  — x^  Demnach  die  Tragfähigkeit  pro- 
portional zu  X  •  (1/"D2-x2)2  =  X  .  (D»  --  x»). 

Wir  setzen  diesen  Ausdruck  =  y.     Die  Tragfähigkeit  erreicht 
ihr  Maximum,  wenn  der  Ausdruck  für  y  am  größten. 

y  =:x(D»-  x^)  =  D2x  — x«, 
-il-  =  y^  =.  D2  -3x2  .  .  .  r=:  0  gesetzt,  ergibt: 

D^  =  3x^  woraus: 


Dies  gibt  den  tragfähigsten  Balken.     Dazu  gehört: 

h:x=|/2:l  =  c^7:5;.D:h:x  =  i/^:K2:  1/T. 

Beispiel:  Sei  D  =  27  cm,  so  wird: 

27 
X  =  -Q- .  ]/~S  =  CO  15,588  cm, 

27 
h  =:  J^.  ^/"ä  =  CO  22,04  cm. 

ö 

10.)  Ein  Trichter,  der  ein  vorgeschriebenns  Volumen  V  fassen 
soll,  ist  derart  herzustellen,  daß  das  aufzuwendende  Material  ein 
Minimum  wird. 

Sei  s  =  Seitenlänge,  h  =  Höhe  und  r  =  örundkreisrädius  des 
Kegels,  dann  ist  die  Mantelfläche: 

I.)  F  =  7rr.s  =  7rr-  l/'r^  +  h^. 

1  3V 

Nun  ist  V  =  -^^r^  •  h,   woraus    h  — r-, 

o  7C  •  r* 
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Eingesetzt  in  I )  ... 


T  =  T:v-y     r^-j- 


9V 


7c*-  r*' 


Dieser  Ausdruck  soll  ein  Minimum  werden.     Dann  muß  auch  F^ 
ein  Minimum  werden.     Wir  setzen: 

9V* 


F2  =  y  =  t: 


2  .  v2 


i 


Daraus : 

dv 

•^  dr 


IST« 

— 1 —  .  .  .  =  0  gesetzt,  ergibt: 


4Ä2-r®=18V«,  woraus: 


r«  = 


18V 


2 


47C2 


bzw.  r^ 


3V 


7C.K2 


,  also: 


./'  = 


_  <i*.y  _ 


dr 


=  127c2.r2  + 


54V 


2 


wird  positiv  für  den  gefundenen  Wert  von  r,    also   liegt  in  der 
Tat  ein  Minimum  vor. 

Setzt  man  r  in  h  ein,  so  ergibt  sich: 


h  = 


3V        3V     |/2 


Ttr«        Tcr«     )/"2 


2_/     3V    \ 
2~V7r.l/T/ 


1/2 


2 


_1.S 


^-.K^ 


Analog  die  Seitenlänge: 


s  =  |/ r^  +  h*  =  |/ r'  +  2  r«  =  r  .  {/^ 


Demnach  verhalten  sich  I  s  :  h  :  r  =  |/^3  :  |/2  :  (/l 


Soll  der  Trichter  einen  Liter  fassen,  so  wird 

,•      ly    3.V         1 V"     3000  e„_ 

1  =  1/     .    ,,^  =  1/   — rm-  =  ^  8,774  cm, 

^       7c.t/2        ^      7c.  1,414 
h  =  K2.  r  =  c^  1,414  .  8,774  =  c^  12,406  cm, 
s  =  Ks .  r  =  oo  1,732  .  8,774  =  oo  15,196  cm. 


§  44.    Unentwickelt  Funktionen  zwischen  zwei  Veränderlichen.      245 

§  44.    Unentwickelte  Funktionen  zwischen  zwei 

Veränderlichen. 

9f 
f  (X,  y)  =  0  .  .  .  -^  =  y^  =  tga  =  -^.  ^  =  -  y- 


f'-r 


2' 


9y; 

Lösung:  I.)  Zur  Ableitung  des  Differentialquotienten  war.  e^ 

in  allen  bisher  behandelten  Fällen  nötig,  daß  die  Funktion  in  der 

sog.  entwickelten  Form  y  =  f  (x)  gegeben  war,  z.  B/ 

3  ■     ■  •  ■    '•     •     •  "^ 

j  =  —  x-{-  i    oder    y  ^  3^x^  —  4x  +  1    'Oder 

f  - I •    . ,  -  ..»■«■  — 

x=  |/r*  —  x^    usw. 

Stehen  aber  alle  Glieder  der  beiden  Veränderlichen  4ind 
etwaige  konstante  Größen  auf  derselben  Gleichungsseite,  so  daß 
eine  Funktion  beider  gleich  Nnll  gesetzt  wird,  so  hat  man  die 
sog.  unentwickelte  oder  implizite  Form,  welche  man  symbolisch 
ausdrückt  durch  die  Schreibweise:  ■     ■,  . 

ffx,  y)  —  0     oder    y(x,.  y)  =.  0  usw. 

Beispiele :  2y-3x-8  =  0, 

x^  +  y„^  -  r«  ^  0,- 
X  .  y  -  24  =  0, 

Wollten   wir    aus    einer    solchen    unentwickelten  Form    den 

dy"  .       .  •  .        . 

D.Q.  — j^^ —  bilden,   so  müßten  wir,  um  mit  Hilfe  der  bisherigen 
»dx 

Kegeln  zum  Ziele  zu  gelangen,  zuerst  aus  der  gegebenen  Gleichung 

den  Wert  für  y  ausrechnen. 

Dieser  Weg  wird  auch  oft  beschritten,  wenn  sich  y  in  ein- 
facher Weise  aus  der  gegebenen  Gleichung  ermitteln  läßt. 

Jedoch  ist  es  in  vielen  Fällen  bedeutend  einfacher,   direkt 

^dy 
aus  der  unentwickelten  Form  den  Wert  für  ^r     herzuleiten. 

dx 

IL)  Wir  wollen  nicht  die  etwas  umständliche  Ableitung  der 

dy 
eingangs    gegebenen   Beziehung    zwischen  f  (x,  y)  =  0    und  -^ 

folgen  lassen,   sondern  uns  in   diesem  Abschnitt  mit  der  Beant- 
wortung folgender  Fragen  beschäftigen: 


1.) 


2.) 
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a)  Was  sind  Differentiale? 

b)  Wie  bildet  man  die  Differentiale  zu  jeder  Seite  einer 
Gleichung? 

c)  Wie  bildet  man  sie  zu  f(x,y)  =  0? 

d)  Was  verstellt  man  unter  teilweiser  Differentiation? 

Zu  a) :  Die  Antwort  hierauf  ist  bereits  ausführlich  in  §  39 
bei  der  Funktion  einer  Funktion  gegeben. 

Ist  y  =  f(x)  ...  so  ist  dy  =  f''(x)  .  dx. 

Zu  b):  Auch  hierfür  ist  die  Antwort  in  §  39  gegeben  für 
den  Fall,  daß  y  eine  entwickelte  Funktion  von  x  ist.  Doch  sollen 
zur  Erzielung  einer  größeren  Sicherheit  hier  noch  einige  Bei- 
spiele folgen,  bei  welchen  gleichzeitig  der  Übergang  von  der  ent- 
wickelten zur  unentwickelten  Form  gezeigt  wird. 

y  =  X  ...     dazu     dy  =  dx     oder 
y  —  X  =  0  ...     dazu     dy  —  dx  =  0. 

X  =  2  X  .  .  .     dazu     d  y  =  2  •  d  x     oder 
y-2x^0     dazu     dy-2dx  =  0. 

y  =  -p-  X  ...     dazu     d  y  =  -^  d  x     oder 

y ^  X  =  0  ...     dazu     dy ^dx  =  0. 

y  =  X*  ...     dazu     dy  =  2x  .  dx     oder 
y  —  x^  =  0  ...     dazu     dy  —  2x  dx  =  0. 

y  =  2x^...     dazu  dy  =  6x^  .  dx     oder 
y  — 2x3  =  0...     dazu     dy  — 6xMx=:0. 

y=ax^+bx+c...dazudy=2axdx+bdx=(2ax+b)dxoder 
y  —  ax*  —  bx  —  c  =  0  ...  dazu  dy  —  2ax  dx  —  bdx  =  0. 

y  =  ax^...     dazu     dy  =  n  .  ax'^""^ .  dx     oder 
y  —  a x^  =  0  ...     dazu     dy  —  n.ax^~^dx  =  0. 

l 

y  =  \/x   .  ,  .     dazu     d  y  = rT=-  •  d  x     oder 

"^         2Kx 

y  —  |/^x  =  0  .  .  .     dazu     d  y — —7:=-  d  x  =  0. 

^  .  J/x 


3.) 


4.) 


5.) 


6.) 


7.) 


8.) 
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9.) 


j  =  y  X 


dazu     d  y  = 


1 


n.l/"'^x'^-^ 


—  \^x  =  0  .  .  .     dazu     dy  — 


n-  \/ 


^'^CT^T 


d  X     oder 


-  dx  =  0. 


10.) 


y=(2x+3)(3x-5)...dazudy=2.(3x-5)dx+3.(2x+3)dx  = 

=  [2.(3x~5)  +  3.(2x+3)]dx  oder 
y  —  (2x  +  3)  •  (3x  -  5)  =  0  ...     dazu 

dy- [2.  (3x-5)  +  3-(2x  +  8)]  dx  =  0. 

11.)    y  =  (2x2  -  3x  +  5)»  =  z»  =  f[z]  =  f [y(x)]  dafür 
dy  =  f'[z]  .  (p^(x)  •  dx  =  3z2 .  (4x  -  3) .  dx  = 
=  3   (2x2  -  3x  +  6)2  (4x  -  3) .  dx, 

12.)    y=  I/4x2-3x  +  7  =  [/7;  dafür 

A  8x-3  _ 

d  y  = .  y  '  d  X. 

2.K4x2-3x  +  7 

Za  c):  Von  hier  ab  sollen  nur  noch  einige  Beispiele  über 
unentwickelte  Funktionen  folgen. 

Hierbei  können  aber  auch  Glieder  mit  x  •  y  vörkommeu, 
welche    bisher   vermieden    wurden.     Sie    werden   behandelt   wie 


Zusammenhang  zwischen  teilweisen  und  totalen  Differentialen 


Produkte.  —  Wir  wollen  also  das  Differential  zu  x  •  y  bilden. 
X  .  y  stellt  ein  Rechteck  vor,  dessen  Fläche  wir  mit  F  bezeichnen 
wollen  (Abb.  99).     Also :  F  =  x  •  y  =  f  (x,  y). 

Lassen  wir  nun  x  um  Ax  und  gleichzeitig  y  um  Ay  zu- 
nehmen, so  nimmt  F  um  AF  zu. 

Es  ist  ' 

F  +  AF  =  (x  +  Ax)-(y  +  Ay)  =  x-y  +  x-Ay  +  yAx  +  Ax.Ay. 

=  F 
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Folglich  AF  =  xAy  +  y.Ax  +  Ax  •  Ay. 

Oehen  wir  jetzt  zur  Grenze  über,  so  ergibt  sich: 
dF  =  X.  dy  -f  y-  dx  +  dx  .  dy  =  X-  dy  -f-  y  .dx, 

=  0 ;  warum  ? 

d  F  ist  das  totale  Differential  der  ganzen  Fläche,  (x  .  d  y)  ist  ein 
teilweises  Differential,  das  durch  Änderung  von  y  entsteht; 
ebenso  ist  y  •  d  x  ein  teilweises  Differential,  das  clurch  Änderung 
von  X  entsteht. 

Man  sieht :  Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe 
der  toilweisen  Differentiale. 

Wir  können  uns  die  Zunahmen  auch  zeitlich  nacheinander 
erfolgen  denken:  Wir  lassen  ,nBrst  x  um  Ax  zunehmen,  und  be^ 
rechnen  die  teilweise  Zunahme  von  F;  jetzt  lassen  wir  y  um  Ay 
wachsen,  und  berechnen  die  andere  teilweise  Zunahm^  von  F.  — 
Beide  teilweise  Zunahmen  ergeben  zusammen  die  totale  Zunahme. 


Satz :  Hat  man  das  Differential  zd  einem  Produkt 
zweier  Yeränderlichen  za  suchen,  so  ergibt  sieh  die  Summe 
zweier  Produkte,  nämlich :  Das  Differential  des  1.  Faktors 
mal  dem  2.  Faktor  selbst  -f  dem  Differential  des  2.  Fak- 
tors mal  dem  1.  Faktor  selbst. 


Beispiele:  1.)  x  •  y  —  24  =  0  (Mariottesches  Gesetz);  daraus 
durch  Auflösung  .  .  .  y  = ,  also  -^ —  =  y^  =  tg  a  = ^. 

Oder  durch  Anwendung  des  obigen  Lehrsatzes: 

X  •  y  —  24  =  0,  also  x  •  dy  +  y  •  dx  =  0, 

woraus : 

dy  y 

dx  X       *^         ® 


Dieses  Ergebnis  weicht  scheinbar  vom  ersteren   ab;   es  ist 
jedoch    genau   dasselbe,    was   man   erkennt  durch   Einsetzen   des 

24  ^ 

Wertes  für  y  = .     Dann  wird : 

•^  X 

dy  y  24  24  u     ^ 

^ —  =  — —= = (wie  oben). 

dx  X  XX  X- 
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dy    . 
Die  neue  Form  für  -=-^  in  Abhängigkeit  von  y  und  x»  also 

-d  y  '    \    •      "      '"  • 

-i-^  =  f(x,  y)    ist    oft  sehr   wertvoll  und  angenehm,    weil  man 

nicht   selten  aus  ihr  viel  leichter  gewisse  Eigenschaften  der  be- 
trachteten Kurve  erkennt. 

unsere  Grundgleichung  xy  —  24  =  0  stellt  bekanntlich  eine 
gleichseitige  Hyperbel  (Isotherme)  dar.  —  Für  diese  gilt  demnach : 

dy  y  . 

— ^  = ^.  =  tffa, 

dx  X 

d.  h.  man  findet  für  irgendeinen  Kurvenpunkt  das  Steigungsmaß, 
indem  man  die  Ordinate  des  Punktes  durch  die  zugehörige  Ab- 
szisse dividiert  und  den  Quotienten  mit  —  1  multipliziert. 
Das  Differential  zu  x  •  y  —  24  =  0  war : 

X- dy-|- y  dx  =  0. 

Es  ist  also  genau  so  zu  bilden^  als  ob  einmal  die  1.  Ter- 
änderliche  x,  das  andere  Mal  die  2.  Yeränderliche  y  ein  kon- 
stanter Faktor  w8re. 

Daß  sich  diese  Auffassung  tatsächlich  mit  der  Wirklichkeit 
deckt,  soll  unter  d  gezeigt  werden. 

Genau  dieselbe  Ableitung  gilt  für  die  sog.  „Zustandsgleichung" 
eines  vollkommenen  Gases,  welches  lautet: 

p  .  y  =  R .  T  ...  wo  R  für  jedes  Gas  einen  konstanten  Wert 
darstellt,  so  daß  wir  auch  schreiben  können: 

p  .  V  ==  konst.  •  T;  T  =  absolute  Temperatur  =  t^is  +  273. 

Diese  Gleichung  enthält  3  Veränderliche:  p,  v,  T.  Durch 
2  der  3  Veränderlichen  ist  jedoch  die  dritte   eindeutig  bestimmt. 

Aus  der  Gleichung  folgt  allgemein: 

T  =  -5-  •(?•▼)  =  konst.  •  (p  •  v) ;  also : 


dT  =  konst«  •  (p  •  dy  +  y  •  dp) 


Ist  insbesondere  noch  T==^ konst.  (Isotherme),  so  wird  dT  =  0, 
woraus  folgt: 

0  =  konst.  •  (p.«  dv  -f-  V  •  d  p)  oder : 
p   dy  +  v  dp  =  0  für  T  =  konst. 
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Andere  Ableitung :  Ändert  man  in  T  =  -^  •  (p  •  v)  die  Tem- 
peratur um  dT,  so  ändert  sich  der  Druck  um  dp  und  gleich- 
zeitig daa  Volumen  um  dv;  es  gilt  also: 

T  +  dT  =  -^.[(p  +  dp).(v  +  dv)l  = 

=  "D~[pv  +  pdv  +  vdp  +  dpdv]  = 


=  -g-p-v  +  -R-[pdv  + vdp  +  dpdv]; 


R 


bleibt: 


da  sich  aber  T  gegen  -rr-  •  p  •  v  weghebt,  so 

clT  =  ^[pdT  +  vdp]  +  -^  dpdv. 

Das  letzte  Glied   darf  als  oo  kleine  Größe  zweiter  Ordnung 
vernachlässigt  werden,   so  daß  sich  der  gleiche  Wert  wie  zuerst 

ergibt,  nämlich: 

1 

dT  =  -p-  •  [p  •  dv  +  V-  dp]  =  konst.  •  [p  •  dv  +  v-  dp]. 

Wir  hätten  auch  folgendermaßen  schreiben  können: 
a)  Aus  T  =  -r^  •  (p  •  v)    folgt    durch    teilweise   Diflferenzie- 
rung  (wobei  letztere  durch  ein  rundes  „d''  angedeutet  wird): 


8T         1  ,       8T    ^  1 

__  =  _.,.  also— .dp  =  -p-.v. dp 


R 


9T 
8v 


1  1       ÖT     ,  1      - 

-=r-  •  p :  also d  V  =  -tt-  •  p  •  d  v 

R     *^'  öv  R    ^ 


Beiderseits  addiert,  ergibt: 


Iy-   dT  +  -^   dp  =  ^    (pdv  +  Tdp)=:dT 


b)  Analog  ergibt  sich  aus  p  •  v  =  R  •  T  der  Druck  zu 

T 

p  =  R-  —  =  f(T,  v);  also: 
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8p  _ 


6t 

IP. 
ÖT 


=  -R- 
R^ 

V 


8p 


V» 

and 


8v 
8T 


-•  dv  = 


dT  = 


-R 
R 


V 

dT 


8 


dv 


addiert,  gibt: 


^P     dT+  ^P  .dv=  *    dT> 
9T            '     9v                V     ^ 

T 

-  E  — ^  -dv  =  dp 

T 
c)  Ebenso  ist  v  =  R ,  woraus,  wie  zuletzt,  folgt : 


|l_.dT  +  4^  dp  =  —   dT-E~  dp  =  dY 

91  9p  p  P 


24 

2.)  x^y  -  24  =  0,  woraus  y  =  ^  =  24  .  x-« 

also  4^  =  -  2  .  24  .  X-»  =  -  ** 


dx  "  X 

oder  durch  Bildung  der  Differentiale  aus  2)  .  .  . 

X*- dy  +  y  •  2xdx  =  0,  woraus: 


»  ' 


dx 


(also  doppelt  so  groß  wie  beim  1.  Beisp.). 

24 

Setzen  wir  y  =  — ^  ein,  so  ergibt  sich : 

„      24              48   ,   .      ,     . 
—  2  — :: —  = r-  (wie  oben). 


dy 
dx 


X*-  X 


X 


3.)  X«  +  y»  —  r«  =  0,  woraus  y  =  ±  |/r«  —  x», 
dy  _  ~  2^ _^ 


also 


dx         i2-l/'r«-x2 
Durch  Bildung  der  Differentiale  aus  3.)  ... 

dy  X 

2xdx  +  2ydy  =  0,  woraus -p-  = =  tga  (Deutung!). 

Setzen  wir  y  =  ±  Kr^-x"  ein  ...  -^  =  -  -^    ^-—-^ 
(wie  oben). 
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4.)  y2  —  2px  =  0,  woraus  y  =  ±  l/"2px,  also: 
dy  __  2p  _  p  __^ 

dx  "■  i2.K2p^   ~"  iKSpx       .^'*' 

Durch  Bildung  der  DiflFerentiale : 

2ydy  —  apdx  =  0,  woraus  --r^  =  ^  —  tga  (Deutung). 

Q  X  y         •    .  ' 

Setzen  wir  den  Wert  für  y  . . .  =  i |/2px  ein,  so  ergibt  sich: 

^-^  =  -^  =  — ,  ,  (wie  zuerst). 

dx         y         il/^2px 

Wo  ist  tga  =  1,  p,  0,  oo? 

x^    .    V*        .        ^  .     b 


5.)  —-  +  -^—1  =  0,  woraus  y  =  ±  —  Ka*  — 
a^         b*  '  '^  a 


x^ 


also      ....      ^ —  = ,  y  =-  =  tga. 

dx        a     j^|/^a2_x2 

Durch  Bildung  der  Differentiale: 

2xdx    ,    2ydy       ^        dy  *^     x       ,        .^    .       . 

+  --t:7^  =  Ö...-^  =  ---— •— -  =  tga  (Deutung). 


a^       '       b^  '**  dx  a*     y 

Setzt  man  den  Wert  für  y  ein,  so  ergibt  sich  derselbe  Aus- 
druck, wie  oben. 

2.        v2        .        .  .    b 


6)  ^r  -  Jt  -  1  =  0^  voraus  y  =  i  -  V^'  - 


a2 


1  ^y     ^  X  ^^ 

also      ....     -i —  = .  ^  =-  =  tgg. 

dx        a     i  1/^x2 -a« 

Durch  Bildung  der  Differentiale: 

2xdx        2ydy       ^        dy        b^     x        .        .^^    i 

i t:?^  =  0  . . .  -T^  =  -^  •  —  —  tga  (Deutungj. 

^2  ]t,2  dx        a^     y         ®     ^  ^^ 

Zu  d):  Was  versteht  man  unter  teilweiser  Differenzierung  ? 

Antwort :  Man  soll  immer  nur  eine  der  vorkommenden  Ver- 
änderlichen zunehmen  lassen ,  während  die  übrigen  konstant 
bleiben.  — -Dafür  soll  man  dann  das  betreffende  Zuwachs- 
Verhältnis  feststellen. 

Erläuterung:  Sind  in  einem  analytischen  Ausdruck  mehrere 
Veränderliche  miteinander  verknüpft,  so  ist  leicht  zu  erkennen, 
daß  sich  der  Ausdruck  im  allgemeinen   schon  ändert,    wenn   nur 


N 


§  44.    TJuentwickelte' Funktionen  zwUoben  zwei  Veränderlichen.      253 

ein6  der  Veräniilerlicbea  einen  anderen  Wert  annimmt,   während 
die  anderen  ihren  Wert  beibehalten,  also  konstant  bleiben. 

Einfachste  Fälle:  1.)  Bezeichnet  mau  Grundlinie  und  Höhe 
eines  Rechtecks  mit  x  und  y,  so  ist  dessen  Flächeninhalt  oder 
dei-  Querschnitt  Q  =  x  -  y,  d.  h.  der  Querschnitt  ist  sowohl  TOQ 
X  als  andi  Ton  y  abhängig;  er  ist  also  eine  Funktion  beider, 
was  man  in  der  Schreibweise  ausdrückt  durch  Q  =  f  (x,  y). 
X  nnd  y  sind  hierbei  voneinander  ganz  nnabhängig. 

2.)  Das  Volumen  eines  Zylinders  ist: 

V  =  r*jch  =  f{r,  h)  I 

und  die  Oberfläche:  t    Also 

0  =  2r»jc-|-2r7rh  =  f(r,  h)  | 
sind  beide  Ausdrucke  Funktionen  von  r  und  h. 

3.)  Das  Volumen  eines  Eegelstumpfs  ist: 

V=-^-(r'  +  p'  +  r-p)  =  f(h,i,p), 

also  eine  Punktion  von  3  Veränderlichen:  h,  r  und  p. 
4.)  Ebenso  ist  die  Fläche  eines  Trapezes 

F  =  itLh  =  f(.,b,h) 

eiae  Funktion  von  3  Veränderlichen:  a,  b  und  h  usw. 

Ändert  man  in  all  den  angeführten  Ausdrücken  nur  eine 
einzige    der    Veränderlichen,    während    die    ttbrigen    honstant 

Abb.  100,' 


EioflaB  der  ÄnderuDg  vou  i  nm  Ax. 

bleiben,    so   wird   sich   auch  die  betreffende  Fläche  bzw.  das  be- 
treffende Vcdumen  ändern. 

Als   erstes  spezielles  Beispiel   wollen  wir  das  Rechteck  be- 
trachten mit  dem  Querschnitt: 

Q  =  xy  =  f(i,y). 
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1.)  Andern  wir  nur  x  um  Ax  (Abb.  100),  so  ändert  sich 
schon  Q  um  einen  Betrag,  den  wir  mit  Bücksicht  auf  die  Ver- 
änderliche X  mit  AQx  bezeichnen.     Es  ist: 

I  AQx  =  y  *  Ax  I  .  .  .  y  ist  also  hierbei  konstant  geblieben. 

2.)  Andern   wir  dagegen  nur  y 

um  Ay  (Abb.  101),  während  wir  x 
konstant    lassen,     so     ändert    sich 

auch   Q,    aber    um  einen   anderen 

Betrag,  den  wir  mit  AQy  be- 
zeichnen. 

Es  ist: 


Fig.  101. 


^r 


AQy  =  x- Ay  I 


ÖMi 


?-xr 


X 

Einfluß  der  Änderung  von  y  um  ^  y. 


Aus   den   Gleichungen  unter    1.)   und   2.)   findet  man  durch 
Division : 


und 


AQ 


Ay 


^  =  x 


Geht  mau  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Ax  und  Ay 
bis  unter  jedes  denkbare  Maß  herab  abnehmen  läßt,  so  ergibt 
sieh  gleichzeitig  auch  nur  eine  Zunahme  der  Fläche  um  dQx  bzw. 
dQy  und  es  wird  für  unseren  speziellen  Fall,  wo 


Q  =  x  .  y  ist: 


bzw. 


Man  sieht  also,  daß  im  ersten  Fall,  wo  nach  x  differenziert 
ist,  y  als  konstanter  Faktor  zu  bewerten  ist  und  im  zweiten 
Fall,  wo  nach  y  differenziert  ist,  hat  man  x  als  konstanten  Faktor 
zu  betrachten. 

In  den  beiden  Ausdrücken  deutet  schon  der  Nenner  darauf 
hin,  welche  der  beiden  Veränderlichen  ihren  Wert  ändern  soll, 
weshalb  man  der  Einfachheit  halber  im  Zähler  den  Zeiger  (Index) 
weglassen  kann. 

Solche  Ableitungen  nennt  man  partielle  oder  teilweise 
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Differentialquotienten  und  das  Yerfahren  ^teilweise  Differen- 
zierang^  weil  immer  nar  nach  einer  der  Yorkommenden 
Yeränderliehen  differenziert  wird. 

Zum  Unterschied  von  der  totalen  Differenzierung,  welche 
durch  ein  gerades  d  angedeutet  wird,  gebraucht  man  bei  der 
teilweisen  Differenzierung  ein  rundes  9. 

Führen  wir  diese  Bezeichnungsweise  in  den  beiden  letzten 
Gleichungen  ein  und  lassen  wir  den  (überflüssigen)  Index  im 
Zähler  weg,  so  erhalten  wir  für: 

Q  =  X  •  y  =  f  (x,  y)  die  Schlußgleichungen: 


und 


2.  Beispiel:  Das  Volumen  des  Zylinders  ist: 

V  =  r^Tc  .  h  =  f  (r,  h)  (Abb.  102  I  u.  II),  also: 

8V 


9h 
9Y 
Or 


=  r^;:  (hier  ist  r  =  konst.),  also  8  V^  =  r^TC  •  9h; 

=  2  rTT  •  h  (hier  ist  h  =  konst.),  also  9  V,  =  2  r w  •  h  •  9  r» 


Deute  diese  Ergebnisse! 


Abb.  102,  I  und  II. 

1 


^       ^ 


Fy 


h 


Vy 


/ 


*r- 


s 


:^ 


h 


Einfluß  der  teilweisen  Änderungen  an  einem  Kreiszylinder. 

Wie  groß  ist  die  totale  Änderung  dV?  dV  =  9  Vh  +  9Vr. 
Dies  muß  sich  auch  durch  die  Rechnung  ergeben,  indem  man  r 
um   9r  und  h  um  9h  vergrößert;  dann  wird: 
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^^^m^.^^ 


Y,=  V  +  dV  =:-(r  +  8t)« •  tt  .  (h  +  8h)  = 

'    =r«Äh  +  2  rieh  •9r+7ch-8rHi'*'^ -911+ 2rit.8r'8h+ir.8r*-9h. 

=  V      =8Vr  =8Vh 

Die  oo  kleinen  GFÖßen  zweiter  Ordnung,  nämlich  Jth-9r* 
+  2r«  •  8 r  •  8h  und  die  oo  kleine  Größe  dritter  Ordnung  n  •  8r*  •  8h 
können  vernachlässigt  werden,  so  daß  bleibt:  dV  =  8  Vr  -f  8  Vh 
(wie  zuerst). 

3.  Beispiel:  Die  Oberfläche  eines  Zylinders  ist: 

0  =  2r«7r  +  2rff.h  =  f  (r,  h).     Also: 

(hier  ist  r  =  konst.,  also  8  0h  =  2rn  •  dt)  •  •  •  Deutung! 

4^  =  2-2rjr  +  2ich 
or 

(hier  ist  h  =  konst.,  also  80^  =  2   ^rw  •  8r  +  27rh   ^r);  Deutung! 
Man   beachte,    daß   sich   bei   Änderung  von  r   um   8r  nicht 
nur  die  Kreisflächen  ändern,  sondern  auch  der  Umfang  und  damit 
die  Mantelfläche!     Totale  Änderung  dO  =? 

4.  Beispiel:  Die  Fläche  eines  Trapezes  ist:  (Abb.  103) 

F  =  ±±^.h=-|-.h+4h  =  f(a,b,h). 

Also:  8F  _  h 

8  a  ""  2 

[hier  bleiben  b  und  h  konst. ;  also  8 Fa  =  -^ .  8  a .  . .  (Abb.  103,  I)]. 

Femer :         8  F        h 


8b 


[hier  a  und  h  konst.,  also  8Fb  =  -x- •  8b  (Abb.  103,  II)] 

Endlich:       8F  _  a       b 

8h  ~  2  "^  2 

a  b  /  a        b  \ 

[hier  a  und  b  konst.,  also  8Fh  =  -2-'^^+-2"'^^^'^\'2"'^T)  *  ^^ 

(Abb.  103,  III)]. 

Aus  Abb.  103,  III  ist  ersichtlich,  daß  der  letzte  Zuwachs  selbst 
ein    Trapez    A^B^GD    mit  Grundlinien   a  und  b   und  Höhe   8h. 
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^^^^^^^^^^^"^'^^™^'^™^™  '  ■■■»■■  ■■■■  »11       ■!■■      ■■■■■■■■■■  I  Uli  ■■  ■ 

Verlege   die  Spitzen  A  und  B  nach  A^  und  B^     Totale  Ände- 
rung dF  =  ? 

Diese  Beispiele  mögen .  zunächst  genügen,  um    das    Wesen 
der  teilweisen  Differenzierung  zu  erläutern. 

Abb.  103,  I,  II  und  IIL 
b 


M.j 


Einfloß  der  teilweisen  Änderungen  an  einem  Trapez. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  einen  Übergang  zu  finden  von 
der  teilweisen  Differenzierung  zur  totalen« 

Hierbei  sollen  nar  Funktionen  behandelt  werden  mit  zwei 
Veränderlichen  in  der  anentwickelten,  auf  Null  reduzierten  Form : 

f  (x,  y)  =  0    z.  B.    xy  -  24  =  0. 

§  45.    Übergang  von  der  teilweisen  zur  totalen 

Differenzierung. 

Wir  verfahren  zur  Herstellung  des  Übergangs  folgender- 
maßen : 

1.)  Wir  bilden   die  Differentiale  zu   den  einzelnen  Gliedern 

dy 
und  stellen   uns   alsdann   eine  Gleichung  für  -^^  her. 


dx 


Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    8.  Aufl. 


17 
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t 

•  dy 

2.)   Wir  untersuchen,    welche   Beziehung  zwischen -^^ und 

dx 

den    teilweisen    Diff^rentialquotienten    der    gegebenen    Funktion 

besteht. 

Lösung :  Für  f  (x,.y)  =  x  •  y  —  24  =  0  ist: 

dy  y 

I.)  X  •  dy  +  y  •  dx  =  0,    woraus    -7^  =  — ^  . 

^  ^    ^   ^  dx  X 

Ferner  ist: 

af(x,y)  _         9f(x,y)  _ 

^^        9x       "'^'  ay        -^-  •• 

dy 
eingesetzt  in  den  Wert  für  -j^  ergibt : 


dy  __       y  _  9x       _    ,_ 


dx  X  df(x,  y) 


öf(x,y) 

=  y'  =  tg  a. 


9y 

Man  bezeichnet  nun  die  partiellen  Ableitungen  vonf(x,  y) 
nach  der  ersten  Veränderlichen  x,  also: 

— ir^~  Diit  fi  (x,  y)  oder  noch  kürzer  mit  f^. 

Entsprechend  nach  der  zweiten  Veränderlichen  y: 

8f(x,  y) 

— •  mit  fg  (x,  y)  oder  noch  kürzer  mit  fg. 

Führen    wir    diese    Bezeichnungen    ein ,     so    ergibt   sich  zu 

f(x,y)=0: 


-T^  = T-  =  v^  =  tff  a 


dx  fg 


Diese   Regel  ist   allgemein  gültig;    sie  läßt  sich  folgender- 
maßen in  Worte  kleiden: 


Lehrsatz :  Aus  einer  u  n  entwickelten  Funktion  f  (x,  y) = 0 

findet  man  den  totalen  D.Q.     ,      ,  indem  man  die  Funk- 

tion  zuerst  partiell  nach  x,  alsdann  pai*tiell  nach  y  diffe- 
renziert^ beide  Ergebnisse  durcheinander  dividiert  nnd  den 
Bruch  mit  „—  l"  multipliziert. 


§  45.    Übergang  von  der  teilweisen  zur  totalen  Differenzierung.      259 


Beispiele  (siehe  S.  248  u.  f.): 

1.)  X  •  y  -  24  =  0. 
dt 


dx 
9f 


=  fx  =  y 


dy 
dx 


dx 


8y    =f»  =  ^ 
2.)  X»  •  y  —  24  =  0. 

fi  =  -9^=2x.y 

f  =-^  =  x« 
'        9y 

3.)  x«  +  y«-r«  =  0. 
fi  =  2x)   dy  ^       f, 
f,  =  2y/  dx 

4.)  y*  — 2px  =  0. 


fx 


'2 


24 


ii_  =_  A =_l£i =_li.=_ 


48 


'2 


X 


X 


s* 


i 


y 


+  Kr«- 


f,  =  -2p  j   dy  _       fi  _  p  _        p 

/  dx  fj        y       +l/'2px 


5.) 


f*  =  2y 

2  „2 


X 

a 


i-+^-i  =  o- 


fl  = 


b 
2x 


dy  _     f ,  _ 


dx 


'« 


^  iL 

a«     y 


b^ 
a 


±K 


a 


2. 


6.) 


-*_i;_i=o. 


a 


2 


f,  = 


b» 
2x 

2 


^2  = 


a 

_  -2y 


2 


dy  _       f,  _  b 


dx 


'2 


a 


2 


b^ 
a 


X 


+  [/'x'  -  a 


2* 


7.)  y  .  (x»  -  1)  _  (x«  +  1)  =  0  =  x«y  -  y  -  X*  -  1. 

f,  =  2xy-2x  =  2x.(y-l)^   dy  _      f ^  _      2x-(y-l)._ 


f,  =  X«  -  1 


2x- 


/  dx  f. 

im- 


2 

2x 


x»-l 


x^-1 


4x 


260     11^*  Kapitel:  Differentialquotienten  für  die  algebraischen  Funktionen. 
Direkt  ist :   y  =  — - — r- ,  woraus  mit  Anwendung  der  Quotien- 


dy  _  2x  — 4y  _  x  — 2y 
dx"~4x  —  2y        2x  —  y 


«-1 
tenregel  dasselbe  Ergebnis  folgt. 

8.)  I^x*-4xy  +  y«  =  0. 
f  2x-4y 

^  -4x  +  2y 

'      3.|r(x«-4xy+y«)«) 
9.)  Gegeben  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Ellipse: 

Gesucht: 
I.)  Neigung    der   Ellipsentangenten,    deren    Berührungspunkte 

die  Abszisse  -f  ^  haben. 
IL)  Bestimmung  der  beiden  Wertepaare  xy,  für  welche  tg  a  =  +  !• 
III.)  Wo  ist  tga  =  0? 
IV.)  Wo  ist  tga  =  oo? 

rr        TN      dy  f.  9  X  . 

Zu  I.)— ^  =  --^=-— -. —  =  tga. 
dx  I2  25     y 

Für  x  =  3  ergibt  sich  aus  der  gegebenen  Gleichung: 

y'        1  x^  3«  y   =^-2,4 

^  =  1  -  ^  =  1  -   5F^  woraus  ..•<;;  ^  ^  2,4' 

Für  y,  .  .  .  tga,  =  |X  =_  ^.^  =  ^0,45=tgl55o46^ 

Für  y,  .  .  .  tga^  =  |^  =_ ^ .  _|_=+0,45=tg24oi4'. 
Zu  II.)  Es  soll  tga  =  1  sein;  also  gilt: 

*S''  =  ^=-^'y  =  +  ^'    woraus  y  =  =^.... 
eingesetzt  in  Ellipsengleichung: 

.-9 

2 
"2 


(^) 


^    +   '     To     ' 1=0,  woraus  90x«  =  52.8«  oder: 


.  =  ±\/^  =  ±l.\^.  also  <'=  +  J'?!,'"'-=7S 
^10  2  X2  =  —l,o81;y2=+ 0,569. 
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Zu  III.)     Es  soll  tg  a  =  0  werden ;  also : 

J  _  Q  TT 

tg a  =  -r^  =  —  TT- =  0,  woraus  9x  =  0;  demnach 

dx  ä5     y 

auch  X  =  0;  dazu  gehört  y  =  +  3. 

Zu  IV.)     Es  soll  tg  a  =  oo  werden ;  also : 

dy  9      X 

.  dx  25     y 

Dieser  Ausdruck  kann  nur  oo  werden: 

a)  Für  X  =  oo,  was  unmöglich,  da  die  Ellipse  im  Endlichen 
rläuft* 

b)  Für  y  =  0;  dafür  ergibt  sich :  x  =  +  5. 
Man  mache  die  Probe  mittels  Zeichnung! 


IV.  Kapitel. 

Integration  der  Summe  und  der  Potenz  der  unab- 
hängigen Veränderlichen. 

§  46.    Einleitung. 

Wir  sind  imstande,  zu  jeder  Funktionskurve  y  =  f  (x)  — 
auch  ohne  umständliche  Berechnung  einer  Tabelle,  ja  sogar  ohne 
Kenntnis  der  Gleichung  —  den  ungefähren  Verlauf,  das  Wesen 
der  y^-Kurve  anzugeben.  Mit  der  Lösung  derartiger  Aufgaben 
haben  wir  uns  ausführlich  im  II.  Kapitel  beschäftigt. 

Wollen  wir  jedoch  den  mathematisch  genauen  Verlauf  der 

dv 
y^-Kurve  konstruieren,  so  müssen  wir  allerdings  den  Wert  für  -7^^ 

dx 

kennen  (siehe  III.  Kapitel). 

W^ir  haben  erkannt,  daß  es  zu  jeder  y-Kurve  nur  eine  ein- 
zige y^  =  tga-Kurve  gibt;  denn  jedem  Kurvenelement  kommt  nur 
ein  einziges  Steigungsmaß  zu,  und  die  Ordinaten  der  y^-Kurve 
sind  nach  Größe  und  Vorzeichen  das  direkte  Mafi  für  die  Steigung 
der  y-Knrve. 

Umgekehrt  können  wir  nns  jetzt  die  Aufgabe  stellen^ 
zu  einer  gegebenen  y^-Kurve  rückwärts  den  Ver- 
lauf der  y-Kurye  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  hat  keine  eindeutige  Lösung  mehr,  sondern 
sie  läßt  nnendlich  yiele  Lösungen  zu,  d.  h.  wir  können  zu  einer 
einzigen  y^  =  tga-Kurve  nnendlich  viele  y-Kurven  angeben. 
Allerdings  unterscheiden  sich  diese  letzteren  nur  dadurch  von- 
einander, daß  sie  lediglicli  in  Bichtung  der  y- Achse  parallel 
gegeneinander  verschoben  und  demnach  alle  kongruent  sind 
(siehe  S.  177  u.  f.). 

Diese  neue  Aufgabe  bezeichnet  man  als  Integration  und  die 
gesuchte  y-Kurve  als  Integralkurve. 
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Integrieren  heifit  also^  zu  einer  gegebenen  y^  =  tga-Earve 
(==  Differentialkurye)  die  zugehörigen  y-Knrven  (Integral- 
kuryen) suchen. 

Oder:  Integrieren  heißfc,  zu  einem  gegebenen  Differentinl- 
quotienten  die  ursprüngliche  Funktion  suchen. 

Das  Integrieren  ist  demnach  gerade  das  entgegengesetzte 
Verfahren  wie  das  Differenzieren.  (Gerade  so,  wie  Dividieren 
das  Entgegengesetzte  vom  Multiplizieren  ist.) 

Das  Differenzieren  ist  also  auch  die  Probe  für  die  richtige 
Lösung  beim  Integrieren  und  umgekehrt. 

Diese  Proben  mache  man  stets! 

§  47.    Einige  besondere  Beispiele. 

1 .)  Die  y^-Kurve  sei  eine  Parallele  zur  x- Achse  im  Abstand  + 1 ; 
also  j|-  =  y^  =  tga=:l. 

Dann  kann  die  y-Kurve  jede  gerade  Linie  sein,  welche  die 
X- Achse  unter  einem  <^  a  von  45^  schneidet;  denn  tg  45^  =  +  1- 

Folglich  lautet  die  Gleichung  des  gesuchten  Parallelstrahien- 
büschels : 


I  y  =  x  +  c   [ 


wo  c   eine  beliebige  Konstante  zwischen  —  oo  bis  +  oo  sein  darf 
(Abb.  104). 

Denn  differenziert  man  y  =  x  +  c,   so  ergibt  sich  wieder 

2.)  Ist  y^  #=  -j-  2  =  tg  a,  dann  kann  die  y-Kurve  jede  gerade 
Linie  sein,  welche  die  x- Achse  unter  a  =  63®  26^  schneidet,  weil 
ig  63^26^  =  +  2  ist.  Die  Gleichung  dieses  Parallelstrahlen- 
büschels  lautet: 


y  0 


y  =  2x  +  cl  (Abb.  105). 


Differenziert  man  diese  Gleichung,  so  kommt  wieder  heraus : 


|^  =  /  =  tga  =  +  2. 
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Analog  sei   y'  =  +  0,5;  +  3;  — -3-;  —  4;  0. 
Wie  lauten  die  entsprechenden  Gleichungen  für  y? 
[y  =  0,5x  +  c;y  =  3x+c;y  =  --g-x  +  c;  y  =  -4x  +  Ci  y  =  e.J 


Beziehaugen  zwiBchen  der  Differentialkorva  y'=  + 1  liiid  den  zngehttriBen  Integiil- 
kurven  y  =  x+  c. 

Unter  all  den  y-Kurven  interessiert  uns  stets  am  meisten 
diejenige,  welche  durch  den  Aclisenschnittpunkt  geht.  Fflr 
diese  gilt  folgender  Satz: 


Ebenso,  wie  die  Ordinaten  der  y'-Kurve  nach  Gröfie 
und  Yorzeichen  das  Steignngsmaß  der  y-Knrre  an 
irgend  einer  betracliteten  Stelle  angeben,  so  bestimmen 
die  Ordinaten  der  entspreclienden,  dnrcli  eleu  Aehsen- 
schnittpnnkt  gehenden  y-£nrve  nach  Größe  und 
Yorzeichen  den  Inhalt  derjenigen  Fläche,  welche 
eingeschlossen  wird  Ton  der  y'-Kurve,  der  beträftenden 
y'-Ordinate  nnd  der  x-  und  y-Achse. 


Zum  leichteren  Verständnis  einige  Zahlenbeispiele. 

Zn  1.)     Wie   groß  ist  die  Fläche  OABC   (Abb.  104),  wenn 

0A  =  +2? 
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Lösung:  OABC  —  Rechteck  mit  den  Seiten  0A=2  und 
0B=];  also  Fläche  =  2  ■  1  =  2.  Einfacher  so:  Errichte  in 
A  (x  =  +  2}  die  y-Ordinate;  sie  ist  bezeichnet  mit  AD  =  y». 

Da  y  =  5,  so  wird  för  x  =  +  2  auch: 


y,=+s 


Also  ist  die  gesuchte  Fläche  OABG  =  -\-  2  Einheiten. 
Wie  groß  ist  die  Fläche  OEBF,  wenn  OE  =+  5? 
Antwort:    [-f-  5].      Man    messe    die    betreffende    y-Ordinate 
E6  nach! 


Abb.  105 


sngehörieeu  Integral- 


Zu  2.)     Wie  groß   ist  die  Fläche  OABC  (Abb.  105),  wenn 
0A  =  +  3? 
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Lösung:  OABC=  Rechteck  mit  den  Seiten  0A  =  3  und 
OB  +  2;  also  Fläche  =  3-2=6.  Einfacher  so:  Errichte  in 
A(x  =  +  3)  die  y-Ordinate;  sie  ist  bezeichnet  mit  AD  =73. 

Da  y  =  2x,  so  wird  für  x  =  +  3  .  .  . 


|y3=2-(+3)  =  -{-6  I 


Also  ist  die  gesuchte  Fläche  =  +  ^  Einheiten. 

Wie  groß  ist  die  Fläche  E  AFC  (Abb.  105),  wenn  0E  =  +  2? 

Wie  aus  Abb.  105  ohne  weiteres  ersichtlich,  ist: 

EAFC  =  OABC-OEBF, 

also  gleich   der  Differenz  zweier  Flächen.     Da  0  A  B  C  =  +  6, 
so  fehlt  noch  OEBF. 

Errichte  in  E  die  y-Ordinate  EG;  sie  ist  jg  =  + 4;  ein- 
gesetzt, ergibt: 

E AFC  =  +  6  -  (+  4)  =  +  2  =  AD  -  EG  =  73  -  y,  = 

=  der  Differenz  der  zugehörigen  y-Endordinaten. 

Aus  diesen  Beispielen  wird  der  Zusammenhang  zwischen  der 
y^- Kurve  und  derjenigen  y-Kurve,  welche  durch  den  Achsen- 
Schnittpunkt  geht,  wohl  klar  geworden  sein. 

Sollten  wir  demnach  zu  irgendeiner  y^-Kurre  die  y-Kurre 
(es  soll  immer  die  durch  den  Achsenschnittpnnkt  gehende  ge- 
meint sein)  konstruieren,  so  müßten  wir  für  yerschiedene  y^-Ordi- 
naten  die  zugehörigen  Flächen  berechnen  (ausplanimetrieren)  und 
an  den  betreffenden  Stellen  die  y-Ordinaten  proportional  zu  den 
erhaltenen  Flächen  auftragen. 

IL)  Der  erwähnte  Zusammenhang  gilt  aber  nicht  nur  für  den 
einfachen  Fall,  wo  die  y^-Kurve  eine  Parallele  zur  x- Achse  und 
dementsprechend  die  y-Kurve  eine  gerade  Linie  ist,  sondern 
ganz  allgemein  auch  für  alle  anderen  Fälle,  wo  y^  eine  beliebige 
gerade  oder  kramme  Linie  ist,  welche  eine  eindeutige  Funktion 
von  X  darstellt. 

1.  Beispiel :  Ist  -j-;-  =  y^  =  x ,    so   können   wir  uns   leicht 

davon  überzeugen,  daß  die  Grundfunktion  lauten  muß: 
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y  =  -2-+c 


dy 
denn  diflferenziert,  ergibt  dies   wieder:  — ^  =  y^  =  x. 

Zu  y^  =  X  gehört  wieder  eine  ganze  Schar  von  y-KurYen, 
die  sich  auch  wieder  nur  durch  ihre  Parallelverschiebung  in 
Richtung  der  y- Achse  voneinander  unterscheiden. 

Wir  greifen  wieder  die  durch  den  Nullpunkt  gehende  heraus 
mit  der  Gleichung 


(Abb.  106.) 


Abb.  106. 


K 


/ 


> 


.^ — *-^ — ^ — **^ 
/4  ^s  -f-e 


Beziehungen  zwischen  der  Differentialkurve  y'  =  x  und  der  dazu  gehörigen  Integral- 
kurve y  =  — ^. 

Es  ist  nun  ein  leichtes,  auch  hier  die  Fläche  zwischen  der 
y^- Kurve  und  der  x- Achse  festzulegen,  denn  y^  =  x  ist  eine  Gerade, 
welche  durch  den  Pol  geht  und  die  x- Achse  unter  45  ^  schneidet. 
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Ziehen  wir  durctt  irgend  einen  Pnnkt  der  x-Achse  ein 
y'-Ordinate,  so  wird  ein  Dreieck  ansgeschnitten ,  desaen  Fläch 
_         Abszisse  ■  y'    . 


■V 


der  Differential  km 
[ntegrul kurve  y  •■ 
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Zum  Beispiel: 
für  X3   =  +  3  ist  y' =  +  3,  also  F3    =OAB  = 

,   X,    =  +  4   ,  y'  =  +  4,    ,    F,    =OCD  = 


3-3 


4.4 


=  4,5; 


=  8; 


x-2=-2   ,  y'  =  -2, 


n 


F_,  =  OFG  = 


2-(-2)_ 


=  +  2. 


Mißt  man  die  entsprechenden  Ordinaten  der  y-Eurve  nach, 

80  findet  man: 

AH=    y3  =  +  4,5  =  F3, 

CK=    y,  =  +  8     =P„ 
PL  =  y-2  =  +  2     =F_2, 
welche  Werte  sich  auch  ergeben  durch  Einsetzen  der  betreffenden 

Abszissen  in  y  =  —rr-. 

Die  Fläche  des  Trapezes  AB  CD  ist 

=  OCD  -  0  AB  =  y^  -  y,  =  8  -  4,5  =  3,5. 
2.  Beispiel:  Ist 


dy 
dx 


=  y^  =  x  +  3 


(Abb.  107), 


80  muß  die  zugehörige  Grundfunktion  lauten: 


y  =  -2~  +  ^^"^^ 


dy 
denn  differenziert,   gibt  dies  wieder  —r^  =  x  -|-  3. 

dx 

Die   Gleichung   für  y    stellt    wieder   eine   ganze   Schar  von 

Parabeln  dar;  wir  greifen  wieder  diejenige  durch  den  Nuilpmikt 

heraus,  deren  Gleichung  lautet: 


2 


y  =  -2-  +  3x. 


Hierzu  Tabelle: 


x  =  -7 

y  =  +  3,5 


-6 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

+  3 

0 

-2,5 

-4 

-4,5 

-4 

-2,5 

0 

+  3,5 

+  8 

+  13,5 

+  4 
-20 
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y^  =  X  +  3  ist  eine  unter  45  ^  gegen  die  x- Achse  ge&digie 
Gerade,  welche  die  y- Achse  im  Abstand  +  3  schneidet. 

Auch  hier  werden  die  Flächen  zwischen  der  y^- Kurve  und 
der  X-Achse  durch  die  entsprechenden  y-Ordinaten angegeben,  z.B. 

Trapez  0 ABC  durch  AK  =  y^  =  +  8, 
,       ODBE       ,      DL  =  y3  =  +13,5, 
,       OFBG       ,      FM  =  y,  =  +  20, 
,       AFCG        ,      FM-AK  =  y,  ~y,  =  20-8  =  +  12. 

Man  prüfe  die  Richtigkeit  stets  nach! 

Fläche  0  B  H  durch  H  N  =  y_s  =  —  4,5,  also  negaÜT. 

,       HFG       ,      FM-HN  =  y,-y-3  =  20-(--4,5)=+24,5. 

Bilde  daraus  Regel,  wo  Flächen  +  und  wo  —  zu  bewerten  sind. 

Abb.  108. 


i-X 


Flächeu  oberhalb  der  x-Achse  sind  .,-|-'',  unterhalb 


Antwort:  Eine  Fläche  ist  +  bei  +  Ordinateu  und  -f  Abszissen 
oder  bei  —  Ordinaten  und  —  Abszissen  (1.  und  3.  Quadrat). 

Eine  Fläche  ist  negativ,  wenn  Ordinaten  und  Abszissen  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben  (2.  und  4.  Quadrant). 

Zieht  man  aber  eine  negatiye  Fläche  von  einer  positiTen 
ab,  so  erhält  man  die  absolute  Summe  beider. 

Daraus   folgt,    daß   für   solche  Fälle   alle  Flächen   über  der 
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X-Achse    als  +,    alle    unterhalb    der    x-Ächse    als  —  angeseben 
werden  können. 

Soll  z.  B.  in  Abb.  108  die  schraffierte  Fläche  zwischen  der 
y'-Kurve  und  der  x-Achse  Tom  Punkt  A  bis  zum  Punkt  J  be- 
stimmt werden,  ao  wird  ABC  an  sich  +,  COE  an  sich  — ; 
jedoch  erhalten  diese  beiden  Flächenstücke  durch  das  Subtrahieren 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  daß  die  in  der  Abbildung 
eingetragenen  Zeichen  gelten. 

dv 
Ilf.)  Zasammenfassang :  -r-^  =  y'  war  gegeben  als  Funktion 

von   X.     Zu  y'   haben    wir    diejenige   ursprüngliche   Funktion  y 
bestimmt,  deren  Schaubild  durch  den  Nullpunkt  ging. 

Die  Flilcbe  zwischen  der 
y'-Kurre  nnd  der  x-Achse  wird 
dann  nacli  Größe  and  Torzeicben 
durch  den  betrefTeiiden  y-Wert 
angegeben,  wobei  der  Ausgangs- 
punkt für  die  Flächenberech- 
nang  stets  der  Acbsenscbnitt- 
pnnht  ist. 

Kennen  wir  demnach  die 
Gleichung  zu  irgendeiner  ebenen 
(eindeutigen)  Karve  (DifFerential- 
korre),  deren  Fläche  mit  der 
X-Achse  wir  bestimmen  sollen,  so 
fassen  wir  diese  Gleichang  tiXa 
den  1.)  Differentialquotienten 
«iner  noch  nnbekannten  Funk- 
tion auf. 

Diese    Funktion    suchen    wir 
und  bestimmen  die  sonst  willkür- 
liche   Konstante    c    so,    daß    das  turva  y  =  b s  —  s  nnd  dt 
Inte-   -■■ -' 


Beziehungen  zwischen  iler  DifTerential 

1 7=Bx  — s  nnd  d 1..^-;-,. 

legL'alknrve  y  =  s; 


Scbanbild  der  Fanktion  (Inte- 
gralknrve)  durch  den  Nullpunkt  geht.  —  Dann  gibt  jede 
Ordinate  der  Integralkorve  die  von  der  gegebenen  Differential- 
karve  bis  zu  der  betrachteten  Stelle  abgegrenzte  Fläche  nach 
Größe  und  Vorzeichen  an. 
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Ist  z.  6.  (Abb.  109)  ^ne  Eur^e  gegeben,  deren  Gleichung  lautet: 
y  =  2x  -  3  (NB.  Hier  fehlt  der  Strich  bei  xü), 
so  fassen  wir  (2  x  —  3)  als  ersten  D.Q.  einer  noch  unbekannten 
anderen  Funktion  y  auf.  —  Deren  Gleichung  mufi  dann  lauten: 


I  y  =  x^~3x  +  r| 


'      .  dy 

denn  differenziert,  ergibt  dies  wieder  -r^  =  2x  —  3. 

dx 

Also  Gleichung  d^  Differentialkurve y  =  2x  —  3 

Gleichung  der  zugehörigen  Integralkurve  ,..y  =  x*— 3x-}-c 
Zeichne  beide  Kurven!     Welches  ist  die  wichtigste  Integral- 
kurve?    Fläche    der   Dififerentialkurve    von   x  =  0  bis  x  =  l,5? 

r-2-^1,  ferner  von  1,5  bis  3r+2-^l,  dann  von  0  bis  3  [0]. 

Wie  groß  ist  der  positive  Teil  der  Fläche  von  x  =  0  bis 
X  =  4  ?     [=  +  6,25  Einheiten]. 

Anleitung :  Ziehe  von  F  bis  x  =  4  den  Wert  fQr  F  bis 
x  =  1,5  ab. 

Es  ergibt  sich: 

r  =  y-y  =  *-(-  2,25)  =  +  6,25. 

1,5    4    1,5 

I  „F"  =  wird  gelesen:    Die  Fläche  von  1,5  bis  4  ist  gleich  .  . . 

2,5  •  5 


^  AEEF 

Probe:  F  =  AAEF  =  _ 

1.5  ^ 


=  6,25. 


IV.)  Es  ist  nun  sehr  leicht,  zu  irgend  einer  DiflFerentialkurve, 
deren  Gleichung  eine  einfache  Potenz  von  x  ist,  die  Gleichung 
für  die  zugehörige  Integralkurve  anzugeben.  —  (Konstante  weg- 
gelassen !) 

Beispiele : 


y  =  3x' 


—  o  ^3 


y  =  ax 


y  =  a  •  x'^ 


Differentialkurven : 
y=  ax« 


y  =  ax-8 


y  =  ax^ 


y  =  x^ 


a 


Entsprechende  Integralkurven: 

x2 
y  =  a . —^   y  =  a • 


y  =  a  • 


6 


2 


x-i 


-1 


y  =  a- 


n  +  1 
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Man  macKe  die  Probe  durch  Differenzieren! 
Hat   man   die    Richtigkeit   dea  Zusammenhangs  erkannt,   so 
wird  man  sich  leicht  folgende  Regel  merken: 


Ist  die  Oleichans  der  DitTerentialkarTe  als  Potenz  von  x 
ges«ben,  80  findet  man  die  Gleichnng  der  zugehörigen 
Integralknrre,  indem  man  einfach  den  Fotenzesponenten 
um  1  erhöht  nnd  das  Ergebnis  darch  diesen  am  1  er- 
höhten Exponenten  dividiert.  Ble  Regel  ist  nicht  an- 
wendbar, irenn  der  Exponent  =  —  1  ist. 


Y.)  Bis  jetzt  hatten  wir  als  Dlfferentlalkurven  nur  gerade 
Linien, 

Wir  wollen  jetzt  einen  Schritt  weitergehen,  und  als  Diffe- 
rentialknrre  eine  Linie  2.  Ordnung  wählen  mit  der  Qleichung: 

y  =  ax«   (Abb.  110)  .  . .  dafUr  Integralkurve  y  =  a  ■  -5- 

Wir  wollen  zeigen,  daß  auch  hier  die  Ordlnaten  der  Integral- 
kurve die  betreffenden  Flächen  der 
Differentialkurve  nach  Größe  und 
Torzeichen  bestimmen.  —  Wir 
sollen  also  die  Fläche  berechnen, 
welche  zwischen  der  Parabel 
y^ax*  und  der  x-Achse  liegt. 
Lösung :  Wir  benDtzen  den 
aus  der  analytischen  Geometrie 
bekannten    Satz ,    daß    die   Fläche 

2 
eines    Parabelsegments    gleich  -^ 

^  X 

vom  Flächeninhalt  des  umschließen- 
den Rechtecks  beträgt.    Irgendein 
Punkt     B     der     Diflerentialkurve 
habe   die  Koordinaten  x  und  y.     Dann  ist  der  Flächeninhalt  des 
schraffierten  Segments  OBCO: 

F.=-|-x.,. 

Hüfner,  Differential-  und  Integralrechnung,    i.  AuH.  lg 
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Also  der  vom    Rechteck   OABC  übrigbleibende    Teil,   den 
wir  suchen,  nämlich: 

2  1 

0AB0=:F2  =  xy-F,  =  x.y--g-xy  =-^xy. 

Nun  ist  aber  y  =  ax^  .  .  .  subst.  in  Fg  ergibt: 


Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  der  für  die  Integral- 
kurve  gefundenen. 

In  allen  behandelten  Fällen  haben  wir  gefunden,  daß  der 
gesuchte  Flächeninhalt  eine  Funktion  YOn  x  ist ,  denn  jede 
Integralkurve  war  eine  Funktion  von  x. 

Vergleich : 

Die  Ordinaten  der  Differentialkurve  geben  an  irgendeiner 
Stelle  das  Steigungsmaß  der  Örundkurve  (=  Integralkurve)  an 
dieser  Stelle  nach  Größe  und  Vorzeichen  an. 

Die  Ordinaten  der  durch  den  Pol  gehenden  Integralkurve 
geben  an  irgendeiner  Stelle  den  Flächeninhalt  der  Differential- 
kurve vom  Nullpunkt  aus  bis  zu  dieser  Stelle  nach  Größe  und 
Vorzeichen  an. 

§  48.    Andere  Deutung  des  Integrierens. 

I.)  Bis  jetzt  haben  wir  an  einigen  besonderen  Beispielen  er- 
kannt, daß  eine  Beziehung  besteht  zwischen  der  Fläche  der 
Differentialkurve  (yO  und  den  Ordinaten  der  zugehörigen,  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Integralkurve  y. 

Diese  Tatsache  läßt  sich  durch  folgende,  neue  Anschauung 
verallgemeinern. 

Gegeben  ist  die  Gleichung  der  y'-Kurve,  also  auch  die 
y^'-Kurve  selbst. 

Gesucht  ist  die  Fläche  zwischen  der  y^- Kurve,  der  x-  und 
y- Achse  und  irgendeiner  y^'-Ordinate  (Abb.  111). 

Lösung:  Wir  teilen  die  gesuchte  Fläche  zunächst  in  eine 
große  Anzahl  paralleler  Streifen  von  gleicher  Breite  Ax. 

Die  einzelnen  Streifen  haben  dann  trapezähnliche  Form. 
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Ergänzen  wir  diese  Streifen  durch  dreiecbähnliche  Flächen- 
teilchen  zu  Rechtecken,  dann  ist  der  Flächetiiofaftlt  aller  Rechtecke : 

Fj  =  y'i  ■  Ax  +  j''j-ÄY  +  j'3-Äx+  .  .  .  j'n  'As  =  Sj'-Äx. 

Diese  Fläche  ist  offenbar  etwas  gröfier,  aU  die  gesuchte, 
und  zwar  um  die  Somine  der  sehr  kleinen ,  dreieckähnlichen 
ErgänzuDgsäächen,  die  schraffiert  sind. 

Schneiden    wir    dagegen  unterhalb   der   y'- Kurve   von    den 
Paralleltrapezen  die  kleinen  dreieckähnlichen  Flächenteilchen   ab, 
so  ist  der  Flächeninhalt  aller  jetzt  verbleibenden  Rechtecke : 
Fj  =  /(,■  Ax-(-y'i  ■  Ax  +  y'g- Ax-f  j'j' A'+  . . .  -j-y'„_i  ■  Ax  = 

—  S  y'  ■  A  X. 

Diese  Fläche  ist  offenbar  etwas  kleiner,  als  die  gesuchte, 
und  zwar  um  die  Summe  der  sehr  kleinen,  nicht  schraffierten 
Dreiecke. 

Bezeichnen  wir  nun  die  gesachte  Fläche  mit  F,  so  gilt: 
Fl  >  F  >  Fg. 

P  liegt  also  zwischen  zwei  Grenzen  F,  und  Fj  und  es  fragt 
sich  nur,  ob  wir  den  Unterschied  dieser  Grenzen  beliebig  klein  — 
also    verschwindend   klein 
machen  können.   (Man  er- 
innere sich  an  die  Bestim- 
mung   des   Flächeninhalts 
eines   Kreises   —  Gleich- 
heit  des  um-   und  einbe- 
schriebenen n-Ecks,  wenn    (j^ 
n  ^  oo.) 

Die  Summe  derschraf- 
fierten  Dreiecke  und  die 

Summe   der  nicht  schraf-  ^ 

fierten    Dreiecke    ist    zu- 
sammen gleich  dem  links 
herauagezeichneten ,       als 
Fehlerrechteck  bezeichneten   Streifen  von  der  Breite  Ax  und  der 
Höhe  (y'n  —  y'„). 
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Setzen  wir  also  F  =  Fj  oder  F  =  F2,  so  ist  der  gemachte 
Fehler  sicherlich  kleiner,  als  das  Fehlerrechteck  (y^n— -y^o)'^^- 

Dieses  Fehlerrechteck  können  wir  aher  folgendermaßen  unter 
jedes  denkbare,  noch  so  kleine  Maß  herabdrücken: 

Wir  lassen  Ax  immer  kleiner  und  kleiner  werden;  dann 
wird  die  Zahl  der  Parallelstreifen  immer  größer  und  größer. 

An  der  Höhe  des  Fehlerrechtecks  ändert  sich  nichts;  da- 
gegen wird  seine  Breite  immer  kleiner  und  kleiner,  also  auch 
die  Fläche ;  dadurch  wird  aber  auch  der  gemachte  Fehler  zwischen 
Fl,  F  und  Fg  immer  kleiner  und  kleiner  und  folglich  die  Ge- 
nauigkeit größer  und  größer. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  über,  indem  wir  Ax  zu  dx, 
also  00  klein  werden  lassen,  dann  geht  das  Fehlerrechteck  in 
eine  Strecke  (y ^n  —  y^o)  ^^^^ »  deren  Flächeninhalt  =  0,  so  daß 
alsdann  auch  der  gemachte  Fehler  =  0  geworden  ist. 

Die  Zahl  der  Parallelstreifen  ist  dann  gleichzeitig  cx)  groß 
geworden,  und  in  diesem  Fall  schreiben  wir: 


n 

F, 

=  F, 

-F: 

0 

•dx 

wobei  wir  unter   dem   Zeichen     /    eine  Summe  von  00  vielen  00 
kleinen  Elementen  verstehen. 


n 


Die   Gleichung  F  =  /  y^dx  wird  gelesen:    „Die  Fläche  F 

0 
ist  gleich  dem  Integral  y^dx  von  Null  bis  n**   (d.  h.  x  soll  hierbei 
von  0  bis  n  zunehmen). 

Das  Zeichen  /  heißt  „Integralzeichen"  und  ist  ein  lang- 
gezogenes, lateinisches  S;  deutet  also  auf  eine  Summe  hin. 

IL)  Die  Fläche  F  ist  eine  Funktion  von  x,  also  mit  x  veränder- 
lich, wie  ohne  weiteres  die  Abbildung  erkennen  läßt;  denn  je]>x 
wird,  desto  größer  wird  für  den  gezeichneten  Fall  auch  die  Fläche. 

Jedenfalls  ändert  sich  die  Fläche  mit  x  (vgl.  die  im  vorigen 
Paragraphen  behandelten,  besonderen  Beispiele). 

Lassen  wir  x  an  irgendeiner  Stelle  um  Ax  wachsen  (Abb.  112), 
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Abb.  112. 


so  ändert  sich  die  Fläche  F  um  einen  Flächenstreifen  AF  =  ADCE 
und  wir  können  schreiben: 

ADCE  =  AP  =  y^.  Ax  +  Dreieck  ABC. 

Dreieck  ABC  soll  heißen:  dreieckähnliche  Figur  ABC. 

Wird  nun  Ax  kleiner  und 
kleiner,  bis  es  oo  klein  zu  dx 
geworden  ist,  dann  geht  AF 
über  in  ein  Flächenelement  dF 
(Flächendifferential)  und  das 
Dreieck  kann  vernachlässigt 
werden,  weil  beide  Katheten 
oo  klein  geworden. 

Es  ist  also: 

d  F  =  Y^  •  d  X    I  ^^®  Flache  F  ist  eine  Funktion  von  x. 

daraus  ergibt  sich  sofort  als  besonders  wichtige  Gleichung: 


dF 
dx 


=  f 


Da  aber  die  Gleichung  für  y^  bekannt  ist  (denn  y'  ist  ge- 

dF 
geben),   so   bedeutet  -^ —  =  y^  folgendes: 

Wir  kennen  den  1.  Differentialqnotienten  y^  der  gesachten 
Fläche  F. 

Unsere  Aufgabe  besteht  jetzt  lediglich  noch  darin^  die- 
jenige Gleichung  za  snchen,  deren  1.  D.Q.  wir  kennen. 

Znsammenfassang :  Es  ist  dF  =  y^  •  dx.  Die  Summe  aller 
dF  ist  =  F;  diese  Summe  drückt  man  durch  das  Integral- 
zeichen f  aus ;  also : 


F=  fdV=f  j^dx  =  j 


Das  Integrieren  ist  also  das  entgegengesetzte  Yer- 
fahren,  wie  das  Differenzieren.  Man  kennt  y^  und  sucht 
diejenige  Grundfunktion  y,  welche  differenziert  wieder  den 
gegebenen  Ausdruck  für  y^  liefert. 
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Ist  z.  B.  y'=  3x^,   so   ist  das  FlächeneLement  zwischen  dei 
y'-Kurve  und  der  x-Acbse: 

I  dF  =  y'dx  =  3x*dx  j  daraus  folgt 

-j—=  F'=  3x*,   d.  h.  der  1.  D.Q.   der  gesuchten   Fläche  F  ist 

=  ix\ 

Frage?  Wie  groß  ist  dann  F  selbst? 

Antwort:  F==3~  +  c  =  x»  +  c.  | 

Es  ist  aber  auch  F  =fy'ix=fix^Aii.     \ 

Abb.   113. 


Berpclinuiig  der  Fli\che  zwischen  zwei  bestimmten  Ordinaten  y'i  unä  y';. 

Da  die  linken  Seiten  einander  gleich  sind,  so  müssen  es  auch 
die  rechten  Seiten  sein ;  also : 


y^Sx^dx^x^  +  c 


Allgemeiner  Satz :  lotegrieres  heißt  also,  -diejenige 
Funktion  soeben,  deren  Differential  den  Ausdruck  unter 
dem  Integralzeichen  ergibt. 


Man    nennt  /  3xMx  =  x^-fCein  unbestimmtes  Integra') 

weil   der    konstante    Summand    c    noch    jeden    beliebigen   Wert  : 
haben  kann. 
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Das  Ergebnis  (x^  4"  c)  nennt  man  auch  das  allgemeine 
Integral  zu  3x*dx). 

III.)  Ist  die  Fläche  zu  berechnen,  welche  zwischen  zwei  be- 
stimmten Ordinalen  y\  und  y\  liegt,  zu  denen  die  Abszissen  x^ 
und  Xj  gehören,  so  sucht  man  (Abb.  113): 

1.)  Die  Fläche  von  0  bis  x^  .  .  .  Pg  =fy^dx. 

0 

2.)  Die  Fläche  von  0  bis  x,  .  .  .  F^  irry^yMx. 

0 


3.)  Die  Differenz  beider  ist  dann  die  gesuchte  Fläche,   also: 

0  0 

Dies  zieht  man  zusammen  in: 


gelesen:    Die  Fläche   F  ist  =  dem  Integral   y^dx   von  Xj  bis  x^. 
Es  ergibt  sich  also  die  Schlußgleichung: 


Xj  X2  Xl 

F  =  fy^dx=fy^dx-fy^dx 


0 


0 


x^  und  x^   nennt  man    die   Grenzen,   zwischen   welchen   das 

Integral  bestimmt  werden  soll. 

1      . 


Beispiele:  Gesucht  die  Flächen  zwischen  der  Parabel  y  = 

und  der  x- Achse  für  folgende  Grenzen: 

1-)  Von  X  =  0  bis  x  =  9  .  .  .  =  F^. 

2.)      ,     X  =  0    ,    X  =  4  .  .  .  ==  F2. 
3.)      y,     X  =  4    „    X  =  9  .  .  .  =  F.. 

Lösung:  Wir  haben  y  =  —  x^  als  Differentialkurve  auf- 
zufassen und  wollen  deshalb  vorläufig  noch  statt  y  die  Bezeich- 
nung y^  einführen. 
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Also  y^  =  — x^;  dazu  gehört  das  allgemeine  Integral: 


=h=fi 


X» 


(Probe  durch  DifiFerenziereu!) 
Demnach  wird: 

9 

/    1 
1 


.)P.=jl..d.=  [^  +  c]  =  [ii  +  c]-[^+.]  = 


0 

93 


=  -|-^  =  60,75  Flächeneinheiten ; 


die  Konstante  c  fällt  hierbei  heraus. 
4 


2.)F.=/'-i,.d.=  [f^+c]  =  [^  +  c]-[-^  +  c]  = 


0 

4»        _    1 


=  0—  Flächeneinheiten. 


12       ^3 


9 


3.)  r3  = 


=/i^-=K+«]=K+«]-[Ä+']= 


4 


93         4^  5 

=  ^— T^  =  55  -j-^  Flächeneinheiten. 

Probe.     Es  muß  sein: 

(stimmt). 

Bei  diesen  3  Beispielen,  wo  wir  den  Wert  des  Integrals 
zwischen  2  festen  Grenzen  zu  bestimmen  hatten,  fällt  durch  die 
anzuwendende  Subtraktion  die  Integrationskonstante  c  jedesmal 
weg.  Das  Ergebnis  verliert  also  seinen  unbestimmten  Charakter. 
Deshalb  nennt  man  ein  solches  Integral  ein  ^^bestimmtes^^ 
Das  allgemeine  bestimmte  Integral  einer  Potenz  hat  dem- 
nach die  Form : 
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»2 

X2 


/»  Ä2 

^■^'^  =  [TTr  +  *']  = 

-F^^'^^'  I  ci  r^^'^'  I  ci-  ^^'^'   ^^"'"' 

""Ln  +  l^'^J        Ln  +  l^'^J-'n+l         n  +  l' 


Satz :  Hat  man  den  Wert  eines  Integrals  zwischen  den 
Grenzen  x^  nnd  x^  zu  berechnen,  so  sneht  man  zunächst 
das  allgemeine  Integral.  —  In  das  Ergebnis  setzt  man 
erst  die  obere  Grenze  x^,  dann  die  untere  Grenze  x^  ein 
nnd  subtrahiert  die  Ergebnisse  Toneinander. 


Weitere  Beispiele  mit  allgemeiner  Lösung: 
y  =  l2xdx      =2/xdx    =   2  •  4"  +  c  =  x«  +  c. 


y  =  I  bx^dx    =5-/x^dx=5-  -^  +  c  =  -^-x^  +  c, 
lOxMx  =  10. /x^dx  =  10  .^  +  c  =  2.x5  +  c. 

r  r  x^ + 1 

j  =  I  ax^dx  =  a  .   I  x^dx  =   a -r-y  +  c. 

Man   mache   überall  die  Probe  durch  Differenzieren  des  Er- 
gebnisses. —  Man  erkennt  die  Richtigkeit  folgenden  Satzes: 


^Ein  unter  dem  Integralzeichen  stehender  konstanter 
Faktor  darf  auch  Tor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden.^ 


Ferner  (unter  Weglassen  des  konstanten  Summanden  c) : 
y  =  f(2x  +  3) .  dx  =:f2xdx  +^3  .  dx  =  x^  +  3x, 

denn  differenziert,  ergibt  dies  wieder  .  .  .  -—-  =  2  x  +  3. 

dx 

y  =  J(5x3  +  8x2-4x-  ll)dx  = 
=  fbxHx+  fSx'äx-fixAx-  fUAx  = 
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5  8 

=  ^x*  +  -^x*  —  2x*  —  11 X,  denn  differenziert,  gibt: 

^y  =(5x'  +  8x2-4x-ll). 


dx 

x^    .  ,     x^ 

denn  differenziert,  ergibt  dies  wieder: 


/x^  x^ 

(ax*  +  bx  +  c)-dx  =  a-  —^ — f-  b  •  -^ — h  c  *  ^j 


4^  =  (ax2  +  bx  +  c). 
dx 


Lehrsatz :  Eine  Summe  derselben  Yeränderliehen  wird 
integriert,  indem  man  jeden  einzelnen  Summanden 
integriert. 


Allgemein :    Sind    u    und   v   Funktionen   von   x,    so    ist  für 
y  =  u  +  V  der  D.Q.  .  .  . 

dv         du.dv  /,/!       j  //i/vj 

= h  - —  =  u^  +  v^  also  d y  =  (u^  +  y^)  dx. 


d  x         d  X         d  X 
Demnach  muß  auch  sein: 

y  =  Jdy  =  f(u^  +  tO  dx  =  u  +  V  =f^^  dx  +fy^  dx. 

Wie  beim  Differenzieren,  so  ist  es  auch  beim  Integrieren 
sehr  oft  von  großem  Vorteil,  eine  Hilfsveränderliche  einzuführen, 
also  z.  B.  an  Stelle  eines  zusammengesetzten  Ausdruckes  eine 
einzige  Größe  zu  setzen. 

Beispiele:  Gesucht  das  allgemeine  Integral  für: 

1.)   y  =:y(2a  +  3x)^dx. 

Lösung:  Setze  (2a  +  3x)  =  z;  dann  wird  (2a+3x)^  =  z*\ 

Es  fragt  sich  noch,  wie  groß  dx  wird? 

Aus  z  =  (2  a  -f  3  x)  folgt  durch  Bildung  der  Differentiale  .  •  • 

dz  =  3  •  dx,  folglich  .  .  .  dx  =  -^  dz; 

durch  Einsetzen  ergibt  sich  also: 

y=:/(2a  +  3x)5dx=|z^-^dz  =  4/z^dz=-^  +  c. 
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Führt  man  jetzt  wieder  den  Wert  für  z  ein,  so: 

,  =  ^^^i^  +  o..;     Prob.. 

Anmerkung:  Man  hätte  natürlich  auch  die  Elammerpotenz 
unter  dem  Integralzeichen  ausrechnen  und  dann  die  Regel  von 
der  Integration   einer   Summe   benützen   können.     Man  tue   das ! 

2.)  y  =  Ap  +  q x)"  d  X  .  .  .  (p  +  qx)  =  z ;  q  •  d  x  =  d z,  also : 
d X  =  —  dz,  folglich : 


q 

y  = 


=  I  (P  +  q  x)°  dx=iz^- dz  =  —  •    lz^dz  = 

J  J  "^  "^    J 

= r-T"  +  c  = 1—5 h  c  •  •  •     Probe ! 

qn-fl  q  n-f-l 

Beachte:  Faktor  q  von  x  kommt  in  den  Nenner! 

3. )  y  =     /   |/"p  -f-  q  X  •  d  x ;  jXp  +  q  X  =  z,  also  auch : 

p  +  q  X  =  z -,  folglich  qdx  =  2z-dz,  woraus  dx  = 2z-dz 

y=     /|/p  +  qxdx=     /z 2zdz=/z2dz  = 


2     z^     ,  2     (p  +  qx)V   ,  p    ,    ^ 

= -z—  +  c  = ^—^ h  c  .  .  .     Probe ! 

q      3  q  3 

Man  kann   hier   ebensogut   die  Regel   von   der  Potenz   an- 
wenden; denn: 

y  =    /    Kp  +  qxdx  =    /  (p  +  qx)2  -dx. 

Wir  setzen  hier  ...  p4-qx  =  z  ...  q-dx  =  dz;  dx= dz; 

also: 

V  =   /    |/ z  • dz  = /    |/zdz  = /   z^dz  = 

^       J  q  q    0/  q    t/ 


-  -h  1  I)  3 

-\-^  =  -z7'     -^^^  +  c=  ^  •(p  + qx)^+c 


2 

(wie  zuerst!) 


q      1   4.1  3q  '  3q 
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4.)  y  =   /  dx  =  p^x  +  c  (Warum?)  Differen- 

t/      n  •  [/  x'^  ~  ^ 

ziere  das  Ergebnis  zur  Probe! 


5.)  y=/irxclx 


■/■ 


c  = 


n 


+ 


=  — ^-l/V  +  i-l-c. 
n  +  1 

-  +  i 

/x*  2      

Kx  •  dx  =  -j h  c  =  -^y^x^  +  c. 


2 


+  1 


7.)  y=  /"l>^dx  =  |-.|r^+c. 


10. 


-.  ^^dx=- 


•|^"x«  +  c. 


n 


12.)  y 


m  +  n 


.p/"x°^+n   _|_c. 


dx  = 


ä^     3 


-n  +  1 


Regel? 


Regel? 


-n+1    +^""        (n-l)-x^-i    +^* 
Nicht  anwendbar^  wenn  —  n  =  —  1,  also  bei: 


:   /  (Sx^+öx»— 2x 


\dx  = 


=i:+|,.-|,.-|-,.+i5.+f.K?4*.ri^-|r+c. 
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§  49.    Anwendung  der  Integralrechnung  zur  Berech- 
nung von  Rotationskörpern. 

Der  Verlauf    irgend    einer   Kurve    sei    gegeben    durch    die 

Gleichung: 

y  =  f(x)  (Abb.  114). 

Dreht  sich  diese  Kurve  um  die  x-Achse,  so  beschreibt 
die  zwischen  der  Kurve,  und  der  x-Achse  gelegene  Fläche  einen 
Rotationskörper,    dessen  Volumen   wir  mit  Yx  bezeichnen  wollen. 

Die  Kurve  kann  sich  ebensogut  um  die  y- Achse  drehen; 
das  Volumen  des  jetzt  entstehenden  Körpers  bezeichnen  wir 
mit  Vj. 

I.)  Drehung  um  die  x-Achs6: 

Wir  können  uns  den  Körper  zusammengesetzt  denken  aus 
lauter    c»    dünnen,    zylindrischen    Scheiben    vom    veränderlichen 


Abb.  114. 


Berechnung  des  Volumens  bei  Drehung 
einer  Fläche  um  die  x-Achse. 


Abb.  115. 


T 


f._giiiiitiiifiiii[pni 


r 


¥. 


^ 


^x 


Berechnung  des  Volumens  bei  Drehung 
einer  Fläche  um  die  y-Achse. 


Radius  y  und  der  unveränderlichen  Dicke  dx.  Der  Kubikinhalt 
einer  solchen  Scheibe,  den  wir  als  Volumenelement  des  Körpers 
bezeichnen  wollen,  ist: 

dVx  =  Tcy*  •  dx  =  Differential  des  Volumens  =  Körperdifferential. 
Demnach  ist  das  Volumen   des    ganzen  Körpers   gleich   der 
Summe  aller  Scheiben,  also: 

Vx  =  rdVi^r^cy^-  dx  =  TT  •  Jy^-  dx. 

und  der  Körperteil  zwischen   den  bestimmten  Grenzen  x^ 


und  x^  ist: 


xa 

Vx  =  w  -j  y*  dx 
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Da  y  als  Funktion  von  x  gegeben  ist,  nämlich  y  =  f(x),  so 
kann  man  auch  schreiben: 


Xi 


Vx=:r./[f(x)]-^.dx 


Xl 


II.)  Drehung  um  die  y-Achse  (Abb.  115): 

Volumen element  dVy  =  7rx^dy,  also: 

Und  der  Körperteil  zwischen  den  gegebenen  Ghrenzen  y^  und 
yg  ist  demnach: 


yi 


Man  kann  auch  x  =  «p  (y)  einsetzen;  dann  wird: 


Vy=:t/[T(y)]^dy 


yi 


Beispiele : 

1.)  Volumen  eines  geraden  Kreiskegels  (Abb.  116). 

Lösung:  Ein  gerader  Kreiskegel  entsteht,  wenn  sich  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  um  eine  seiner  Katheten  dreht.  Für 
Drehung  um  die  x-Achse  gilt: 

Vx=  ::  • /y^  dx. 

Nun    ist   allgemein  y  :  r  =  x  :  h,  woraus  y 
eingesetzt,  ergibt  das  allgemeine  Integral: 


=  -r— •  x: 


x^-  dx  = 


/ 


x^  dx  = 


7t  •  r 


+  c 


Inhalt  des  in  der  Abb.  116  abgegrenzten  Kegels,  mit  x^  =  h  und 
y^  =  r  ist: 


"h^ 


J.2        ^3 


+  c 


]_  :t  •  r 


h^  1  1 


0 


fläche  •  Höhe 
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Hat  die  Gerade  z.  B.  die  Gleichung: 

y  =  -^-  X,  und  gehen  wir  bis  Xj  =  10,  so  wird  dafür 

yi  =  r  =  — Xj=5;  also: 
Vx  =-7r5*TC  •  10  =  — . 


Abb.  116. 


^x 


Volnmen  eines  geraden  Kreiskegels. 


Lassen  wir  dieselbe  Gerade  y  =  -—  x  um  die  y- Achse  rotieren» 


So  wird: 

Vy  =  7c.    /  x2dy  =  7r.    /  (2y)My=7r.    /  4yMy  =;:  — y^  + c, 

^eil  aus  y  =  —  x  folgt .  .  .  x  =  2y. 

4 
Der    gefundene  Ausdruck   ^r  •  —  y  ^    läßt     sich     leicht    um- 

formen  in: 

—  z.(4y2)  -y  =  -7r-^'(2y)*^*y  =-5-^-^^-y  =  -Tr  (^  •  r^)  -h  =^ 


=  —  Grundfläche  •  Höhe. 
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Wir  kommen  auch  folgendermaßen  (Abb.  117)  zum  Ziel: 
Wir  denken  uns  irgendeinen  geraden  (oder  schiefen)  Ereiskegel 
in  parallele  Schichten  von  der  Dicke  dx  zerlegt.  Das  Volumen 
irgendeiner  solchen  Schicht  im  Abstand  x  voa  der  Grundfläche  6 
ist  dann: 

dV  =  gdx,  wo  g  =  Grundfläche  der  Schicht. 

Das  Volumen  des  ganzen  Kegels  ist: 

h  h 

V  =  /dV  =  /gdx. 


0 


0 


Abb.  117. 


Anderer  Weg  zur  Berechnung  des  Kegelvolumens. 


Nun  ist: 


g  = 


G :  g  =  h^ :  (h  —  x)^  woraus : 
G.(h-x)2 


;  eingesetzt,  ergibt: 
""^  h2  ^''""   h^ 

0  0 

G 


=  -i^.[h.,-h,.+^+c]  = 


0 


Einfacher  wird  die  Rechnung,  wenn  man  den  Abstand  von 
der  Spitze  mit  x  bezeichnet. 

Man  suche  in  gleicher  Weise  das  Volumen  irgendeiner 
Pyramide ! 


§  49.     Berechnung  von  Rotationskörpern. 
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Inhalt  des  Kegelstumpfs  (Abb.  118).  Wir  erlialtea  dasselbe 
Integral,  nur  müssen  wir  andere  Grenzen  einsetzen. 

Wir  gehen  von  x^  bis  Xg;  dazu  gehören  die  entsprechenden 
Werte  y,  =  r^  und  jp  =  rg. 

Lautet  die  Gleichung  der  Geraden  y  =  ax  .  .  .  so  gehört 
zu  Xj  .  .  .  ji  =  r^  =  axj  und  zu  Xg  .  .  .  yg  =  rg  =  aXg : 

Vx  =  7c-    /y*dx  =  7r-    /a^x*-dx=Äa2J  -77-  +  c  I  = 


X] 


Xi 


1 


=  y7r  .  a2-[x2^  —  Xi^], 


Abb.  118. 


Volumen  des  Kegelstumpfs. 


Setzen  wir  nun  (xg  —  x^)  =  h  =  Höhe  des  Kegelstumpfs,  und 
beachten,  daß  sich  (xg^ — Xj^)  zerlegen  läßt  in: 

(Xg  —  Xj).  (Xi«  +  Xi  Xj  +  Xg^)  =  h  •  (Xj^  -I-  Xi  Xg  +  Xg^), 

so  ist: 


Tch 


Vx  =  -3-  ^  •  a^ .  h .  (x, «  +  X,  xg  +  xg 2)  = 

Trh 


=  -g--(a2xi«  +  axi-ax2  +  a2xg2)  =  -g-  .  (ri^-f-r^rg  +  r2^)- 

2.)  Kugel  (Abb.  119):  Sie  entsteht  durch  Drehung  eines 
Kreises  um  einen  Durchmesser.  Wir  benützen  die  Gleichung  für 
den  Fall,  wo  der  Kreis   durch    den  Achsenschnittpunkt  geht  und 

Hafner,  Diflferential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  19 
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durch  die  -|~  x-Achse  halbiert  wird.  Die  betreffende  Kreisgleichnng 
Uutet : 

K  ..  .  x»-f  y»  — 2rx  =0    oder    y»  =  2tx  —  x». 

¥,  =  «■  lj*ii  =  x    /(2rx-x»)di  =  )t-rrx«-  ^+«1= 


Volumen  einer  Kugelschklit. 

Natürlich  UBt  sich  auch  jede  andere  Kreisgleichung  benUtzen- 
Probel 

2a.)  Kugelabschnitt  mit  Höhe  b  (Abb.  119):  Wir  benQtzen 
dasselbe  Integral  wie  oben,  jedoch  nur  zwischen  den  Grenzen 
0  bis  h;  also: 

T.=  =    [rx'^^+c]  =  ..[rh'-^]  = 

2b.)  Kugelschicht  von  Sj  bis  Xj  {Abb.  120):  Dasselbe  Inte- 
gral wie  vorhin,  jedoch  zwischen  den  Grennen  Xj  und  x,. 

V,=  »[„.-^+c]=,.[,x,>-3l+il-„,']  = 
=  .r.[v-x,']-|.[v-x..]. 
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Nun  ist:  Xo^  — x,*  =  (x3 +  x,)  •  (Xg  —  Xi)  und         )     .  .  . 

3_     3_/    2  1  1     2\    (     _     O  eingesetzt, 

X2  Xj    — yX^    -f-XgXj-f-Xj  )  .  [X2        ^i) 

ergibt : 

Vx  =  Ä  .  r  .  (x^  —  Xi)  •  (Xg  +  X^)  -  y  (Xg  —  Xj)  .  (Xj2  +X^Xi  +  Xi^). 

Es  ist  aber  (xg  —  Xj)  =  h  =  Höhe  der  Eugelschicht ;  also: 

Vx  =  wr  •  h  •  (xg  +  Xj)  —  y  h  •  (xj*  +  x^x^  +  x^*)  = 

=  Tch  •  I  r  •  (xg  +  Xi)  —  y  (xa 2  +XjXi  +  Xi2)J  = 

mm  y, 

•  Pr-  (xg  +  Xi)  -  (xg«  +  X2X1  +Xi«)]  = 


3 


3 


[3rx2  +  3rx^  —  Xg^  —  x^x^  —  x^^]  = 


[(2rx2  -  Xg«)  +  (2rxi  —  ^i^)  +  rx^  +  rxj  —  X2  •  xj. 


3 

Die  gegebene  Gleichung  lautete  aber   y^  =  2rx  — x*,   also 
muß   y^*  =  2rxi  — Xj^   und  jg*  =  2rx2  —  Xg*  sein ;    eingesetzt: 

Vx  =  -3-  '[j2^  +  yi^  +  "2  +  rxi  -  X2 xJ  = 

=  -^  •  [äy«'  +  2y,«  +  2rx2  +  2rx,  +  2x2X,]  = 
Äh 


[Sya'  -  y^'  +  ^yi'  -  yx'+  2rx2 +  2rx,  -  2  X2 xJ. 


6 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  folgt  aber: 

X2^  =  2rx2.— Ja*     ^^^     x^^  =  2rxi  —  jj^ ;  *lso: 
Vx=  -^-  [3y,«  +  3yi^  +  x,^  +  x/  -  2x,xJ  = 

=  -^[3y,*  +  3y,*  +  (x3-x,)*]  = 
''^     [3y.*  +  3y,*  +  h»]. 


6 
Setzt  man  jetzt  j^  :=  r,  und  y^  ^  rj,  dann  wird: 
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Sei  speziell  a  =  9  und  b  =  5  cm,  dann  wird  : 

Vx  =  Y  ^  •  9  .  5  2  =  (^i-  ttV  225  =  c  •  225. 

3  a.)  Abgeplattetes  8phäi;oid:  Es  entsteht,  wenn  sich  eine 
Sllipse  um  ihre  kleine  Halbachse  b  dreht. 

Volumenelement  dVy=:7cx^dy,  also : 
Vy  =  :r       /x2dy  =  7c.    /    fa^  — -^   yM    dy  = 

-b  — b 

+  b 

=  71     [^a2y--^.-|-+cJ  =  -^  Tua^b. 

—  b 

Dieser  Körper  darf  nicht  mit  dem  Ellipsoid  verwechselt 
erden.  Sein  Volumen  ist  viel  größer.  In  den  beiden  Formeln 
aben  a  und  b  ihre  Rolle  vertauscht. 

Beim  Ellipsoid  hat  b  den  größeren  Einfluß,  beim  Sphäroid 
Ägegen  a. 

Soll  auch  hier  a  =  9  und  b  =  5  cm  sein,  so  ergibt  sich: 

Ty  =  l.;:a2b  =  -|-  IC .  92 :  5  =  (i-  ttV  405  =  c  •  405, 

igen  Vx  =  c   225, 

Die  Volumina  Vy  und  Vx  verhalten  sich  wie 

4 

—  ica^b 

3 —  A.—  g^ößö  Halbachse 

—  TT   U2  ^        kleine  Halbachse 

4.)  ßotationsparaboloid:  Es  entsteht,  wenn  sich  eine  Parabel 
1  Symmetrieachse  dreht  (Abb.  122). 

Symmetrie 

achse. 


Für  alle  Parabeln  y  =  ax«  ist  die  y- Achse   ) 

^   le  «iejcliung  der  Parabel  ist  gewöhnlich  in   der  Form 


ge- 


<%?<?-a«ieroent  dV^  =  ;cv«dx  =  it  •2px- dx- 
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Also  von  0  bis  h  (=  x^) : 

h  h 


Vx=7r-   fy*dx  =  7c-   I  2px  •  dx  =  27C -p  •  1  — +c  1  =7r-p-h2  = 

0  0 


=  27C    p 


Setzen    wir    in    dem    Ausdruck    Vx  =  2  tc  •  p 
2pxi  =  yl^  so  ergibt  sich:    .  .  .  Vx=  -5-  ^Ji**  x^. 


2 


wieder 


(^yi^)*x^  ist  aber  nichts  anderes,  als  das  Volumen  eines 
Zylinders  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe ;  also  gilt  folgen- 
der Satz: 

Das  yolamen  des  Rotationsparaboloids,  das  bei  Drehung 
einer  Parabel  3.  Grades  entsteht^  ist  halb  sogroß  wie  dasjenige 
eines  Zylinders  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe. 

Folglich    muß   das   übrig  bleibende 
Abb.  122.  Körperstück  zwischen  der  yz-Ebene  und  | 

^*ZVL0  der    Oberfläche     des    Rotationspar aboloids   - 

genau  so  groß  sein.  \ 

•^  Beweis :  Das  betreffende  Körperelement 

^^   hat    ein   Volumen    von   d  Vx  =  2  tu  y  •  x  •  d  y 
(Abb.  122).     Nun  ist  y«  =  2px,  also: 

y2 

x  =  -~ —  eingesetzt  .  .  . 


Volumen  eines  Rotations- 
paraboloids. 


dVx  = 


2p 

2ic 

2^ 


y*dy.     Demnach: 


ji 


V,= 


=f-/^''^=i 


Yi^  ^  ^Ji^yi'  ^  7c-2px,y,^    _ 
4  4p  4p 


0 


=  -^  TT  •  yj  ^  •  Xj  (wie  vorhin). 

b.)  Dreht  sich  die  Parabel  y^  —  2px  =  0  um  die  y- Achse, 
so  ist  der  Inhalt  eines  Körperelements: 

dVy=7rx^dy  ...  also  der  Inhalt  des  trichterförmigen 
Körpers  von  0  bis  y^ : 
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=  A— •/(i^)v=^*K-]= 


0  0 


0 


""    4p2  *     5     "   6       ^^'   '^'~ 
=  —  des  umschließenden  Zylinders.   Der  zwischen  der  Oberfläche 

des  Trichters  und  der  Mantelfläche  des  umschließenden  Zylinders 

4 
verbleibende  Körper  muß  dann  =  —  des  Zylinders  sein,  also 


2 


=-Y'^'^i  y 


!• 


5.)  Dreht  sich  die  Parabel  dritten  Grades  y  =  ax^   um  die 
y- Achse,  so  wird: 

dVy  =  7rx^dy,  also  von  0  bis  y^  .  .  . 

0  0  *^  0 

0 

=  -r-  des  umschließenden  Zylinders. 

5 

4     

/     y 

Sei  jetzt  y  =  ax*,   also  x  =  \  /  -^;  dann: 

dVy  =  7rxMy  =  jr.|/  i--  dy;  also  von  0  bis  y^  .  .  . 

yi  yi  yi 


0  0  " 

z=-^  des  umschließenden  Zylinders. 
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Die  beiden  Ausdrücke   zu   5.)   ergeben   sich   viel    einfacher, 
wenn  dy  durch  dx  ausgedrückt  wird.     Probe! 

Vergleich : 

2      ,       .        .  2   ^ 

Für  y  =  a  •  x^  ergibt  sich  . .  .  Vy  = 


y  =  a  •  x^ 


y  =  ax^ 


4 
3 


i^^i^-7i)    = 


.  ...Vy  =— .(7rxi».yi)    = 

4 
n  .  •  •  Vy  =-^-  (^Xi«  •  yi)    = 


a  •  x 


n 


...»   V     — 


n 


(^Xi2.yj)  = 


4 
_3^ 

5 
_4 

6 
n 


^3  'S 

o  .5 

s  ^ 
§  s: 

OQ 
TS 


^       n  +  2    '"^^     -^^^      n+2 

Aufgabe:    Wie  groß   ist  das    Volumen  des   im   Querschnitt 
(Abb.  123)    skizzierten    Rotationskörpers    bei    Drehung    um   die 

Abb.  123. 


'2'4fCm 


Abb.  124. 


Jcm 


Volumen  und  Gewicht  des 

im  Querschnitt  gegebenen 

Körpers. 


Volumen  des  im  Querschnitt  gegebenen 
Körpers. 


x- Achse?     Wieviel  Kilogramm   wiegt  er,   wenn  er  aus  Gußeisen 
vom  spez.  Gew.  y  =  7,2  ? 

Lösung:  Berechne  erst  h  =?  Dann  Rotationsparaboloid : 
'^lann  Zylinder  mit  0  30  und  Höhe  (h  +  4).  Subtrahiore  davon 
das  Rotationsparaboloid. 

Es  ergibt  sich: 

V  =  (11309,76  -  2714,3)  =  8595,46  cm»  =  8,59546  Liter; 
Gewicht  =  8,59546  •  7,2  kg. 

Aufgabe  (Abb.  124):  Eine  Parabel  mit  der  Gleichung: 

x2_i2y-36  =  0 
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Ireht    sich    um    die    x- Achse;    Volumen    des    Körpers    zwischen 

x  =  —  9  bis  x  =  +  9? 


Vx  =  x./yMx  =  7r/(-^ 

—  9  —9      ^ 


+  9)dx  = 


+  9 


r  ^ 


X 


+  9z  +  c]=2.r.[^-^+8l]. 


—  9 


Man  berechne  auch  die  einzelnen  Körper,  um  Probe  zu  haben ! 

G.)  Rotationshyperboloid  (Abb.  125):    Es  entsteht,   wenn 
sich  eine  Hyperbel  um  die   grofie   Achse  2  a  dreht  und   besteht 


Abb.  125. 


i ^- • 


ö 

\U 

0\ 

.  «  j 

1 

^x 


Volumen  des  Rotationshyperboloids 
bei  Drehung  um  die  x-Achse. 


Volumen  des  Rotationskörpers  bei 
Drehung  einer  Hyperbel  um  dLie  y-Achse. 


aus  zwei  getrennten,  kongruenten  Teilen.     Jeden  Teil  nennt  man 
Hyperboloid. 

Die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  lautet: 


2 


a 


2 


1  =  0  oder  y^  = 


b 


a 


(x*  —  a^);  also: 


dVx  =  7cy2-dx  =  7C 


2 


a 


(x^  —  a^)  •  dx  ...  und: 


Vx  =  7ü  y^y 2 d X  =  TU .  -^  ./(x^  -  a2)  .  dx. 


Bemerkung:  Da  die  Hyperbel  erst  bei  x  =  a  beginnt,  so  ist 
die  unterste  mögliche  Grenze  =  a;  wir  integrieren  also  zwischen 
a  und  x^,  wobei  (xj  —  a)  =  h  ;  also; 
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b^       r                                       b^      r  x^  1 

Vx  =  ?:  •  -^  J  (x^  —  a^)  •  d  X  =  x  .  -^    l— a^x  +  c J  = 

Dreht  sich  die  Hyperbel  um  die  y- Achse  (Abb.  126),  so  wird 
dVy  =  Jcx*dy  und  Vy  =  r  •  Tx* d y.  Nun  folgt  aus  der  Hyperbel- 
gleichung : 


a« 


x«  =  -rg-(y*  +  b*);  also: 


b 


V,=  ;r  • -^  •f(y«+ b«)  •  dy  =  «  ~.(-|-+ b»y  +  c)  = 

Geht  man  von  jTj  =  —  b  bis  jg  =  -|-  b,  so  ergibt  sich: 
a«     r  h^  b»  1       8 

=  -^-(2-;:a2b)  =  4--('ta«-  2b)  = 

4 
=  -5-  des  eingeschlossenen  Zylinders  mit  Höhe  2  b  und  Grund- 

o 
kreishalbmesser  a. 

Beachte :  Nimmt  man  die  Grenzen  für  y  weiter  als  —  b  und 
+  b,  so  kommen  im  Ergebnis  doch  die  Größen  a  und  b  vor! 

§  50.     Bogenlänge  ebener  Kurven  (Rektifikation). 

Auf  einer  Kurve,   deren  Gleichung   wir  kennen,  nehmen  wir 
zwei  sehr  nahe  beieinanderliegende  Punkte  A  und  B  an,    welche 
Abb.  127.  /       ^i®  bezüglichen  Koordinaten  xy  undxjyi 

^^  haben  mögen  (Abb.  127). 

^^^^^.'■^r:^!''^^^-^!  ^s    ^s*^    Xj  ^  X  +  Ax    Und    y^  =  y 

'         +Ay. 

Rückt  B  immer  näher  und  näher 
[  i^x  \i-x  an  A  heran ,  so  daß  sich  Sehne  und 
•^  *^        Bogen   AB    nur    noch    um    sehr   wenig 

Bogenlänge  ebener  Kurven.      Unterscheiden,  SO  gilt  annähernd: 


0 
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As^  =  Ax^  -f  Ay*  .  .  .  Durch  Division  mit  Ax*  folgt: 

A8*         ,    ,     Ay«       ,        As         1  /,    ,    /  Ay  \^ 

Beim  Zusammenfallen  der  beiden  Punkte,  also  beim  Über- 
gang zur  Grenze,  wird: 

I  ^       I 

ds  =  1/    1  +  (-7^)    •  dx  I  =  Kurvenelement. 
Folglich  der  ganze  Bogen  s  zwischen  den  Grenzen  Xj  und  Xg : 

s  =  /d8  =  /]/  1  +  {^y  dx  =  / II  +  irf  dx. 

Xi  Xi  X, 

Diese  Gleichung  benutzt  man,  wenn  die  Abszissen  der  End- 
punkte von  s  gegeben  sind. 

Sind  dagegen  die  Ordinalen  der  Endpunkte  von  s  bekannt, 
so  kann  man  sich  aus  der  Kurvengleichung  entweder  die  dazu 
gehörigen  Abszissen  berechnen,  oder  man  verfährt  folgender- 
maßen : 

Es  war  As^  =  Ax^  +  ^.V'  •  •  •  «dividiert  durch  Ay-  .  .  . 

As^         Ax^ 

-T — --  =  -I — —  -\-  1  und  beim  Uberganpr  zur  Grenze : 
Ay^         Ay^  °     ° 

Folglich  ds  =  1/    1  +  (  -j-r)     dy  ...  durch  Integration t 


s  =  |ds  =  /l/  1 


+  (4y)'  •dy  =  /|/l  +  (xV-dy. 


yi  yi  yi 

Regel:  Man  sucht  aus  der  gegebenen  Kurvengleichung 

erst  y^  =  -7-^  bzw.  x^  =  -^ —  =  —r  und  dann  s. 
•^        dx  dy        y' 
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Vorläufig   können   wir  nur  Fälle  behandeln,  bei   denen   eine 
Potenz  zu  integrieren  ist. 

1.)  Gegeben:  y  =2x  -j-  3  ...  (Gerade!) 

Wie   groß   ist   die  Strecke  zwischen  x^  =  0  und  x^  =  +  5? 

Lösung:  y'  =  -^  =  +  2 ;  (yO»  =4; 

-f5  +5  -1-5 

S  =  /Kl  +(yO'-  dx  =  /Kl  +  (4)  dx  =/K5dx  = 

0  0  0 

5 

=  K5".  [x  +  c]  =  1/5^-  6  =  CO  11,1805  cm. 

0 

Zeichne  die  Gerade  und  prüfe  den  Wert  nach;  auch  mittels: 

2.  Weg:  Wir  setzen  die  entsprechenden  y- Grenzen  ein.    Aus 
der  gegebenen  Gleichung  folgt: 

zu  Xj  =  0 

y.  =  +  3 


X,  =  +    5  1 
und  zu       -     •  ' 


y*  =  +  13 


;  außerdem: 


1  3      ,        ,      dx  1  1      ,     /  AS       1 

X  =  -s-  y -  -^,  also  x'  =  ^-  =  — ^—  =— ,  also  (xO*  = 


s 


2  '       2'—-       dy  ~/^y\  ~  2'  ^^        4' 

\dx/ 

Folglich : 

+  13  +13  +  W 

=     l^TTJ^-dy  =  f]/l  +  {^)dy=^l/'b-jdy  = 

4-3  +3  +3 

4-13 

=  y  l^b'  fy  -f  cl  =  ^  Kö".  [13  -  3]  =  5  .  K6~(wie  zuerst!) 

4-3 
Länge  derselben  Geraden  zwischen  x^  =  —  8  und  x^  ==+  12? 

Lösung :    Dasselbe  Integral    wie    zuerst,    nur    zwischen   —  8 

bis  +  12. 

s  =  |X5~.  [x  +  c]  =  K5    [12  -  (-  8)]  =  |X5  .  20. 

—  8 

1  ^ 

2  )  Länge  der  Kurve  y  =  —  -(ßx  —  Ij'^  +  c  zwischen  x^  =  0 

y 

und  x^  =  6. 


§  51.     Oberfläche  von  Rotationskörpern. 
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13  -  — 

Lösung:    y^  =        •  —  •  (6x  —  1 )  ^  .  6  =  ((ix  -  1)  ^  ;    also: 

«7  mm 

(y^)  2  r=  6  X  —  1 ;  daher : 

-4-6  +6  I! 

S  =f\/^l  +  (yO*-  d  X  =f\  ^l~T(öx-  1).'  d  X  =:y^|     6  X  •  d  X  = 


Ü 


0 


8 

=  K6"-  -|-[x"i'  +  c]  =  I-Ke".  6 .  l^Q  =  24. 


Man  zeichne  die  Kurve! 


Abb.  128. 


§  51.    Oberfläche  von  Rotationskörpern. 

Gegeben  ist  die  Gleichung  irgend  einer  Kurve  y  =  f  (x) 
(Abb.  128).  Dreht  sich  das  Kurvenelement  ds  um  die  x- Achse, 
so  erzeugt  es  ein  Band,  dessen 
Flächeninhalt  an  der  Grenze  gesetzt 
werden  kann: 

dOx  =  (2  7cy)  •  ds  =  Umfang  •  Kur- 
Tenelement;  also: 

Nun  wsLT  ds  =1^1  +  (y^)^  •  dx, 
also  gilt: 

dOx  =  (27üy).|/"l  +  (y0^.dx; 

folglich : 

Ox  =  /  d  Ox  =  2  TT  •  /  y  •  j/^l  -(-  (y^)  *  d  X ;    demnach    wird    das 
Oberflächenstück  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^  .  .  . 


tOf 


OberflUche  von  Rotationskürpem. 


X2  ^2 

Ox  =  27C  .Jy  .  iXl  +(yO'dx  =  27c  'fi{x)  •  [^  l+jyjx)p  -  d  x 


xi 


Xl 


Dreht  sich  das  Kurvenelement  ds  um  die  y- Achse,  so  wird 
in  ähnlicher  Weise: 

'  d  Oy  =  (2  TT  x)  •  d  s,  also : 

Oy=fdOy=2TZ'fx'dS. 
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Oder  .  .  . 

Oy  =  27C .  Jx  .  |/"l  +(xO'-  d  y, 

also  zwischen  den  Grenzen  y^  und  y2  .     • 


yj         y-2 

yi  yi 


Oy  =  2n  fx  .  Kl  +  (xO^-  dy  =  2i:  .f^(y).l^l+  [f  (yjy  .  dy 


Beispiele:    1.)  Ein  Kreis  mit  der  Gleichung  y  =  [/^r^  —  x^ 
dreht  sich  um  die  x- Achse.     Oberfläche  der  Kugel? 


—  X  ,  ..  „  x^ 


Es  ist  y^  =  -^-yr.  ^ .  ,  also  (yO^  ==  — i T'  folglich: 


Kr«-  x- 

+  r 


y.Kl  +  (yO'-(5x  = 


—  r 

-fr  +r 

=  2t:    I  {/x^-x'-yi  +  _^.5l_.dx  =  2x    jr   dx  = 


—  r  —  r 

+  r 

=  2r7r  .  fx  +  c]  =  2rn  -  [r  —  (—  r)|  =  2r7c  •  2r  =  ir'^ic. 


—  r 


1  a)  Oberfläche  der  Kugelzone  mit  Höhe  h  =  ix^  —  Xj). 
Wir   benutzen  dasselbe  Integral ;   nur  zwischen  den  Grenzen 
x^  und  x,  +  h;  es  ergibt  sich: 

(xi+h)  (Xi  +  h) 

Ox  =  27:'frdx  =  2r7t  •  [x  -f  c]  =  2r7r.  [x^  +  h  -  x,]  =  2r;th. 

Xi  X] 

Ib)  Oberfläche  des  Kugelsegments  mit  Höhe  h! 

r  r 

Ox=  2:cjrdx  =  2r7r.  [x  +  c]  =  2r7u.[r-  x,]  =  2r7ch. 

Xl  Xi 

2.)  Die  Gerade  y  =  ax  +  b  drehe  sich  um  die  x- Achse. 
Gesucht  die  Mantelfläche  des  entstehenden  Kegelstumpfs  zwischen 
den  Grenzen  x,  =  0  bis  x^. 

Lösung:  y^  =  a;  (yO^  =  a^ 


§  52.    Drehmomente  oder  statische  Momente. 
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X2 


x.> 


Ox  =  2 7t  yy  Kl  +  (yO^  •  d X  =  2 7ü  'J\b  X  +  b)  •  Kl  +  a^  •  dx  = 

Xi  =0  0 


=  2;rl/l  +  a2.  /  (ax  +  b)dx  = 


X.J 


=  2x.Kl  +  a2.  r 


2 


a  — +  bx 


+  c]  = 


r^=/J 


0 


rrJ 


*x 


Mantelfläche  eines 
Kegelstumpfs. 


Speziell  sei  y  =  2  x  +  3  und  x ,  =  5 ;  dann 
wird: 

Ox  =  27rl/r+T.  ry2-52  +  3.5l  =  807c.I/ X 

Probe:  Für  Xj  =  0  wird  y^  =  r^  =  +    3 
»     x^  =  5       ^     y^  =  rg  =  +  13 

Der  Kegelstumpf  hat  also  die  Abmessungen  der  Abb.  129. 
Daraus  berechnet  sich  die  Seitenlänge: 

s  =  1/52+  102  =  |/"i25  =  5  . 1/5^ 
Nun  ist  die  Mantelfläche: 

F  =  TT .  s  .  (r^  +  r^)  =  TT  •  5  •  (/"ö"-  (3  +  13)  +  80  •  tt  •  1/X 
(wie  zuerst). 

§  52.    Drehmomente  oder  statische  Momente. 

Gegeben  sei  irgend  eine  in  .  der  Papierebene  liegende  Kraft 
P  und  irgend  eine  zur  Papierebene  senkrecht  stehende  Achse, 
deren   Schnittpunkt  mit   der  Ebene    wir   mit  0  ^uv,   iqq 

bezeichnen  wollen  (Abb.  130). 

Den  senkrechten  Abstand  1  des  Punktes  0 
von  der  Kraftrichtung  nennt  man  den  Hebelarm 
der  Kraft.  —  Das  Produkt  P  •  1  bezeichnet  man 
als  das  Drehmoment  oder  das  statische  Moment 
der  Kraft  in  bezug  auf  0. 

Sind  mehrere  Kräfte  P^,  Pg,  P3  .  .  .  Pn  mit 
den  bezüglichen  Hebelarmen  1,,  lg,  I3  •  .  .  In  gegeben,  so  ist  die 
algebraische   Summe   all  ihrer  Momente  in    bezug  auf  0   genau 


Drehmoment  einer 
Kraft. 


304  ^^'  Kapitel:  Integration  der  Summe  und  Potenz. 

so  groß,  wie  das  Moment  ihrer  Mittelkraft  (Resultierenden)  R 
bezogen  auf  denselben  Punkt  0.  Bezeichnen  wir  den  Hebelarm 
dieser  Mittelkraft  mit  r,  so  gilt  demnach  die  Gleichung: 

Plli  +  Pgl^  +  Ps-l  +  .-.Pn-ln^ß-r 

oder  in  mathematischen  Zeichen : 

n 

SPl 


1 

2  P  •  1  =  R  •  r,   woraus  r  =  — 


1 

Sind  nun  die  Einzelkräfte  P^,  P^  .  .  .  Pn  alle  parallel  gerichtet, 
so  weiß  man  aus  der  Mechanik,  daß  die  Mittelkraft  R  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Einzelkräfte  ist,  also: 


n 


R  =  p, +  p,  +  p,  +  ...p.  =  2:p. 

1 
Für  diesen  besonderen  Fall  geht  unsere  Gleichung  über  in: 

n  /^     \ 

S(P.l)=(SPj.r, 
woraus  sich  die  wichtige  Beziehung  ergibt: 


r 

S(P.l) 

1 

n 

SP 

1 

d.  h. :  Der  Hebelarm  der  Mittelkraft  zu  beliebig  vielen  parallelen 
Kräften  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  0  wird  gefunden, 
indem  man  die  algebraische  Summe  der  Momente  der  Einzel- 
kräfte durch  die  algebraische  Summe  dieser  Einzelkräfte  selbst 

dividiert. 

Diesen  Satz  benützen  wir  zur  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes von  Linien,  Flächen  und  Körpern,  einem  der  wichtigsten 
Anwendungsgebiete  der  Integralrechnung. 

§  53.    Schwerpunkt  oder  Massenmittelpunkt 

Eine  gerade  oder  krumme  Linie  können  wir  uns  zerlegt 
denken  in  oo  viele,  oo  kleine  Strecken-  bzw.  Kurven elemente  ds; 
eine  Fläche  in  oo  viele,  oo  kleine  Flächenelemente  dF  und  einen 
Körper  in  oo  viele,  oo  kleine  Körperelemente  dV.    Jedem  solchen 


§  53.    Schwerpunkt  oder  Massenmittelpunkt. 
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Element  entspricht  eine  Kraft.  Alle  Kräfte  sind  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet,  also  für  unseren  Begriff  parallel. 
Die  Resultierende  R  aller  £r'äfte  muß  demnach  gleich  dem  Ge- 
wichte des  betrachteten  Körpers  sein.  — -  Den  Angriffspunkt  von 
R  bezeichnen  wir  als  ^Sehwerpnnkt  oder  Massenmittelpunkt  8 
des  Körpers"  (Abb.  131). 

Jeder  Körper  hat  nur  einen  Schwerpunkt:  dieser  ist  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Körpers  im  Raum.  —  Unterstützt  man 
einen  Körper  in  seinem  Schwerpunkt,  so  bleibt  er  in  jeder  Lage 


Abb.  181. 


Z^dise 


xyickse 


^Y'Achse 


Schwerpunkt  eines  Körpers. 


in  Ruhe.  —  Jede  Linie,  welche  durch  den  Schwerpunkt  geht, 
heißt  Schwerlinie.  —  Durch  zwei  Schwerlinien  ist  der  Schwer- 
punkt bestimmt. 

Denken  wir  uns  irgendeinen  homogenen,  also  überall 
gleich  dichten  Körper  im  Raum  und  dazu  ein  dreiachsiges, 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  rx,  y  z  durch  einen  beliebigen 
Raumpunkt  0,  wobei  die  z- Achse  die  vertikale  sei,  so  können 
wir  uns  jedes  Massenteilchen  m  durch  eine  zur  z-Achse  par- 
allele Kraft  ersetzt  denken.  Am  besten  nimmt  man  die  durch  die 
linke,  vordere  Fnfibodenecke  gehenden  drei  Kanten  als  Achsen 
und  irgendeinen  Gegenstand  im  Zimmer  als  Körper  an. 

Die  Abstände  der  Kräfte  von  der  yz-Ebene  bezeichnen  wir 
mit  X  und  jene  von  der  xz-Ebene  mit  y. 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    8.  Aufl.  20 
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Dann  gilt: 
E  (m  •  x)  =  (Sm)  •  Xg   ...  wenn  Xj  =  Abstand    des    Schwerpunkts 

von  der  yz-Ebene  und 
£  (m  •  y)  =  (Sm)  •  ys  .  .  .  wenn  yg  =  Abstand  des   Schwerpunkts 

von  der  xz-Ebene  bedeutet. 
Ersetzen    wir    (Sm)    durch    die   Gesamtmasse   M    und    das 
Zeichen  I  durch  das  Integralzeichen,  so  folgt: 


und 


^                                                     f(m '  x) 
/  (m  •  x)  =  M  •  Xj,  woraus  x^  =  -^ — ^ 

^                                                        r(m  •  y) 
7  (m  •  y)  =  M  •  yg,  woraus  yg  =  


Statt  der  Masse  M  kann  man  bei  homogenen  Körpern  auch  das 
Volumen  V,  bei  Flächen  den  Inhalt  F  und  bei  Linien  die  Länge  s 
einführen.  —  Dann  ergeben  sich   die   Schwerpunktskoordinaten: 


1.)  Für  Linien  zu 


^•2 


S  •  X 


X3=   - 


S 


/dsy 


ys  =  5i 


S 


2.)  Für  Flächen  zu 


Xa 

/dF 


x.  =  5L 


F 


y^dFy 


y.  =  ^ 


F 


3.)  Für  Körper  zu 


Xs  = 


Xi 


•      •      • 


ya 
/dV 


•y 


yB  =  ^ 
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In  den  meisten  Fällen  vereinfacht  sich  die  Rechnung,  da  man  ge- 
wöhnlich eine  Schwerlinie  kennt;  denn  es  ist  z.  B.  jede  Symmetrie- 
achse eine  Schwerlinie  (Parabel,  Kreisabschnitt,  Kreisausschnitt, 
gleichschenkliges  Trapez  etc.).  Der  Schwerpunkt  einer  Strecke  ist 
deren  Mittelpunkt;  des  Kreises  =  Mittelpunkt ;  der  Kugel  =  Mittel- 
punkt ;  eines  Parallelogramms  =  Schnittpunkt  der  Diagonalen  etc. 

Beispiele:  1.)  Gegeben  y  =  ax-|-b.  Gesucht  die  Schwer- 
punktskoordinaten für  die  Strecke  zwischen  x^  und  Xj. 

jdsx        yKl  +  y^^dxx 
Lösung:  Xj  =  ~ —  ~ 


/ds       fVr+f^dx 


Xi 

Da  |/^1  -|-  y^^=  [/^l  +  a*  ^^^  konstanter  Faktor,  so  können 
wir  auch  schreiben: 

X2 


7xdx        [^  +  c] 


X    ^  X    ^ 


^      _   Xi _  Xi 


/dx  [x  +  c] 

Xl  Xi 


_     (X,  +  X,)  •  (X^  -  X,)     ._    X,  +  Xg  ,     , 

-  2.(x,-x,)  -       2        '**•*•• 

Bei  einer  Strecke  ist  die  Schwerpunktsabszisse  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  der  Endpunktsabszissen,  ein  Ergebnis,  das 
uns  schon  im  voraus  bekannt  war. 

Ebenso  ergibt  sich  die  Schwerpunktsordinate  zu: 

SpezieU  sei  y  =  2x  +  3;    ^;  I  +  ^2!  ^;  I  +  2,^   }  dann: 

2  4-  12  7  +  27 

2.)  Dreieck  mit  Grundlinie  g  und  Höhe  h  (Abb.  132).  Ein 
zu  g  paralleles  Flächenelement  dF  von  der  Breite  x  und  der 
Höhe  dy  ist  .  .  .  dF  =  X  •  dy.    Nun  gilt: 
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X  :  g  = 

y  :  h,  also  x  : 

h     ^ 

• 

.  dF  = 

h    ^ 

dy, 

demnach : 

yB  = 

/dP.y 

0 

F 

/it 

•y 

gh 
2 

2 

h 

fy 

0 

«dy  = 

= 

2 
~    h« 

3 

2 
3 

h 

Abb.  132. 

Abb. 

133. 

Schwerpunkt  eines  Dreiecks. 


Schwerpunkt  einer  Parabelfläche. 


gemessen  yon  der  Spitze  ab.    Außerdem  ist  jede  Mittellinie  auch 
Schwerlinie. 

3.)  Parabelfläche  für  y«  —  2px  =  0  (Abb.  133). 

dF  =  2ydx, 

« 

fiF'X        2.J(y.dx)x        2.Jl/2pxxdx 


X.  = 


0 


F 


F 


2- 


K2pjxadx 


0 


Xi« 


2         iXö 2        5        1 


(T^'-y») 


3 

=  — — •  X 

5 


vom    Achsenschnittpunkt    aus.    —   Außerdem    ist    die    x-Achse 
Schwerlinie. 


§  58.    Schwerpunkt  oder  Massenmittelpunkt. 


3ÖÖ 


3a.)  Halbe  Parallelfläche:  Abb.  134. 

Auch  hierfür  ist  Xg  =  -^Xi;  warum? 

Es  handelt  sich  noch  darum,  js  zu  bestimmen. 

Hier  ist  dF  =  y-dx;   das  Moment  yon   dF  bezüglich  der 

X-Achse  ist  =  d  P  •  -~ ;  das  Moment  aller  Flächenstreifen  d  F  von 


0  bis  Xi  ist  =  A  F  •  -|- ;  also : 


/dF 


y.  = 


0 


4 


/2px • dx 

_o 

Xi .  |/2  p  Xi 


=lvw^,=i 


Jy 


Abb.  134. 


/a: 


Schwerpunkt  einer  halben 
Parabelflftche. 


Schwerpunkt  eines  geraden  Kreiskegels. 


4.)  Gerader  Kreiskegel  von  der  Höhe  h  und  der  Grund- 
fläche G  (Abb.  135).  Eine  Schwerlinie  ist  die  Achse  des  Kegels. 
Wir  denken  uns  den  Kegel  in  lauter  unendlich  dünne  Platten 
parallel  zu  G  zerlegt. 


Volumen  einer  solchen  Platte  dV  =  g-dy  = 


1CX 


2 


dy; 


femer  gilt: 


g  :  G  =  y^  :  h^ 


ttX 


also  g  =    "2     =  -^  •  y^  •  •  .eingesetzt,  . . .  d  V  =  -^  •  y^  •  dy ; 
Moment   von  dV  bezüglich   0...  =  dVy;    demnach  Moment 

h 

aller  Platten  bezüglich  0  .  .  .  =  r dV-y;  also: 


0 
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y'  =  — r— = GTF-^ — =---h^\/y''J>  = 

0 

3 


h»       4         4 

von  0  aus  gemessen  oder  —  h  von  der  Grundfläche  aus  gemessen. 

5.)  Botationsparabolold  für  y^  =  2px  (Abb.  133). 

dVx  =  ^y^  •  dx;  Moment  hiervon  =  dVx  •  x  =  (Tuy'dx)  x. 
Also : 

Xi  Xi  Xi 

J (nj^dx)  'X  TZ  'Jj^dx  -  X  y2px*dx 

2px,» 


Vx 

0 

2  'f-yi  -^1 

vom  Scheitel  aus  gerechnet. 

Dieselbe  Parabel  rotiere  um  die  y-Achse.  —  Gesucht  S 
den  oberhalb  der  x-Achse  liegenden,  trichterförmigen  Körper. 

d  Vy  =  ^rx^  •  dy ;  Moment  hiervon  =  dVy  •  y. 

yi  yi  yi 

fdYyy         fnx^'djy  fj^ij 

V  — -L  ^  ^ 


Vv  1  2  1  5 

-y^-xi'-yi        -y-yi 
r     y/        5  ^ 

=  5  •   ./'    .   =  -^  yi  von  0  aus. 

^  •  yi         6 

6.)  Halbkugel  (Abb.  136):  Wir  benützen  einen  Kreis,  dessen 
Scheitel  im  Achsenschnittpunkt  liegt. 

Seine  Gleichung  lautet:  y^  =  2rx  —  x*  (siehe  S.  55,  Abb. 27a); 
dVx=7cy^-dx  =  ;r-(2rx  —  x*)dx; 
Moment  hiervon  =  tt  •  (2  r  x  —  x^)  •  x  •  d x. 
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Xs  = 


/dVxX        x.j[2rx«-x8]dx  2r.— 

An  3  3 


X 


r*  •  K 


=  -^  r  vom  Scheitel  aus. 


Abb.  137. 


Abb.  136. 


^x 


*r 

X 

S^ 

n 

^      ftn-     ^ 

■                                              ^    'V< 

6'i-    -^     i  i 

1        v^ 

•    s 

Schwerpunkt  einer  Halbkugel. 


Schwerpunkt  einer  Halbkugel. 


Ebensogut  führt  folgender  Weg  zum  Ziel  (Abb.  137): 
Hier  lautet  die  Ereisgleichung :  y^  =  (r*  —  x*); 
dVx  =  ^y*-  dx; 
Moment  hiervon  =  dVx  •  x  =  7cy*clx  •  x  =  ::  •  (r^  —  x*)  •  xdx. 


TT  •  r(r*x  —  x^)dx 


X.  = 


2^ 

3 


r^Tc 


=  -^  r  vom  Grundkreis  aus. 


7.)  Viertelkreisfl'äche  (Abb.  188):   Wir  zerlegen  in  Parallel- 
streifen zur  y- Achse. 

y 

dF  =  y  •  dx ;  Moment  hiervon  bezüglich  x-Achse  =  d F  •  -^. 


/dP 


2 


l/y«dx         2./(r«-x«)dx 


y^= 


0 


F 


r^x 


r*7c 


-h-4+']  ..[..-4.]  , 


r*7c 


r« .  7c 


= -3^  =  ..  0,425  r. 
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Da  S  auch   auf  der  Symmetrieachse  der  Viertelkreisfläclie  liegen 

4i. 
muß,  so  folgt  y,  =  X,  =  -^ —  von  den  Achsen  aus. 

Für  Halbkreisfläche   folgt  durch  Zusammensetzen   aus  zwei 

il] 

3n     oder  umgekehH." 

ys  =  0      ] 

Für  Halbkreisfläche  auch  so :  Man  benützt  dasselbe  Integral 
wie  beim  Viertelkreis,  nur  zwischen  den  Grenzen  „ — r  bis  +  r'. 


Viertelkreisen  x«  = 


Abb.  138. 


Schwerpunkt  einer 
Viertelkreisflilche. 


Abb.  139. 


y«-2p-JC 


Schwerpunkt  der  Ergänznngsfignr  za 
einem  halben  Parabelsegment. 


Außerdem  ist  F  = -x- r^TC  zu  setzen.     Also: 


2 


+  r 


—  r 


y.  = 


r^j: 


-r 

r^x 

-r 

X3 

3    "•" 
r*Jc 

4r 

c 

r»_ 

r* 

3  ^ 

r»     . 
3  _ 

37C     ' 


3 


Wie    findet    man    den    Schwerpunkt    einer  -~  Kreisfläche? 

Zerlege  in  Halbkreis  +  Viertelkreis.    Suche  von  jedem  Teil  den  S; 

3 

verbinde  sie  und  ziehe  noch  die  Symmetrieachse   des  —  Kreises. 

8.)  Schwerpunkt    der    Ergänznngsflgar    zu~  einem    halben 
Parabelsegment  (Abb.  139). 

Parabelgleichung:  y^  — 2px;  zunächst  gesucht  Xg. 
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Wir  zerleg6n  in  Parallelstreifen  zur  x- Achse, 

dF  =  xdy. 

Moment  davon  bezüglich  der  y- Achse  = 

j-n^         I9J  j  pdx 


.  Also: 


/dF 


•  2 


0 


p    ^  x*dx 
2"Jp27i 


0 


3P  0 


P 


^i-y 


1  Ji 


2^/27     Xi-|X2pXi 


3p 


Xi 


2 


2K2p      5  ,^ 


-  10  ^i* 


Bezüglich  der  x- Achse  ist  das  Moment  von  dF: 


dF  -y  =  x   y  ■  dy  = 


2P 


y^  •  dy;  also: 


yi 
/dF 


•y 


yi 
i      0 


dy 


3. 


yi 


F 


2p      l 


3-xryi 


yi 


Abb.  140. 


m 


0 


X 


*^ 


Ja 

d'x 


J^ 


Abb.  141. 


h 


■f-x 


^^ 


Schwerpunkt  einer 
Kngelzonenoberfläche. 


Bestimmnng  des  Schwerpunkts  bei  zusammen- 
gesetzten Gebilden. 


9.)   Schwerpunkt   einer    Kugelzonen-Oberfläche    (Abb.  140)» 
t  r  =  Kugelradius   und  (xg  —  x^)  =  h  =  Höhe   der  Kugelzone^ 
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SO  ist  deren  Fläche  F  =  2rw  •  (x^  —  x^)  =  2r7ch,  also  unab- 
hängig von  der  Lage,  d.  h.  irgend  zwei  Eugelzonen  derselben 
Kugel,  deren  Höhen  gleich  sind,  haben  gleichgroße  Flächen 
mit  der  Kngeloberfläche  gemeinsam. 

Daraus  folgt,  daß  in  halber  Höhe  von  h  der  Schwerpunkt 
liegen  muß;  außerdem  liegt  er  auch  noch  auf  der  Achse. 

Beweis:  Die  Fläche  des  Gürtels,  den  ein  Eurvenelement  ds 
bei  der  Drehung  beschreibt,  ist: 

dF  =  2rir  •  Höhe  des  Gürtels  =  2r7r  •  dx; 

Moment  davon  =  dFx  =  2r7cx-  dx.     Also : 

X2  X^  X2  f     X*  "1 

JdF  X        f2rn'X'dx     /xdx      ["2""*"^] 

^     Xi  Xi Xi  Xi 

Ag  — 


F  2  r  TU  •  (x2  —  Xj)      (xg  —  Xi)        (x^  —  x,) 

_       Xg^  —  Xi^        __    (Xg  +  X,)  '  (Xg  —  X  J   _     Xg  +  Xi      __ 

2.(x2-x,)  2.(x2-xJ  2 

_    Xg— x^+x^+x^   _  Jl_ 

""  2  ""^^"^   2  • 

Dasselbe  gilt  auch  für  die  Kngelhaube! 

10.)  Läßt  sich  ein  Gebilde  in  mehrere  Teile  zerlegen,  deren 
Schwerpunkte  S^  Sg,  S3  .  .  .  bekannt  sind  (Abb.  141),  so  ergibt 
sich  der  Gesamtschwerpunkt  folgendermaßen :  ' 

MjXi  +  MgXg  +  MgXg  =  M •  xs,  wo  M  =  (M^  +  M,  +  M3);  also: 

8 

S  (M  •  x) 
^  _    Ml  •  X,  +  Mg »  X,,  +  M3  X3    _  1 " 

1 

Entsprechend : 

s 

1 

Diese  Formeln  stellen  nur  Vereinfachungen  der  allgemeinen 
Gleichungen 

.■=/(M-^)   „„,._  /(My) 

M  M 
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78  = 


dar.  —  Man  erinnere  sich  an  die  Aufsuchung  des  Schwerpunkts 
von  Flächen  mit  Hilfe  des  Kräfteplans  und  Seilpolygons. 

In  gleicher  Weise  sucht  man  den  Schwerpunkt  einer  n-fach 
gebrochenen  Linie. 

Sjaehe  den  Schwerpunkt  eines  Trapezes. 

Lösung:  Ist  a  die  größere,  b  die  kleinere  der  parallelen 
Seiten,  so  liegt  der  Schwerpunkt  von  a  um  den  Betrag  entfernt: 

h_     a  +  2b 
3  *    a  +  b    ' 

außerdem  liegt  er  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der 
parallelen  Seiten. 

§  54.  Ouldinsche  Regeln. 

1.  Satz:  Dreht  sich  eine  ebene  Kurve  um  irgendeine  in 
ihrer  Ebene  liegende  Achse,  so  ist  die  von  der  Kurve  be- 
schriebene Fläche  gleich  dem  Produkt  aus  ^^Länge  der  Eurve 
mal  Weg  des  Schwerpunkts  der  Kurye^^ 

2.  Satz:  Dreht  sich  ein  ebenes,  abgegrenztes  Flächenstück 
um  irgendeine  in  seiner  Ebene  liegende  Achse,  so  ist  das  von 
dem  Flächenstück  beschriebene  Volumen  gleich  dem  Produkt 
aus  ^^Flächeninhalt  des  Flächenstücks  mal  Weg  des  Schwer- 
punkts dieses  Flächenstücks^^. 


Abb.  142. 


Abb.  143. 


öuldiDBche  Regrel  zur  Be- 
stimmung von  Mantelflächen. 


Guldinsche  Regel  zur  Be- 
stimmung von  Körperinhalten. 


Ist  z.  B.  (Abb.  142)  s  ein  ebenes  Kurvenstück  mit  Schwer- 
punkt S,  der  von  der  Achse  AA  um  SB  =  r  entfernt  ist,  so  ist 
die  nach  einer  ganzen  Umdrehung  beschriebene  Mantelfläche 

Oa  =  s  •  (2rx). 
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Ist  F  (Abb.  143)  ein  ebenes  Flächenstück,  so  wird  in  ähn- 
licher Weise  das  bei  einer  ganzen  Umdrehung  von  F  beschrie- 
bene Volumen: 

Va  =  F.(2p7c). 

Beweis  zu  Satz  1:  Wir  fanden  bei  der  Oberflächenberech- 
nung von  Rotationskörpern  für  eine  Umdrehung: 

Ox  =  2  7C    r y  •  d  s      und     Oy  =  2  tc  Jx  •  d  s  ; 
xi  yi 

hierbei  ist  ds  =  Länge  eines  Eurvenelements  und 

y  •  ds  =  statisches  Moment  dieses  Kuryenelements  bezüglich 
der  X-Achse;  also: 

ryds  =  Summe   der  statischen  Momente   aller  Knryen- 

Xl 

elemente  d  s  zwischen  den  Grenzen  x,  und  x,  =  dem  statischen 
Moment  des  ganzen  Kurrenstücks  bezüglich  der  x- Achse  =  s  -  f it 
wo  s  =  Länge  des  Kurvenstücks  und  js  =  Abstand  des  Eur?6ii- 
schwerpunkts  von  der  x-Achse.     Also: 

/  y  *  d  s  =  s  •  yi  ganz  analog  ergibt  sich : 

Xl 

y2 

r  X  •  d  s  =  S  •  Xg ;    beide    Ergebnisse    eingesetzt   in  Ox  bzw. 

yi 
Oy  ergibt: 

Xi 

Ox  =  2;r    fyds  =  27rs  •  y«  =  s  •  (Stc  •  y,), 

xi 

y2 
Oy  =  2::  •  Tx-  ds  =  2:rs    Xg  =  s  •(2:cXb). 

yi 
Jeder  Klammerfaktor  =  Kreis  mit  Radius  jg  bzw.  Xg. 
Beweis  zu  Satz  2 :  Bei  der  Volumberechnung  von  Rotations- 
körpern fanden  wir: 

X2  ya 

Vx  =  7c/y*dx     und     Vy  =  x  y  x*- dy. 
Xl  yi 

Durch  Multiplikation  und  Division   der   rechten  Seite  mit  ^ 
ergibt  sich: 


§  54.    Guldinsche  Regeln. 


317 


(y  •  dx)  •  -~  und  analog : 


Xl 


Xl 


Vy  =  27r./- 


x^  •  dy 


y« 


(x-dy) 


2* 


yi 


Xl 


y  __ 


Es  ist  aber  (y  •  dx)  =  Fläch enelement  dF  und  -^=  Schwer- 
punktsabstand desselben  von  der  x- Achse;  folglich: 

y 

(y  •  d  x)  —  =  statisches  Moment  eines  solchen  Flächenele- 
ments  bezüglich  der  x- Achse  und; 

X2 


(ydx)--|-  = 


Xl 


8amme  der  statischen  Momente  aller  Flächenelemente  zwischen 
Xj  und  Xg  bezogen  auf  die  x- Achse;  diese  Summe  ist  aber  auch 
=  F  •  y„  wenn  F  das  Flächenstück  und  ya  sein  Schwerpunkts- 
abstand Yon.  der  x- Achse. 


Also: 


x« 


/» 


dx)~=P-y,  und  analog: 


xi 


Yi 


f 


(x-dy).— =  F.Xs; 


yi 


beide  eingesetzt  in  Vx  bzw.  Vy  ergibt: 

X2 


Vx.=  27r  J    (y .  dx)  .--|-  =  3x .  F  •  y,  =  F  .  (27r  •  y.), 


Xl 


y2 


T,  =  27c.y    (x 


dy) .  y  =  2«  •  F .  Xs  =  P .  (27Ü .  Xg). 


yi 


Jeder  Klammerfaktor  =  Kreis  mit  Radius:  ys  bzw.  Xg. 
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Aus   diesen  Ergebnissen  läßt  sich  oft  auch  umgekehrt  die 
Lage  des  Schwerpunkts  bestimmen: 


Für  Kurven: 


Bekannt   muß    dabei    die 
Kurvenstücks  sein. 


Obeirfläche    und    die    Länge   des 


Für  Flächen: 


Zs 

= 

F-2ä 

ys 

— 

F-2jr 

Bekannt  muß  sein  das  Volumen  und  die  erzeugende  Fläche. 
Beispiele:    1.)    Halbkreisfläche   (Abb.  144)    dreht   sich  um 
Durchmesser.     Volumen  der  Kugel? 


Abb.  145. 


Körperinhalt  einer  Kugel. 


Körperinhalt  bei  Rotation  von 

y  =  ax^  um  die  x- Achse  und 

y-Achse. 


Vx  =  F-(2;cys)... 


Knsal...Y^  =  ^r'z-(2it~\ 


F- 

2   "■  ^ 

ys- 

4r 
3;: 

2«.  «' 

,         4r 

eingesetzt : 


3 


r^TT. 


2.)  Ergänzungsstück  der  Parabelfläche  zu  y  =  ax^  (Abb.  145) 
dreht  sich  um  x-Achse.  Volumen  des  trichterförmigen  Körpers? 
Wir  fanden  früher: 
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Xs —   ^  ^i>  Js —  10  ^^'       —   3   ^1^1* 
Also: 

=  -=-  (ä  •  y^^)  •  Xj  =  -^  des  amschliefienden  Zylinders. 

3.)   Parabelfläche   zu  y  =  ax^   (A.bb.  145)   soll  sich  um  die 
y-Achse  drehen. 

TT-  3  3  „        2 

Hier  Xs  =  -g-Xi;  ya=-^  yi;  F  =  'Y^iyi'' 

yy  =  F.(27cxs)  =  ^x,.y,.(2;t.-|-x,)  =  ^(;cx,^).y,= 

=  -^  des  amsehliefienden  Zylinders. 

4.)  Schwerpunkt  für  Halbkreislinie! 

Ox  =  4r*ic;  s  =  rK;  also: 

_      Ok      _     4r»ic     _  2r  _ 

^'~  s-2it   ~  nt-2«  ~    n    5  ^•-"• 

2r 
5.)  Viertelkreislinie :  x«  =  y.  = 


6.)  Halbkreisflftche :  y,  = 


_4 
Vx  3   *     ••  4r 


1-3  .  ^ 


F.2ä  1     o       o  Stc 

r^TC  •  27C 


2 

7.)  Suche    Schwerpunkt   des   Trapezes  aus   Drehkörper    des 
Trapezes    (zwei    Kegel  +  Zylinder)    und    Fläche    des   Trapezes 

*  +  *^i.  ha  +  2b  -  ..„  ci., 

==  — h.     Vs  =  -TT  •  — i—f —  von  der  irroßeren  Seite  a  aus- 

2  -^  3       a  +  b 

Anfgaben:   8.)  Quadrat  von  Seite  a  rotiert  um   eine  Achse, 
die  im  Abstände  b  parallel  zu  einer  Diagonale  verläuft.    0  und  Y? 

Es   muß  b  >  -^  I/T[87c  -ab  und  27c  •  a«  •  b]. 

9.)  Kreis   rotiert  um  irgendeine  Achse   im  Abstand  a  vom 

Mittelpunkt,    wobei    a  >  r.       [0  =  in^  •  ar;   V  =  2^^  .  ar*  = 

r  r 

=  47c*a-r--^  =  0-  — .] 
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10.)  Gleichschenkliges  Dreieck  von  Grundlinie  g  und  Höhe  h 
dreht  sich  um  die  Achse,   die   parallel  der  Höhe  im  Abstände  a 


verläuft,     a  ]> 


2  • 


0  =  2ira.(g+  I/g«  +  4h«) 
V  =  7cagh. 

11.)  Gewicht  eines  gußeisernen  Schwungradkranzes  von  trapez- 
förmigem Querschnitt!  Innerer  Radius  =  1,2  m;  äußerer  =  1,41  m; 
innere  Breite  b  =  22  cm ;  äußere  Breite  a  =  29  cm ;  spezifisches 
Gewicht  =  7,2.     Gewicht  =  oo  3174  kg. 

§  55.    Trägheitsmomente. 

Ebenso  wichtig,  wie  das  statische  Moment,  ist  für  den 
Techniker  das  Trägheitsmoment. 

Es  spielt  vor  allen  Dingen  eine  große  Bolle  bei  der  Be- 
rechnung der  „lebendigen  Eraft^  eines  bewegten  Körpers  und 
bei  Festigkeitsrechnungen. 

I.)  Wir  denken  uns  irgendeinen  Körper,  z.  B.  ein  Schwung- 
rad (Abb.  146),   mit   gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine 

Abb.  146. 


Trägheitsmoment  eines  Schwungrads. 

zur   Bildebene   senkrechte   Achse   0   sich   drehen.     Dann  kommt 
jedem  Massenteilchen  m^,  m2,  m,  ...  mit  dem  bezüglichen  Ab-    , 
stand  pi,  p2,  p^  .  .  .  von  der  Achse   eine  gewisse  lebendige  Kraft 
(oder   Wucht)    zu,    welche    sich   berechnet   mittels    der   aus  der 
Mechanik  bekannten  Formel: 


§  55.     Trägheitsmomente. 


321 


Lebendige  Kraft  =  -^  m  •  v 


2 


wobei  Y  die  dem  betrachteten  Teilchen  zukommende  Umfangs- 
geschwindigkeit ist. 

Da  die  einzelnen  Massenteilchen  Terschiedenen  Abstand  von 
der  Achse  0  haben,  so  ist  auch  deren  Umfangsgeschwindigkeit 
eine  verschieden  große.  Wir  führen  zur  Betrachtung  die  sog. 
Winkelgeschwindigkeit  (o  ein;  das  ist  der  sekundliche  Weg  eines 
Punktes  im  Abstand  1  von  der  Achse.     Dann  gilt  allgemein: 


V  :  ö>  =  p  :  1  also    j  v  =  p  •  ö)  I     und     1  v*  =  p*  •  o)*  1 

Also  gelten  folgende  Beziehungen: 


Massen 
teilchen 

mj 
m« 


m 


n 


Acbsenabstand 

Geschwindigkeit 

Lebendige  Kraft 

• 

Vi  _  Pl   .  ÜJ 

2  °^i-vi'=  2  m, -pi^.ü,« 

Pa 

Va  =  p2  .  u> 

2  ma-Va^rz  ^  mo  •  Pa^  •  u)» 

Pa 

V3  -  P3  •  "* 

2  °i3-V-  2  D^s-Pa'-"»' 

Pn 

Vn  =  pn  •  "> 

ymn-Vn*=  2   m„-p„*-oj2 

Folglich    ergibt    sich    die    gesamte    lebendige   Kraft   des 
Schwungrads  zu: 

L  =  — a)«.[mi.p^2  +  m,  .pg^  +  mg-Pa^-f-.  .  .  mn-pn']. 

Den  Elammerausdruck : 

[Uli .  Pl«  +  mg .  P2«  +  m, .  P3«  +  .  .  .  m»  .  pn«] 

nennt  man  nach  L.  Euler  (1707 — 1783)  das  Trägheitsmoment 
und  bezeichnet  es  mit  J. 

Es  ist  also: 


J  =  nii  •  Pl«  +  mg .  pg«  +  nig  •  P3*  +  .  .  .  mn  •  Pn*  =/m  •  p 


2 
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Demnach  die  lebendige  Kraft: 


L  =  J. 


1 


0) 


Beträchtet  man  den  Ausdruck  für  J,  so  erkennt  man,  daß 
das  Trägbeitsmoment  nur  von  der  Massenyerteilung  des  Körpers 
in  bezug  auf  die  Acbse  abhängig  ist  und  nicbt  etwa  von  der 
Winkelgescbwindigkeit. 

Allgemeiner  Satz:  Man  erbält  das  Trägbeitsmoment 
eines  Körpers  in  bezug  auf  irgendeine  Acbse  0^  indem  man 
jedes  Massenteilcben  mit  dem  Quadrat  seines  Abstandes  Ton 
der  Acbse  multipliziert  und  die  Summe  aus  all  diesen  Pro- 
dukten bildet. 

Vergleich :  Beim  statiscben  Moment  darf  jedes  Massen- 
teilchen nur  mit  dem  einfacben  Abstand  von  der  Achse  multi- 
pliziert werden;  beim  Trägheitsmoment  muß  es  dagegen  mit  dem 
Quadrat  seines  Abstands  multipliziert  werden. 

Hat  man  einen  Körper,  dessen  Massenteilchen  sämtlicb  den 
gleicben  Abstand  r  von  der  Drehachse  haben  (z.  B.  einen  dünnen 
zylindrischen  Ring  bezüglich  seiner  geometrischen  Achse),  so  wird: 

J  =J(toh  '  p*)  =J(m  •  r-)  =  r^  •  jm  =  M  •  r*, 

wo  M  die  Gesamtmasse  bedeutet,    r^  darf  hier  vor  das  Integral- 
zeichen gesetzt  werden,  weil  es  ein  konstanter  Faktor  ist. 

Man  kann  sich  nun  jeden  Körper  mit  dem  Trägheits- 
moment J  durch  einen  solchen  Ring  von  gleiebem  Trägheits- 
moment J  ersetzt  denken.  Bezeichnen  wir  die  unbekannte  Masse 
des  Rings  mit  [i  und  seinen  Radius  mit  r,  so  ist  nach  Voraus- 
setzung: 


J  =  (1 


,2 


oder      IX  = 


d.  h. 


die  Ersatzmasse  (x  in  einer  beliebig  zu  wäblenden  Entfernung  r 
Ton  der  Acbse  ist  gleicb  dem  Yorgesebriebenen  Trägbeits- 
moment 3,  dividiert  durcb  das  Quadrat  dieser  Entfernung  r. 

Die   lebendige  Kraft   dieser  Ersatzmasse   ist   dann  genau  so 
groß  wie  die  lebendige  Kraft  des  ursprünglichen  Körpers. 
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Man  nennt  auch  [t  die  auf  den  Abstand  r  bezogene  Masse 
des  Körpers«  Sie  ist  direkt  proportional  dem  Trägheitsmoment 
und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des  Abstands. 

Wir  können  uns  aber  auch  die  ganze,  unveränderte  Masse  M 
des  ursprünglichen  Körpers  gleichmäßig  auf  einen  zylindrischen 
Ring  verteilt  denken  (oder  in  einem  Punkt  konzentriert)  und 
legen  uns  jetzt  die  Frage  vor:  Welchen  Halbmesser  muß  dann 
der  Ring  haben,  damit  sein  Trägheitsmoment  gleich  dem  des 
ursprünglichen  Körpers  ist? 

Sei  der  gesuchte  Halbmesser  =  i,  so  gilt: 


J  =  M  •  i^,  woraus 


Man  nennt  i  den  Trägheitshalbmesser  des  ursprünglichen 
Körpers  in  bezug  auf  die  Achse  0.     In  Worten? 

n.)  Geht  die  Achse  durch  den  Schwerpunkt  S,  so  bezeichnen 
wir  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezüglich  dieser  Achse 
mit  Js.  Es  sei  nun  ein  zweiter  Punkt  0 
angenommen  und  durch  ihn  eine  zur 
Schwerpunktsachse  parallele  Achse  ge- 
zogen; beide  Achsen  stehen  senkrecht 
zur  Bildebene  und  haben  die  Entfernung  a 
voneinander. 

Wie  groß  ist  das  Trägheitsmoment  Jo 
des  Körpers  in  bezug  auf  die  Achse  durch  0  ? 
(Abb.  147.) 

Es  ist :       Js  =/(m  •  r «),  Jo  =/(m  •  p  2). 

Nun  ist  für  ein  beliebiges  Massenteilchen: 

p«  =  (a  +  x)2  +  y2  und  r«  =  x«  +  y^. 
Also  p2  =  a«  +  2ax  +  x»  +  y«  ==  a^  +  2ax  +  r^. 


Abb.  147. 


Trägheitsmomönt  bezüg- 
lich   einer   zur   Schwer- 
punktsachse parallelen 
Achse. 


Eingesetzt  in  Jq  ergibt: 
Jo  =/[m  •  (a*  +  2  ax  +  r^)]  =fmtL^  +f2  m  •  ax  +  fmvK 

Oder:        .  Jo  =  M  •  a* -|- Js  +  2a  • /m  •  x. 
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Da  aber  /  m  *  x  nichts  anderes  bedeutet  als  die  Summe  der 
statischen  Momente  in  bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Achse  oder  Ebene ,  so  wird  Jm  •  x  =  0  und  es  bleibt 
die  wichtige  Beziehung: 


I  Jo  ==  Jg  +  M   a»  I  d.  h.: 

^Das  Trägheitsmoment  eines  Korpers  in  bezug  auf  eine 
beliebige  Aclise  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  in  bezng 
auf  die  dazu  parallele  Schwerpunktsaehse^  yermehrt  um  das 
Produkt  aus  Körpermasse  mal  dem  Quadrat  des  Abstands 
beider  Achsen." 


§  56.   Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 

In  gleicher  Weise,  wie  von  Körpern,  spricht  man  auch  von 
Trägheitsmomenten  von  Flächen  und  Linien. 

Hierbei  hat  man  ebenso  jedes  Flächen-  bzw.  Linienelement 
mit  dem  Quadrat  seines  Abstandes  von  irgendeiner  Achse  zu 
multiplizieren  und  sämtliche  Produkte  zu  addieren. 

Um  die  Bedeutung  auch  dieser  Trägheitsmomente  zu  er- 
kennen, erinnere  man  sich  an  folgende  Ableitung  aus  der 
Festigkeitslehre:  Wird  ein  Träger,  z.  B.  ein  J- Träger,  durch 
eine  Last  P  beansprucht  in  der  Weise,  wie  Abb.  148  zeigt,  so 
verlängert  sich  die  obere  Seite,  während  die  untere  verkürzt 
wird.  Die  Spannungen  in  den  einzelnen  Fasern  verhalten  sich, 
solange  wir  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  bleiben^  wie  ihre 
Längenänderungen;  diese  aber  verhalten  sich  wie  die  Ent- 
fernungen der  betreffenden  Fasern  von  der  neutralen  Achse,  also 
müssen  sich  auch  die  Spannungen  verhalten  wie  die  Ent- 
fernungen von  der  Mitte. 

Ein  schmales  Stück  AB  CD  des  Trägers  ist  in  Ansicht  und 
Querschnitt  größer  herausgezeichnet  und  die  Faserspannungen 
durch  Strecken  dargestelU. 

Die  größte  Spannung  an  der  oberen  und  unteren  Kante 
des  Trägers  sei  =  S. 
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Wir  teilen  de&  Querschnitt  des  Trägers  in  schmale,  wag- 
rechte Streifen  und  bezeichnen  die  Fläche  eines  Streifens  in  der 
Entfernung  x^  von  der  neutralen  Schicht  mit  f,  und  seine  mitt- 
lere Spannung  mit  s^;  dann  verhält  sich 


S 


a 


woraus 


Si  =  -^^-S 
*         a 


Abb.  148. 


^         Jirlängenmg 


-; ^-0 *• 


«tI 


hll^ 


Trägheitsmomente  von  Querschnitt sflächen. 


Die  im  ganzen  Streifen  f^  wirksame  Kraft  sei  =  K^.  Es 
muß  Kl  gleich  der  Fläche  des  Streifens  mal  der  mittleren 
Spannung  des  Streifens  sein;  also: 

K,  =  fi .  Si  =  f, .  ^^ .  S  =  — .  f,  •  x^. 
^         ^      a  a 

Und  das  Drehmoment  dieser  Kraft  um  0  ist: 

Das  Drehmoment  einer  2.  Kraft  K3  im  Streifen  fg  mit  der 
Entfernung  x^  ist: 


S 
a 


Ka  •  Xo   = ^2  *  ^2^    "SW. 
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Die  Summe  der  Drehmomente  der  Kräfte  in  allen  Streifen 
oberhalb  der  neutralen  Schicht  ist: 

S  S 

Kl  •  Xi  +  K2  •  X2  +  Kg  •  Xg  +  .  .  .  Kn  •  Xn  =  -—  •  fiXi^  +  —  'U^2^  + 

a  a 

s  s 

-] •  fg  •  Xg^  4"  •  •  • fn  •  Xn*,  oder  kürzer: 

a  .  a 

S 

=  —  •  [fl  •  Xi^  +  fg  •  X2^  +  fg  •  Xg«  +  .  .  .  fn  •  Xn*]. 

Die  Drehmomente  der  Kräfte  unterhalb  der  neutralen  Schicht 
sind  ebenso  groß  und  haben  auch  den  gleichen  Drehsinn.  Zählen 
wir  diese  zu  den  vorigen,  dann  bekommen  wir  die  Gesamtsumme 
der  Drehmomente  der  inneren  Spannungen  zu: 

cL 

Alle  zusammen  müssen  für  den  Gleichgewichtszustand  gleich 
dem  Drehmoment  der  äußeren  Kraft  P  sein,  also  besteht  die 
Gleichung: 

Den  Ausdruck  2  •  [f,  •  Xj  ^  +  f^ .  x^ »  +  fg .  Xg «  +  . . .  f„  •  x.  *] 
nennt  man  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  und  be- 
zeichnet es  wieder  mit  J.     Es  gilt  noch: 

g 

Biegungsmoment  Mb  =  P  •  1  = J. 

a 


Den  Quotienten  1  —  |  nennt  man  das  Widerstandsmoment 


und  bezeichnet  es  mit  W.     Demnach  auch: 


Mb=P-l  =  — •S  =  WS 

a 


Bemerkung:  Der  Klammerausdruck  für  J  enthält  die  ein- 
zelnen Flächenstreifen  f  multipliziert  mit  dem  Quadrat  ihres  Ab- 
stands  von  der  Achse.  Da  wir  in  der  Ableitung  nur  die  ober- 
halb der  neutralen  Schicht  liegenden  Streifen  berücksichtigt  haben, 
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so  mußte  mit  2  multipliziert  werden.  Es  ist  ohne  weiteres  klar, 
daß  wir  die  Summe  in  der  Klammer  allgemein  ausdrücken  können 
durch  das  Integral: 


a 


yfx*,    also: 


Nehmen  wir  jedoch  die  Grenzen  von  —  a  bis  +  a»  dann  fällt 
der  Paktor  2  weg.     Es  ist  demnach: 


a 


+  a 


J  =  2  •  [f,X,«  +  t,X,>  +  £3X3«  +  . . .  fnXn«]  =  2  ./f.  X«  =  1  -/f  •  X^ 


0 


—  a 


Abb.  149. 


Trägheitsmomente  von  ebe- 
nen Flächen  (Scheiben)  in  be- 
zug  auf  Achsen,  welche  in  der 
Ebene  der  Fläche  liegen,  nennt 
man  Darehmesser-Trägheits- 
momente  oder  auch  äqnato- 
reale  Trägheitsmomente.  Steht 
die  Achse  jedoch  senkrecht  zur 

Flächenebene,   so  nennt  man  sie        Polares  Trägheitsmoment  einer  Flache. 

polare  Trägheitsmomente. 

Durch  irgendeinen  Punkt  0  (Abb.  149}  eines  ebenen  Flächen- 
stücks seien  zwei  zueinander  senkrechte^  in  der  Flächenebene 
liegende  Achsen  OX  und  OY  gezogen.     Dann  ist: 


In  bezug  auf  die  X-Achse  .  .  . 


und  in  bezug  auf  die  Y-Achse  .  .  . 


Errichten  wir  nun  in  0  eine  dritte  Z- Achse  senkrecht  zur 
gegebenen  Fläche ,  so  ist  mit  Jbezug  auf  diese  neue  Achse  die 
Entfernung  eines  beliebigen  Massenteilchens  =  r;  also  das  Trag- 
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beitsmotuent  eines  solchen  Teilchens  =  m -r';  folglich  das  Ti^g- 
heitsmomeDt  der  ganzen  Fläche  (Scheibe)  in  bezug  auf  die  Z-Achse: 


Da  nun  r*  =  x'  -|-  y*,  so  folgt: 
Jz  =/(m  ■  r«)  =/[ni  -  (x»  +  y«)]  =/{m  ■  x*)  +/(m  ■  y «)  =  J.  +h- 

Lehrsatz:  Das  polare  Trägheitsmoment  Jz  einer  Fläche  ist 
gleich  der  Somme  der  beiden  äqaatorealen  TrägheitsmomeDtt 
Jx  -|-  J;  in  bezug  auf  zwei  zueinander  senkrechte,  in  der  Fläcbe 
liegende  x-  und  y-Achsen ,  welche  durch  den  Schnittpunkt  0 
der  Z-Achse  mit  der  Fläche  gehen. 

g  57.   Ableitung  der  Formeln  fOr  verschiedene  TrSg- 
heitsmomente. 

1.)  Jx  eines  Rechtecks  (Abb.  150)  mit  der  Grundlinie  b  und 
der  Höhe  h  in  bezug  auf  eine  durch  den  Scltwerponkt  gehende 
Parallele  zu  b. 

Lösung:  Wir  teilen  das  Rechteck  in  lauter  zu  b  parallele 
Streifen  f  von  oo  kleiner  Höhe  dy;  also  f  ^  b  ■  dy. 

Irgendein  solcher  Flächenstreifen  f  im  Ab- 
Abb.  I5i>.  stand  y  hat  das  Trägheitsmoment: 

f   y*  =  (b-dy)-yä  =  by*-dy. 
Alle   Streifen    zueiammen   haben   das  Trag- 
heitsnromenl : 

süss:'        '  „1,  [!■■  ,  i.n_  bh' 
L24  ■  24J  ~  12  ■ 

Analog  wird  für  die  durch  S  gehende,  zu  h  parallele  y-Aclis«: 
h    b" 
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Also  polares  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  S; 


bh^         hb^ 


12     '      12  12 

Jx  eines  Rechtecks  in  bezug  auf  die  Grundliuie  b. 
Hier  ergibt  sich: 

h  h  j^ 

0  0  ^ 

Entsprechend  J,  in  bezug  auf  die  Seitenlinie  b : 

T    -    ^^^ 

Also  polares  Trägheitsmoment  in  bezng  auf  eine  Ecke: 


bh^        hb^ 

J»  =  Jx  -f"  Jy  =  — 5 h 


bh 


(b^  +  h«). 


3       '      3  3 

Die  letzten  3  Trägheitsmomente  sind  alle  4mal  so  groß,  als 

die  zuerst  abgeleiteten. 

Es  muß  Jx  in  bezug  auf  b  gleich  sein  J^  in  bezug  auf  S  -f- 

/h\* 

i  — I  •  Rechtecksfläche;  also: 

bh^        bh»        /h\2  bh»    ,    bh»        bh» 


3 


12 


12 


yh'j^jf 


Abb.  152. 


J  C 

Trägheitsmoment  eines 
Dreiecks. 


Trügheitsmoment  des  Drei- 
ecks 2  in  bezug  auf  b. 


2.)  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  mit  der  Grundlinie  b  und 
der  Höhe  h  in  bezug  auf  b  (Abb.  151)? 

h 


j.==/f 


•y 


i. 


nun  ist  f  =  1-  dy. 
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l:b  =  (h— y):h,alsol  =  b-  ^  7"^   eingesetzt... f  =-,--•  (h—y)dy. 

Jb=  /-r-(h  —  y)y2.dy  =  -f- I  [h-y«  — yT-dy  = 


h 


'iß 


0  u 

y'     y*  1  1_  *>"ii'     b-h»-    bh» 


=l[-4-^+=]= 


8  4      ~    12  ' 

0 

also  so  groß,   wie  dasjenige  eines  Rechtecks,  jedoch  letzteres  in 
bezug  auf  die  zu  b  parallele  Schwerpunktsachse. 

J  desselben  Dreiecks,  jedoch  in  bezug  auf  die^  durch  die 
Spitze  gehende  Parallele  zu  b  (Abb.  151): 

h  h  ,  h 

0  0  0 

Sehr  einfach  kommt  man  auch  zu  diesem  Resultat  mit  Hilfe 
des  Rechtecks.  Wir  teilen  dasselbe  durch  eine  Diagonale  in 
2  Dreiecke  (Abb.  152): 

bh» 


Es  ist  für  Rechteck  Jb  = 


Für  Dreieck  1  .  .  .  Jb  = 


3 

bh^ 

12 


Also  durch  Subtraktion: 


Für  Dreieck  2  .  .  .  Jb  =  4"  bh»  - -^  •  bh»  =  4-bli'. 

3  12  4 

Man    versuche    das    polare    Trägheitsmoment     eines   sehr    \ 
schmalen,  gleichschenkligen  Dreiecks  bezüglich  der  Spitze  ab- 
zuleiten. 

Wird    b  cx)  klein,    dann   kann   b*   wegfallen    und    es  folgt: 

-   bh^ 
Jz—     ^    . 

3.)  Teilt  man   demnach   eine  Kreisfläche  in  oo  viele  solche 
Dreiecke,  deren  gemeinsame  Spitze  in  den  Kreismittelpunkt  fällig 
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so  ergibt  sich  das  polare  Trägheitsmoment  eines  solchen  Drei- 


ecks zu 


bh» 


br» 


;    also  polares   Trägheitsnioment  für  die 


4  4 

ganze  Kreisfläche  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt; 


3.= 


b  •  r' 


/'- 


8 

=  -V- •  2  TIC  =  -4-r*^  = 


1^ 

2 
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=  Kreisumfang 

.     Anderer   Weg:    Wir   teilen   die   Kreisfläche   in  lauter  kon- 
zentrische Ringflächen  von  der  Breite  dx  (Abb.  153). 


Abb.  153. 


Abb.  154. 


Polares  Trägheitsmoment 
einer  Kreisfläche. 


Polares  Trägheitsmoment 
einer  Kreisfläche. 


Ein  solcher  Ring  von  der  Fläche  f  und  dem  Radius  x  hat 
dann  das  polare  Trägheitsmoment  f-x*,  wo  f=27rx-dx;  also 
gilt  für  die  ganze  Kreisfläche: 


x-dx)-x2  =  27c-  |x^dx  = 


0 


r 

„        fx*  "I         1      ,  Äd* 


Dritter  Weg:  ^Wir  schneiden  aus  einem  Ring  mit  Radius  x 
ein  kleines  Element  vom  Flächeninhalt  f=(x-da)-dx  heraus 
(Abb.  154). 


a  =  2n 


Dann  wird  Jz  des  Kinsrs  = 


=/' 


X«  .  ...  und  Jz  der  ganzen 


a  =  0 
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Für  eine  Scheibe  gilt: 

dJz  = 


yTup^-dx; 


Abb.  161. 


Abb.  162. 


« 


Wfq) 


I 


{ 


^ 


\ 


Trägheitsmoment  eines  Schwung- 
radkranzes (Hohlzylinder). 


Trägheitsmoment  einer 
YoUkugel. 


2r 


2r 


für   alle   Scheiben  ...  Jz  = 


=/"•  =/t  • 


p*dx. 


2r 


0  0 

Nun  ist  p^  =  (2r  —  x)  •  X 

p*  =  (2r  —  x)*  •  x^  eingesetzt .  . . 

2r 


H 


J,  =  — TT.  J  (2r-x)2.x2.dx=  2 


(4r*  — 4rx+x*)-x^-clx= 


0 


0 


2r 


=4«[ 


X^  X* 

4r^  • 4r  •  — 

3  4 


+x]= 


1      r32     .      ,-   ,  ,    32      ,-|        8      ,  /4     ,   \    2    , 

5  ' 

i  -  r  ]/  4^  =  ^  0,6325  r, 


woraus : 

d.  h.  die  ganze  Masse   der  Kugel  in   0,6325  r   vom   Mittelpunkt 
aus  konzentriert,  ergibt  dasselbe  Jz. 

14.)  Jx,  Jy  und  Jz  einer  Strecke  von  der  Länge  1,  durch 
deren  einen  Endpunkt  die  Achsen  gehen  und  welche  die  x-Acbse 
unter  <J;  a  schneidet  (Abb.  163). 


)  57.    Ableitung  der  Formeln  für  verschiedene  Trägheitsmomente.      337 


=/^ 


1 


s  •  y*  = 


0  0 

Analog  Jy  =  cos^a 


yds  •  s^-  sm*a  =  sin^  a  •  rs*ds  =  sin*a 

0 

P 


3 


J.= 


3 


(sin^a  +  cos^a)  =  -^  =  1  •  — -  =1  •  i^. 


Für  J:,  ist  .  .  .  i  =  1  . 


K3 


=  0,577-1  (Deutung!). 


3 


Abb.  163. 


"Isüia 


Trägheitsmoment  einer 
Strecke. 


Trägheitsmoment  einer 
Strecke. 


Zeige,  daß  für  die  Darstellung  (Abb.  164)  gilt: 
12 


Jx  =  -r:r-  •  sin^a  •  P 


Jy  =^rö"  •  cos^a  •  P 
T    —  .  13 


Suche  zu  jedem  Wert  i. 


Für  die  Bezeichnungen  (Abb.  165)  gilt: 

2 
Jx  =  —  sin^a  •  P 

2 

Jy  =  -7T- cos^  a- P  'i=? 
6 

T   —  —  .P 
15.)  Kreislinie  (Abb.  166): 

J,  =J  ds  •  r^  =/ i"  •  <Jo^  •  r^  ==  r^  -y  da  =  r^  •  Stt  = 

0  0  0 

=  (2r«)  •  r^  =  (2r7r)  •  i^z,  woraus  i»  =  r  .  .  .  für  Jz. 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  22 
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Da  Jz  =  Jx  +  Jy  =  2  Jx  =  2  Jy,  so  folgt : 

2 


Jx  =  Jj  =  -2"  = 2 ^  ^^^^^  '  "^  "^  ^   ^"^ '    "^ 


iy  =  ix  =  ^^  •  r  =  0,707  •  r. 


Abb.  166. 


Trägheitsmoment  einer 
Strecke. 


Trägheitsmoment  einer 
Kreislinie. 


§  58.  Widerstandsmomente  von  Querschnitten. 

Aus  der  Ableitung  (S.  326)  folgt  die  Definition  des  Wide^ 
Standsmoments  W  eines  Querschnitts  zu: 


wobei  J  das  auf  die  Hauptachse  bezogene  Trägheitsmoment  be* 
deutet  und  a  der  Abstand  der  äufiersten  Querschnittsfaser  toq 
dieser  Achse  ist. 

Für  die  wichtigsten  der  behandelten  Querschnitte  wird 
nach  (siehe  betreffende  Figuren): 

1.)  Rechteck  mit  b  und  h: 

b-h» 


w  _   J" 

**''-  h 

12         bh« 

~     h     ~     6 

2 

2 

hb* 

w  _   Jr 

**"-    b 

12         hb« 
b             6 

2 

2 
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2.)  Kreisfläche  mit  r  bzw.  d: 


1  :cd' 


4  32 

3.)  Quadratische  Stütze  mit  a  und  b: 

1  q4  K4 


6  a 

4.)  Bechteckige  bohle  Stütze  mit  B,  H,  b  und  b: 

W.=  -jr^   [B   H»-b  h"]. 

W,=  -^   [H  B«-h   b']. 

Bei  entsprecb  ender  Bezeichnung  ebenso  für   folgende  Quer- 
schnitte: 

I D 1 1-  +  H  r 

5.)  Hohle  Säule  mit  B  und  r  bzw.  D  und  d: 
^~     '~  4  ■       R       ~  33  ■        D 


V.  Kapitel. 

Differenzierung  der  Exponentialfunktionen  und  der 

logarithmisclien  Funktionen. 

§  59.   Hauptformeln. 
1.)  y  =  e^ -^  =-  y'  =  tg  a  =  e^ 

2.)  y  =  a'' -^  =  y^  =  tga  =  a^.lna, 

3.)  y  =  lnx 4^  =  y^  =  tga=t— , 

j  i  dx       *^         ®  X 

4.)  y  =  logx -^  =  y/=:tga  =  — .löge, 

5.)y  =  e'W  =  e' -^  =  y/  =  tga=  f(x).e'w 

6.)  y  =  a'(^)  =  a« -^  =  y^  =  tg  a  =  f (x)  (In  a) .  a'<«), 

7.)y  =  lii[f(x)]  =  ln(z)  .  .    il-  =  y/  =  tga  =  -^. 


§  60.  Ableitungen  und  Beispiele. 

Bei  den  Exponential-  und  logarithmischen  Funktionen  wollen 
wir  nur  die  rechnerischen  Ableitungen  behandeln.  Bemerkt  sei, 
daß  es  auch  sehr  interessante  graphische  Methoden  gibt;  die 
Behandlung  derselben  erscheint  jedoch  zu  umständlich  und  viel 
schwieriger,  als  die  rechnerische  Art. 

Es  empfiehlt  sich  hier  zunächst  eine  Wiederholung  des 
Binomialsatzes  (s.  S.  103  f.). 
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1.)  y  =  e^ 

Wir  erinnern  uns,   daß   e   die   Basis   der  natürlichen  Loga- 
rithmen ist.     Wir  fanden  (S.  120): 

e=  lim  (l+—V=  2,71828.  .  . 

n=oo\  n  / 

und  durch  beiderseitige  Potenzierung  mit  x: 

y  =  ex  =  !  +  -  +  -  +  -  +  _  +  -+... 

Der  Wert  für  e^  ist  also  eine   Summe   der  unabhängigen 
Veränderlichen;   diese   wird  aber   differenziert,  indem   man  jedes 
einzelne  Glied  differenziert.     Also  ergibt  sich: 
dy  _  d(e^)  _       ,     1         2»x         3x«         4x«         5x^ 

dx  ""    dx    ~       '    1!"^     2!     "^     3!     "^     4!     "^     5!     ^•" 

TC  Y^  T^  T* 

^  1!^2!    ■    3!  ^4!  ^'  •• 
Dieser  Ausdruck  stimmt  aber  mit  dem  für  e'^  überein;  also 

ist  für: 

dy 

y  =  e*  der  1.  und  alle  anderen  D.Q.  .  .  .  -^^  =  y^  =  tg  a  =  e*. 

ttX 


Satz:  y  =  e^  ist  diejenige  Funktion^  deren  D.Q.  mit 
der  Funktion  selbst  flbereinstimmt. 


Daraus  geht  hervor,  daß  die  Ordinaten  der  y-Kurve  gleich- 
zeitig die  Ordinaten  der  y^  =  tga- Kurve  sind;  d.  h.  an  irgend 
einer  Stelle  der  e^-Kurve  wird  der  Wert  für  tg  a  durch  die  Ordi- 
nate der  Kurve  selbst  angegeben.  Die  e^-Kurve  hat  nur  zu- 
nehmende Steigung. 

2.)  y  =  a^. 

Wir  führen  a^  auf  eine  Exponentialfunktion  mit  der  Basis  e 
zurück.  Zu  dem  Zweck  setzen  wir  zunächst  a^  =  e',  wo  z  noch 
unbekannt.  Durch  Logarithmieren  der  letzten  öleichung  nach 
der  Basis  e  ergibt  sich: 

X  •  In  a  =  z  •  In  e ; 


da  aber  In  e  =  1 ,   so  folgt  1  x  •  In  a  =  z  |  .  .  .  eingesetzt,  ergibt : 


a*  =  e^  =  e*  • '"  *. 


\ 
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Unsere  gegebene  Gleichung  kann  also  gesetzt  werden: 

y  =  a*  =  e*-^»»  =  e»,  wo  z  =  x  •  In  a;   "hc  -Z^ 
j  ist  also  die  Funktion  einer  Funktion;  6  j-      { 


-^  =  -r^ —  =  e'  •  In  a  =  a*  .  In  a.        /^ 

dx        dz     dx 

Wir   können   auch   a^  =  e*-^*^*  in    eine   Reihe   entwickeln. 
Es  ist: 
^.^^.  ina^l  I   (xlna)^  ^   (x-lna)«  ^   (x>lna)»  ^   (xlna)* 


1!        '        2!        •        8!        '        4! 

Man  differenziere,  setze  In  a  vor  die  Klammer  und  zeige, 

dy 
man  auch  hier  fttr  — r^  =  a*  •  In  a  erhält. 

dx 


Satz: 


dT 
Der  D.Q.  für  y  =a» Ist-j^  =  y^  =  tg  a  =  a*    Ina- 


Man  beachte  noch  besonders,  daß: 

^x  —  ßX .  In  a      Q  Jer      =  (ßln  a)x . 

daraus  folgt  aber,   daß  1  a  =  e^'^  ^.  1 

Satz:    Jede  Zahl  ist  =  e  hoch  dem  natflrlichen  Loga- 
rithmus dieser  Zahl. 

Also: 

m  —  einm.  5  =  e^^^;  b  =  e^^^; 


P 


—  glD  f -H.^  —  glnp  — Inq.    g^x  ^rz  glnCa»)  — ^  gX*lna. 


q 

p  .  q  =  e^°  ^P  •  ^^  =  6^"  P  H-  In  q  . 
|/"^=  6^^  V^x  _-  ßT  ^  ^ 


Beweis  durch  Logarithmieren  nach  der  Basis  e. 
Dieser  Satz   kann   verallgemeinert  werden,  z.  B.  jede  Zahl 
ist  gleich  10  hoch  dem  Log.  dieser  Zahl  nach  der  Basis  10 


10 

a=ioioga     oder 


X 

z  =  x^°e^ 


3.)  y  =  lnx;    diese   Gleichung  ist  identisch    mit  x  =  ^^* 
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y  =  lnx  ergibt  also  genau  dieselbe  Kurve,   wie  x  =  e^.     Aus 
letzterer  GleichuDg  folgt  aber: 

— —  =  e^,  also  durch  Stürzen  -r—  =  —  =  — . 
dy  dx       ^y        X 


Satz: 


...i^  =  y'  = 


Zu  y  =  In  X  gehört  .  .  .  -R^  =  y^  =  tg  a  = 

dx  ^  X 


4.)  y  =  log  X  ist  identisch  mit  x  =  b^. 

Es  kann  aber  gesetzt  werden:  b  =  e^^^;  also: 
X  =  by  =  e^-^^^  =  e^;  wo  z  =  y  •  Inb; 


folglich : 


dx        dx      dz 


dy 
dx 


dz       dy 


=  e^  •  In  b ;  =  x  •  In  b ;  gestürzt  .  .  . 


1  1         * 

— r— r  = log  e,  weil  ■ ,    , 

X  •  In  b       X  In  b 


=  log  e. 


Satz: 


b  fly  1  *> 

Zu  y  =  log  X  gehört . . .  -^  =  y^  =  tg  a  = log  e. 


Zusätze:  Die  Exponential-  und  logarithmischen  Punktionen 
treten,  wie  alle  anderen,  gewöhnlich  nicht  in  der  einfachen  Form, 
sondern  als  Funktionen  von  Funktionen  auf,  wie: 

y  =  e^^^^  =  e^;  dann  wird  allgemein: 

:e'(^).f(x); 


a) 


dy       dy     dz         ,     , 
— ^  —  — "^ —  e*  z^ 


z.  B. 


dx        dz      dx 

y  =  e^^  =  e*,   wo  z  =  2x; 

dy  _ 


rt         dy  ^     dz         ^ 

dz  dx 


dx 


e^  •  z^ 


Ebenso 


e«^  •  2  =  2  -e^^. 

dy 


y  —  ^ax  +  b— ßZ-   _  ^L  — a.e*^  +  ^; 


v/r 

y  =  e'^ 


dx 

dy 


•  «  .  • 


y  =  e 


—  X 


dy 


dx 


=  —  le~''^  —  e"''; 


y  =  e+^  -\-  e~*  .  .  . 


— ^  =  e+x  —  e-* 


dx 
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Folgende  Funktionen  zu  differenzieren: 

l.)y  =  6*  +  « -^  =  y^  =  tga  =  e*  +  2 

•^  dx 

2.)  y  =  e^-^ y^  =  e*-5 

3.)y  =  e'^-^ y^  =  — e^-^ 

4.)  y  =  e*^  +  ^    j'  =  2  •  e*^  +  ^ 

5.)y  =  e^'+^ y^  =  2.xe^-  +  « 

6.)  y  =  e-»^' y^  =  -  6x  •  e"«^' 

7.)y  =  e^-»^'+^^    y/=:(-.6x  +  5)-e*-3^'+'^^ 

3-  2  3/- 

8.)y  =  e2Vx y/:= ^,^3^    e^Vx 

V 

9.)y=e»'-v/^ y'  =  (2x ^^=-\  •e"'"»' 


Kx 
10.)y  =  e''V^ y  =  {[/^^  ■^^)  " 


X  1  X 


e^  = 


ll.)y  =  lXe-  =  e2     y/ =  ^  .  e  ^  =  .L  .  p^ 

=  -^y  (Deutung!) 
12.)  y  =  K^^^^3  =  KfW  .  .  .  /  =    ^    [/'exTZy 

13.)  y  =.  P^^  =.  e"^    y/  =  -1-  .  e^  =  -^  .  l^?= 

=  —  -y  (Deutung!) 

14.)  y  =  iXe^"  =  e^ v;/  ::^  J_  .  e"^  =  —  .  )/?== 

n  n 

= y  (Deutung!) 

1  --  1        -- ^  1 

1 


yy 
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__  J_ 

n 

17.)  y  =   ,  , —  y'  =  .  ,  = 

K2-e='-a  2-K(2-e''-a)» 

e^ 

~        K(2-e='-a)» 

X  X  1^  X 

18.)  yi^x^-eT    y^  =  2x.ea+— •e2'X*  = 


=  X  •  Ke'^  .  (-|-  +  2) 


X  X  I  X 

19.)  y  =  x^  •  e"»"    y^  =  3x*  •  e  3  +  -ö"  •  ^  ^  •  x^  = 


=  x*.|^^.(^  +  3) 


20.)y  =  (x»  +  l)-e=''-i y'  =  2x-e'''-i+2xe=''-i(x»+l) 

=  2x-e=''-i-(x»  +  2) 
21.)  y  =: e*—  e"" y'  =  e"  +  e"" 

22.)  y  = -|- (e'' +  e- ''J y' =  ^(e^^  -  e"") 

23.)  y  =  e*='+  e-»" y'  =  a- e»"  —  a  •  e"»-"  = 

=  a(e»='  —  e-»-") 

24.)  y  =  ef  w  +  e"*"' y'  =  f'(x)  •  e^<''>  +  f^ix)  ■  e«'<>'^ 

25.)  y  =  e^ <='>•  e»'<="=ef «  +  «"='>... y''  =  [l'(x)  +  f'(x)]  •  e^w  +  vW 

26.)  y  =  -^(^,    =  e'«-"«  .  .  .  y'=  [f'(x)  -  <p'(x)]  •  e^''')-«'« 

__e''<'"_  ,  _  l^(x)  ■  e«''>  •  fix)  -  f'(x)  ■  ef^^> 

^^•''y-  <p(x)" y  -  [9(x)J* 

pf  ,X) 

28.)y  =  -^==- 

K  tCx) 

f /(x) .  ef  w  .  K?W~ ty^^        ■  e^^''^ 

, 2-[/(pix) 

y  f(x) 

29.)  y  =  f(x)  •  e^ y'  =  f'(x)  •  e''  +  e'^f  (x)  =     . 

=  e-.[f(x)  +  f'(x)] 
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30.)  y : 
31.)  y  = 

32.)  y  = 

33.)  y  = 

34.)  y : 
35.)  y : 


f(x)-e''«' y'  =  f(x)-e''W+/(x).e«'W.f(x) 

_f(x)_ 

4.6»"'  ,      8.e'"''-[6x«-3x-l] 

y  — 


,       f  (x)  •  e^^^)-  y^(x)  •  e^w  ■  f(x) 
y-  2-y(x) 


2x-  1 

o4  — x2 


|/^^^^T 


vX 


(2x-  1)* 
,  e*-^'(4x''-16x  +  l 

^  ~         2  •  (x  -  4)  •  |/^i^=T 
y'  =  e''  •  (x«  +  X  —  1) 


(x  *  —  x)  •  e' 

(x*-x)e''='-« y'  =  e»='-«-(3x»-3x«  +  2x-l) 


36.)  y  = 
b) 


_  x''4-  lOx  +  25 

gX  +  B 

y  =  a'*")  =  a= ; 
dy  _  dy      dz 
dx  ~ 


^_        e'^+'^-Cx^  +  Sx  +  lS 

y  gss+io 


=  (a^^  •  Ina)  •  z'  =  a'<»>  •  Ina  •  f  (x) 


z.  B.  . 


.  y  =  a*" 


c) 


d) 


dz      dx 

.  y  =  a*^  •  Ina  •  2  =  2  •  Ina  •  a*^; 

y  =  a'^^  .  .  .  y^  =  a^'*  Ina  •  2x  =  2x  •  Ina  •  a^'; 

y=,a(x^  +  2x)  ^  ^  .y^  =  (2x  +  2)-lna-a(^'+2x)^ 

y  -— .  ^x  _-.  /plnx'jx  —  pX  .  Inx  —  pZ  . 

y^  =  e^  •  z^  =  x^  •  j  1  •  In  X  H X  I  =  x'^  •  [Inx  +  1] 

y  =:  [f  (x)]^^^^  =  rßlnf(x)-J99(x)  __  gV'Cx)  .  Inf (x)  _  ^z. 

f'(x)' 


y/     __      gZ    .    2'     


/  =  [f  (x)]"«  •  r?'(x)  •  In  f  (x)  + 


f(x) 


? 


«] 


z.  B y  =  (3x)'''  .  .  .  y'  =  (Sx)'^'  •  [2x  •  ln(3x)  +  x] 


e)      y  =  ln[f(x)]  =  ln[z], 


dz      dx 


f(x) 


Diese  Formel  ist 
besonders  zu 
merken. 


z.  B. 


y  =ln(3x) y^  = 

y  =  ln(x3) y^  = 


X 

3x^ 
x» 


3^ 

X 
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g- 


y  =  In  (a .  X) y^  == 


a 


ax 


=  In  a  +  In  X y^  =  0  H =  — 

•^  X  X 


g- 


y  =  ln(x»)   y^  = 


n  .  X 


n  — 1 


n 


rll 


=  n  •  In  X 


y  =  Inp^x 


'  =  n— =  - 

^  XX 


1 


n 


•  Inx   ...  y'  = 


n  •  X 


Setze  n  =  2,  3,  4  usw. 

y  =  In    .„^—    =  In  x""  T  = In  x  .  .  . 

^  l^x  n 

y  =  In  (a  •  x*^)  =  Ina  +  n  •  Inx   .  .  .  y'  = 


1 


y  = 

n 


n  .  X 


0  y=ln[f(x)  ?>(x)]=ln[z]...y'  = 


f(x)-?(x)+?'(x)-f(x) 


f  (X)  •  f  (X) 

Statt  y  =  ln[f(x)  •  ^(x)]  kann  man  auch  setzen  .  .  . 
y  :=  lnf(x)  +  Iny(x),  woraus: 
/^   f^(x)         fix)   ^   f^(x)-y(x)  +  (p^(x)-f(x) 

^         f(x)    "^    y(x)  i'WtW 

le  oben! 

Beispiel:  y  =  ln[(2x«  -  3)  •  (8x  -  7)]  =  ln[z], 

4x-(8x-7)4-8-(2x«-3) 


r= 


(2x='-3)-(8x-  7) 


g)  y  =  -j j-~  wird  nach  der  Quotientenregel  differenziert; 

f (x)     ,       ,  ,        (p'(x)     ,    ,,  , 


y'  = 


f(x: 


Llny(x)]* 

_    f  (x)  •  y  (x)  ■  In  y  (x)  -  f  (x)  •  f  (x)  •  In  f  (x) 

f(x)-v>(x)-[in<p(x)]« 

„  .     .  ,  ln(3x»-  5x) 

^'''^''^-     y=    ln(x3  +  2x)  ' 
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•„' 

(6: 

6x 
3x«- 

-5 
-5x 

•  In  (x» 

+  2x) 

3x^  +  2 

x»  +  2x 

•In  (3 

X*- 

5x) 

y 

s-5)- 

ix'  +  2 

x)  •  ln(x 

[In  (x» 

»  +  2x)- 

+ 
(3: 

2x)l* 

t»  +  2)-(3x» 

-5x)  • 

ln(33 

:^  -  5x) 

(3x2 -5xj  .  (xs  +  ax)  .  [In(x8  +  2x)]2 

h)  Nicht    zu    verwechseln    mit    dem    vorigen    Beispiel   ist 
folgendes : 

"        "  f  w 


='  = '"  [ItI]  =  "■  H' 


WO 


» (x)  J  •-  ■"  f  (x)  ' 

dy      dz  1       ,  1         f  (x)  •  y  (x)  -  y' (x)  ■  f  (x)   _ 

dz.    d  X         z  f(x)  [y  (x)]  * 

cp(x) 

_    ('  (x)  •  (p  (x)  -  f'  (x) .  f  (x) 


f(x)-y(x) 

Noch  einfacher  so:  y  =  In    — -4-  1  =  In  f  (x)  —  In  (P  (x). 

■'  L  (p  (x)  J 

Jetzt . . .  y'  =  ^(-^l -  y^ ^  nx)T(x)-9;(x)f(x)  ^.^ ^^^^ 

f(xj  cp(x)  t(x)-y(x) 

Beispiel:   y  =  In   ^fZ.V^  =  In  (Sx^  -  2x)  -  In (4x-7): 


6x-2 


y  =-' 


'6x'-2tl  4x-7 

_    (6x -2)-(4x  -  7)-4-(3x^-2x) 
~  (3x''-2x)(4x— 7) 

Übungsaufgaben:  Differenziere  folgende  Funktionen: 

1  1  1 


1.)  y  =  |/"ln  X     =  I/^Z     .  .  .    y'  = 


2|/'z        X  2x-|/lnx 


2.)  v=l!5^1nx-5  =  l''z...Y'=  -^ 


8x-  l^Clnx  — 5)« 
3.)  y  =  I^^ln(x-5)=  I^T..y'  =  -^ 


4.)y 


3  •  (x  -  5)  r[ln  (X  -  5)] 
ln(x«  — 3x) 


ln(5x-2) 

,^  (2  x  -  3)  ■  (5  X  -  2)  ■  In  (5  X  -  2)  -  5  -  (x^  -  3 x)  •  In  (x«  -  3j). 
^  (x'''  -  3x)  ■  (5x  -  2)  •  [In  (5x  —  2)]" 


r= 
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•^  y  ~    In  (x«  -  1)     

(3x«-^y(x'-l)ln(x»-l)-2x(x»  +  Y)-l°(^''+-7) 
(x»  +  ^\  ■  (X«  -  1)  •  [In  (x'  -  1)]' 

ln(2r^-5) 

^•^y-  i„(4-Kx)  ■•• 

^•(4-k^).ln(4-|/x)  +  ^(2p^-5).ln(2rr-5) 

^~  ^       (2|r7-5)(4-l/^).[ln(4-Kr)]' 

In  (-|- X-*  +  5  X  ) 


7.)y  = 


In  (Kx  +  1  -  7) 


1    Ind-x'  +  Sx") 

y=-2 ^ -~. ■ =  V 


8.)y  = 


[ln(KM^-7)] 
ln(-|-x'-7|r^) 
In  (x*  +  K^) 


7  1 

3x» ^57=  2x+ 


r=± 


,         ,    /3  +  5x\  ,  30 


25xä 

ins         ,    /xM-2x+l\  ,         ^-3 

10.)y  =  ln(^       x-1        )     ••y=^^^n- 

11.)  y  =  ln  j/  -IlTf   •  •  •  •  y'  =   2-(6x»-x-l)- 
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12.)y  =  ln|/       ^_  ^        •••/  = 


5  x'  -  13 

3-(5x«+  3)-(x-l) 


13.)y  =  ln(-^i=-)....y'=_-  +  3 


K2x  +  3    ;■;■■■'  2x«  +  3x 

2x 

14.)y  =  ln(3x«+|Xx~«~-r5)...y'= ^  '  ,^^^!::^^' 

16.)  y  =  X  •  In  X y'  =  In  x  +  1 

17.)  y  =  2x  •  In  X« y'  =  4  •  (In  x  +  1) 

18.)  y  =  3x  •  In  X» y'  =  9  •  (In  x  +  1) 

19.)y  =  ^.lnx3 y'  =  -^^ 


K  X   •  In  iX^x    ....  y^  = .0^ — 


Q.lTx 


01  \  •  5x  .       5  •  (In  X  —  1) 


In  X«     •'  2  •  (In  x) 


i 


22)y=        "^          ...  y/=   ^^Cainx-l) 

^^        3-lnx»     ^  9(lnx)« 

2Q  ■>     —       ax  +  b  ,  _    a[ln  (ax  +  b)  —  1] 

''  ^  ~  In  (a  •  X  +  b) ^  [In  (a  •  X  -(-  b)]  * 

24.)y  =  ef('')-lnip(x) 

y'  =  Y^  ■  [f  (x)  •  <p(x)  •  In  ?.(x)  +<p'(x)] 

ßln  X 

25.)  y  =  e^"^ y^  = 

26.)y  =  T^-— V 

^  -^        In  cp  (x) 

,  _    e^'^^>  •  [f  (x)  y  (x) .  In  y  (x)  —  j  (x)] 

^   ~  ??(x)-[ln?>  (x)]^ 

e2x3-5 


•    •    •    • 


^^^~   ln(x*4-3x) 

,_   e''^"-^-  [6x^-(x^  +  3x).In(x«  +  3x)  -(2x  +  3)]^ 
^   ~  (xä  +  3x)[ln(x«  +  3x)]»  ^ 
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28.)  y  =  a»^  •  In  |Xx     f  =  a»'^-  [in  a  •  In  x  +  -y-] 

a*^^.  [in  a    In  x -— 


^_*x  -lna.ln(r«-x«)+--5-§-^ 

30.)  y  =  —--^  y/  = :; 1 ^ 

„,  -  a'^'+i  ,        2xa^'  +  »ana-l) 

31.)  y  = -^ifzrr y'  =  - -^^i 

32.)  y  =  In  (a") y'  =  In  a  =  const.  | 

33.)  y  =  In  (5=")    y'  =  In  5  =  const.  \  Deutung? 

34.)  y  =  In  (e'') y/  =  In  e  =  1         J 

y-K.urven  =  Gerade,  y '-Kurven  =  ||  zur  x- Achse.  Oleichung 
der  Geraden  kann  in  der  Form  geschrieben  werden :  y  =  In  (a'')  +  c. 

„.  ,  In  X  ,        1  —  4  •  In  X 

^^■^y=-i^- y'= — i^ — 


Inx  , 1  —  nlnx 

x^      ^  ~         x^-^^ 


VI.  Kapitel. 

Integration  der  Exponentialfanktionen  und  der 
logarithmischen  Funktionen. 

§  61.  Exponentialfunktionen. 

Wir  gehen  auch   hier  von   der  allgemeinen   Definition  aus, 

daß  das  Integrieren  das  entgegengesetzte  Yerfatiren  ist,  wie 
das  Differenzieren. 

Gegeben  ist  also  wieder  der  1.)  DiflTerentialqaotient  f 
und  gesneht  die  ursprüngliche  Funktion  y. 

Man  mache  auch  hier  stets  die  Probe  durch  Differenzieren 
des  Ergebnisses. 

Aus  den  beim  Differenzieren  erhaltenen  Formeln  folgt  un- 
mittelbar : 

1.)  y  ^y'e'^dx^  e'^  +  c; 

denn  rückwärts  folgt: 

-^  =  e^  =  /. 
dx 

Bezüglich  der  Konstanten  c  gilt  dasselbe,  wie  das  beim 
Integrieren  einer  Potenz  Gesagte.  —  Siehe  dasselbe! 

Man  erinnere  sich  auch,  daß  /e^  dx=  /y^dx  eine  Fläche 

angibt,  die  zusammengesetzt  ist  aus  lauter  Parallelstreifen  y^  -  ^'^• 
Allgemein  gilt:  Verschiebt  man  die  aus  der  Integration 
erhaltene  FunkticUvSkurve  in  Richtung  der  y-Achse  parallel 
zu  sich  selbst  so  weit,  daß  sie  durch  den  Achsenschnitt- 
punkt geht,  dann  geben  die  Ordinaten  dieser  Hauptkurfe 
denjenigen  Flächeninhalt  an,  welchen  die  y'-Kurve  mit 
der  X-Achse,  der  y- Achse  und  einer  Endordinate  einschließt. 


§  61.    Exponentialfunktioaea. 


1  unserem  besonderen  Fall  war  y'  =  e* ;  dazu  ergibt  sich  die 
ung  der  ursprünglichen  Funktion  zu: 

Abb.  167. 


Zur  Integr&tioD  der  ExiionentUlfnnktion. 

st    aber   wieder   die   Gleichung   einer    ganzen   Schar    von 

a  (Abb.  167),   weil  c  jeden  beliebigen  konstanten  Zahlen- 

labeu  darf.     Uns  interessiert  am  meisten  diejenige,  welche 

den  Nullpunkt  geht. 

7ie   groß   muß   nun   c  sein,   damit  die  y-Kurve  durch  den 

inkt  geht? 

ner,  Diffeiential-  nnd  InteeiTlreclinnne,    i.  Anfl.  23 
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Offenbar  muß  c  =  — 1  sein;  denn  die  Kure  ftlr  j  =  e^ 
schneidet  die  y- Achse  im  Abstand  -|-  1 ;  wir  müssen  diese  also 
um  1  nach  abwärts  yerschieben,  damit  sie  durch  den  Nullpunkt 
geht;  dies  kommt  aber  in  der  Gleichung  dadurch  zum  Ausdruck, 
daß  wir  c^= — 1  setzen.  Die  Hauptkürre^  deren  Ordinaten 
uns  den  Flächeninhalt  der  y^-Eurve  angeben,  hat  also  die 
Gleichung : 

y  =  e^  —  1 


Ein  anderer  Weg,  diese  Eonstante  zu  bestimmen,  ergibt  sich 
durch  folgende  Überlegung: 

y  =J  e*  d  X  =  e'^  +  c  soll  die  Fläche  F  der  y^-Eurve  an- 
geben, von  der  y-Achse  an  gerechnet.  —  Für  x  =  0  muß  aber 
diese  Fläche  auch  =  0  sein.  Um  c  für  die  gesuchte  Hauptkurve 
zu  finden,  setzen  wir  also  F  =  0;  es  ist  aber  F=y  =  e*  +  e  =  0, 
wenn  x  =  0;  also  e^-|-c  =  0  oder  l-|-c  =  0,  woraus: 

c  =  -  1 


Zeichne  1    y^  =  e*    I     und    1  y  =  e*  —  1  I 

und  prüfe  die  Richtigkeit  der  gemachten  Angaben  (s.  Abb.  167). 

Anmerkung.  Hier  darf  c  nicht  gleich  Null  sein,  damit  die 
Hauptkurve  durch  den  Pol  gehe.  Unterschied  gegenüber  ganzen, 
rationalen  Funktionen  vom  n.  Grad! 

Beispiel:  Fläche  der  e^-Eurve  von  x  =  0  bis  x  =  4? 

d  4 

F  =  y  '-=fe^  dx  =  [e^  +  c]  =  e*  -  e^  =  e*  -  1. 

0  0 

Setzt  man  zur  Probe  in  y  =  e^  —  1  für  x  den  Wert  4  ein, 
so  bekommt  man  dasselbe  Ergebnis. 

Fläche  der  e^-Eurve  von  x  =  +  2  bis  x  =  4? 

4 


F  =  [e^  +  c]  =  e^-  e 


*  usw.. 


y  =  /  (P  +  qx  +  ^*  6*)dx  =  px-f--7r-  qx^  +  r  •  e*+  c- 
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X 

1-  C  .  .  .  Probe ! 

a 


2.)  y  =  I  a*    Ina  •  dx  =  a*  + 

Wie  groß  ist  c  für  die  Hauptkurve?  1  c  = j 1. 

y  =  /  (px.  qx  .  rx)dx  =  1  (p  .  q  .  r)^ d x  = -^^-^^-^  +  c; 

\    ""       In(p-qr)/ 
Nicht  zu  verwecbseln : 


j2-dx  =  ^^ 

/ax 
a'^  dx  =  -j 
Ina 


X' 

4"  c  mit  /  X*  •  dx  =  — ^ — \-  c  oder  allgemein: 


x*+^ 

+  c  mit   I  X*  •  d  X  = — r-  -f-  c. 

a  -f-  1 


§  62.    Logarithinische  Funktionen. 

3.)  y  =  1 dx  =  Inx  +  c; 


:  /-l-.dx  =  ln 


X 


/-' 


dx  =  I  x""^  •  dx 


st   die  einzige  Potenz,  welche  nicht  nach  der  Potenzregel  inte- 
griert werden  darf.     Warum? 

c  für  die  Hauptkurve  ?    [c  =  +  o^]    Deutung ! 
Fläche   der Kurve  von  0  bis  1  ? 

X 

1 
F  =  [inx  +  c]  =  In  1  -  InO  =  0  -  (-  cx))  =  +  oo 

0 

oder  =  in  -j-  =  In  oo  =  oo. 
Fläche  von  +  1  bis  4-  10? 
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10 


F  =  [inx  +  c]  =  In  10  —  In  1  =  2,3026  —  0  =  2,3026 


dx  = 


dx 


=  a'Inx  +  c. 


löge  •  dx  =  logx  -|-  c; 


diese  Formel  ist  nur  der  Vollständigkeit  halber  angeführt. 
Die  wichtigste  Formel  ist  folgende: 


.5.) 


Satz :  Das  Integral  eines  Brnchs,  dessen  Zähler  der  D.Q. 
des  Nenners  ist,  ist  der  natürliche  Logarithmus  des  Nenners. 


Hierzu  einige  Beispiele: 

dx 


a)  y  = 


2x  +  5 


—  V 


Man   multipliziere  Zähler   und  Nenner  mit  2  und  setze  den 
Faktor  2  des  Nenners  vor  das  Integralzeichen;  dann: 


y  = 


dx 


2x  +  5 


^^  •  dx  =  i- •  In  [2x  +  5]  +  c;  Probe! 


b)  y  = 


6x—  12 


=  3 


4x  +  9 
2x-4 


dx  = 


(2x  — 4) 
—  4x-|-  9 


dx  = 


x'i  — 4x  -I-  y 


dx  =  3-ln  [x»  — 4x  +  9]  +  c. 


c)  y  = 


J^  + 


vT"  •  ^^  —   u 
bx  b 


b-ja 


+  bx 


dx  = 


1 


=  -j—  •  In  [a  +  b  x]  -|-  c. 


^ 
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Man  kann   auch  bei  all  diesen  Beispielen  die  Methode  der 
Substitution  anwenden,  z.  B.  für: 


i^  + 


- —  dx  .  .  .  Setze  (a  +  bx)  =  z; 
bx 


dann  ist  b-dx  =  dz,  also  dx  =  -|--dz;  eingesetzt,  gibt: 

r  1     ,    Ti  dz   1  Az   1  ,    , 

y  =  I  — ,— r dx=l —  =  — -.  I  —  =  __.inz  + 

•^/a-f-bx  /zb         b/z         b 


c  = 


=  —  •  In  [a  -|-  b  x]  +  c  (wie  zuerst !). 

Analog : 

Setze  m  X  =  z,   also  m  •  d  x  =  d  z ; 
d)  y  =  /e«^dx  .  .  . 


dx  = dz; 

m 


=>  •  ^ 


y  =  /  e"»*  .  dx  =  /  e^  .  ^—  •  dz  = |  e^  •  dz  = 

= e^  -  -  c  = e**  +  c. 

mm 


H' 


e)  y  =  1  a"'*dx=  I  a^ dz  == —  /  a^dz 

I         a^  1 

m       Ina  mlna 

Statt  a"*''  kann  man  auch  setzen  e"*^^"*;  dann: 
•^       '  '  m-lna 


aitix 


m  •  Ina 


+  c  (wie  zuerst). 


f)  Das  Mariottesche  Gesetz  für  vollkommene  Gase  lautet: 
Pi  •  v^  =  P2  Vg  =  p  •  V  =  ß  •  T  =  konst.,  wo  p  =  Druck  pro  m^ 
V  =  Vol.  in  m»,  R  =  Gaskonstante  (=  29,27  für  Luft);  T  =  ab- 
solute Temp.,  p  in  y-Richtung,  v  in  x-Richtung. 


'=/ 
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Stelle  p  •  Y  =  konst.  graphisch  dar ;  konst.  beliebig.  Wie 
groß  ist  die  Fläche  zwischen  Kurve  und  v- Achse,  wenn  v  von 
Vi  bis  Vj  wächst?  ^i 

Lösung:   Aus    p  •  v  ==  konst.  folgt  p  = '—;    Flächen- 

dv 
element  dF  ==  p  •  dv  —  konst. ;  also: 

V 

^'l  va  ^^ 

=  j  dF  =  I  pdv  =  konst.  •  I  =  konst.  •  1  Inv  1  = 

Vi  Vi  ^* 

=  konst. .    Invg—  IttTj  j  =  konst. .  ln( — ^ \. 

Da  — ^  =  -^,  so  gilt  auch : 

F  =  konst. .  In  ( -^Y=  konst.  •   In  p^  —  In p,  . 

g)  Das  ,,Poissonsche^^  Druckgesetz  lautet: 

PjVi'' =  P2V2''=  p  •  v**  =  konst. ;  %  =  1,41. 

Stelle    p  •  v*'  =  konst.    graphisch    dar;     wähle    konst.   be- 
liebig. 

Fläche  zwischen  Kurve  und  v-Achse,  wenn  v  von  v^  bis  v^ 
wächst? 

konst 
Lösung :  Aus  p  •  v*'  =  konst.  folgt :  .  .  .  p  = — ^ ;  Flächen- 


dv 
element  dF  =  p  •  dv  =  konst. — ;  also : 

T.J  Va  Va^ 

F  =  /  dF  =  /pdv  =  konst.  •  /  — ^  =  konst.  •   I  v-»*  dv  = 

Ti  Vi  Vi 

konst. 


—  X  ^  1      •-  -  ^ 
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Da  nun  konst.  =  p  •  v**  =  Pi  v^**  und  p^  =  Anfangsdruck  mit 
i  =  AnfangsYolumen  und  Vg  =  Endvolumen  gegeben  sein  müssen, 
o  folgt: 

—  X  -i-  1     ■-  *  *  -■ 


X 


x-1        L      Tr^+'J 


=^['-(tn- 


VII.  Kapitel. 
Differenziernng  der  trigonometrischen  Funktionen. 

§  63.    Hauptformeln. 

^  dy  ^ 

1.)  y  =  sinx -^  =  y^  ^=  tga  =  cosx. 

2.)  y  =  cosx -^  =  y^  =  tga  =  -  sinx. 

3.)  y  =  tgi ^  =  y  =  iga  =  -^  -  1  +  tg^ 

«X  cos^x 

-  dv  1t 

4.)   y  =  COtg(x) -_^  =  y^==tga== ^  =  -_(l-j_cotg1 

^  dv  "^        ^        I 

5.)  y  =  slnf  (x)  =  sinz ....  -r^  =  y^  =  fcg«  =  cosf  (x)  •  r(x).       ' 

^  dv  ^         ^ 

6.)  y  =r  C08f(x)  =  cosz  .  .  .  -^  =  y^  =  tga  =  —  sinf(x)  •  f  (x).  , 

7.)  y  =  tgf(£)  =  tgz -^  =  y/  =  tga  =  — i-^ .  r(i). 

"X  cos*f(x) 

^  dv  1  "" 

8.)  y  =  cotgf (X)  =  cotgz.  .  .  -^  =  y'  z^  tga  = 7^7?=^  '  f'l^) 

**x  sm^f(x) 

Zur  allgemeinen  Orientierung  dient  Abb.  61,  S.  132. 

§  64.    Ableitungen. 

Bei  allen  trigonometrischen  Funktionen  ist  die  Unabhängige 
X  der  veränderliche  Bogen  im  Einheitskreis.  —  Siehe  §  17,  S.  131. 

Wir   wollen   zunächst   die  graphische  Methode  benützen  zur     I 
Bestimmung  des  ersten  D.Q. 


§  64.    Ableitungen. 
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1.)  y  =  sin  X  (Abb.  168). 

Wie  verändert  sich  y,  wenn  der  Bogen  x  um  oo  wenig 
wächst  ? 

Lösung:  Die  positiven  Bögen  werden  links  herum  ge- 
messen. —  Wir  lassen  x  um  Ax  zunehmen,  dann  nimmt  auch 
y  um  Ay  zu. 


Wie  groß  wird 


an  der  Grenze,  also  für  A  x  =  0  ? 


X 


Um  dies  festzustellen,  benützen  wir  einen  Übergang  von 
der  Sehne  zwischen  AB  zum  Bogen  Ax  zwischen  AB.  —  Wir 
können  schreiben: 

Ay  Ay  Sehne  AB  ^     Sehne  AB 

^    —  '^  =  cos  ß 


Sehne  A  B      Bogen  A  B 


Bogen  AB* 


Abb.  168. 


^  FC 

Ableitung  des  D.Q.  für  y  =  sinx. 


Lassen  wir  nun  den  Bogen  Ax  immer  kleiner  und  kleiner 
werden,  so  wird  die  Sehne  AB  mehr  und  mehr  sich  decken  mit 
dem  Bogen  AB,  und  in  dem  Augenblick,  wo  Ax  unendlich  klein, 
also  zu  d  X  geworden  ist,  geht  die  Sehne  vollständig  über  in  den 
Bogen,   sie  wird  zur  Tangente  in  A,  und  gleichzeitig  wird  dann 

ß  =  X.  —  Das  Verhältnis 


Bogen  AB 
cos  ß  ==  cos  X,  so  daß  wir .  also  erhalten : 

Al.^  lim  r^y  1  _ 

dx         Jx  =  o 


wird  =  1  und 


m 


cos  x; 
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es  ist  demnach  für: 


dy 


y  =  sinx  der  1.  D.Q.  .  .  .  -p-  =  y'  =  tga  =  cosx  (Abb.  169). 

Das  Steigungsmaß  der  Sinuslinie  wird  also  nach  Größe  und 
Vorzeichen   angegeben  durch  die  Ordinaten  der  Cosfniislinie.  — 

Abb.  169. 


■tJC 


Das  Steigungsmaß  der  Sinuslinie  wird  dnrch  die  Ordinaten  der  Cosinuslinie  angegeben. 

Man  überzeuge  sich  am  Verlauf  beider  Kurven  von  der  Richtig- 
keit dieses  Satzes.  Solange  die  Sinuslinie  Steigung  hat,  sind  die 
Ordinaten  der  Cosinuslinie  „+",  beim  Gefälle  „— ".     Wo  ist  die 

Abb.  170. 


0  y        ^ 

Ableitung  des  D.Q.  für  y  =  cos  x. 


Steigung   von   y  =  sinx  am  größten,    wo  am  kleinsten;  wo  sind 
Wendepunkte  ? 

2.)  y  =  cosx  (Abb.  170). 


§  64.    Ableitungen. 
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Wir  lassen  wieder  den  Bogen  x  um  ein  kleines  Stück  Ax 
znnebmen  und  erkennen,  daß  dann  y  abnimmt  um  Ay. 
Zu  X  gehört  y. 
Zu  Xj  =  x+ Ax  gehört  y,  =  y  -|-  Ay,  wobei  Ay  jedoch  negativ. 


Ay 


Sehne  A  B 


A^_. 

^x        Sehne  AB     Bogen  AB 

Abb.  171. 


=  —  sin  ß 


Sehne  AB 
Bogen  A  B  ' 


— ^ 


Das  Steigangsmaß  der  Gosinnslinie  wird  durch  die  Ordinaten  der  negativen  Sinuslinie 

angegeben. 

r 

Im  Grenzfall,  wo  A  x  =  0  und  ß  =  x  wird,  ergibt  sich : 

dy  •     r  Ay  T  -^ 

-j^  =  lim  I  — ir  I  =  —  sin  ß  =  —  sin  X ;   es  ist  also  ftlr : 
dx        jx  =  oLAxJ 

^  dy  ^ 

y  =  cosx  der  1.  D.Q.  .  .  .  -^^^  =  y'  =  tga  =  — sinx  (Abb.  171). 

Deutung  des  Ergebnisses  an  den  Kurven! 
Das  Steigungsmaß  der  Cosinnslinie  wird  nach  Größe  und  Vor- 
zeichen durch  die  negaÜTen  Ordinaten  der  Sinuslinie  angegeben. 
3.)  y  =  tgx. 
Hier  führt  sehr  leicht  die  rechnerische  Methode  zum  Ziel, 

indem  man  tgx  = :=r  setzt  und  die  Quotientenregel  anwendet. 

cosx 


y  =  tgx  = 


smx 


cosx 


dx 


cosx  •  cosx  —  ( —  sinx)  •  sinx         co8*x  +  sin*x 


cos^x 
cos^x 


cos*x 


008  *X 


sin  *  X  ^ 


cos^x 


cos^x 
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Ebenso  einfach  ist  die  graphische  Ableitung  (Abb.  172): 
Wächst  X  um  Ax,  so  wächst  y  um  Ay.  —  Übergang: 

Ay   _  _Ay_    BD 
"BD  * 


Abb.  172. 


Ax         öl^      Ax 

An    der    Grenze    wird    <:J  ß  =  x, 


'A-y    also : 


Ay 


BD        cosß        cosx 
BD       OB       OB  1 


Ax 


Rq^dius 


OF        OA        cosx 


einge- 
setzt: 


dx 


=  lim 


LAx  J 


4x  =  oL  Ax 

Av     BD 


=  lim   fj^lg-l  = 

jx  =  o  LBD     Ax  J 


Ableitung  des  D.Q.  für  y  =  tg  x. 


y  =  tgx  der  1.  D.Q.  . . 


dy 


cosx     cosx 
Es  ist  also  für: 


cos^x 


=  y^  =  tga  = 


^  (Abb.  173). 


dx       -         "         cos^x 

Deutung  des  Ergebnisses  an  den  Kurven! 

y  =  tgx  weist  nur  Steigung  auf;  deshalb  kann  die  y^-Kurre 
nur  im  Positiven  verlaufen. 

Wo  hat  y  =  tgx  einen  Wendepunkt? 

^->        cos  X  1 

4.)  y  =  cotg X  =    .    ^  ;   daher  mittels  der  Quotientenregel.* 

sin  X 

dy         —  sinx  •  sinx  —  cosx  •  cosx         —  (sin^x  +  cos^x)  _ 


dx 


sin^x 


sin^x 


sin^x 


Graphisch:    Wächst  x  um  Ax,    so  nimmt  y  ab  um  Aj- " 
Ay  ist  also  negativ  (Abb.  174). 

Zu  X  gehört  D  C  =  y. 

Zu  Xj  =  X  +  Ax  gehört  DB  =  yj  =  y  +  ^7- 


§  64.    Ableitungen. 


DantellDiiK  der  Tangenteii 


e  y  =  tgx  und  ihrer  DifferentiallLurr«  y'  = 


Übergang : 


Ableitung  des  D.Q.  für  y  =  cotgx. 


Äx  ~BG  ■  Aj- 
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DavBtellDDg  der  CotangeotBElinie  y  =  cotg  r  und  ihrer  Diffei 
An  der  Grenze   wird  ß  =  -(  =  x;  dann  ist 


sin  X 


AJ        OE       od        sinj 


t-    lim    r^l=   lim    r^  Mi- 
di    ir-.LijJ     jT..LBa-4;J 


iL 

d 

1 1 1_ 

sinx     sinx  sin*x 

Es  ist  also  fUr: 

y  =  cotgx  der  1.  D.Q.  .  .  .  -j^  =  ,'=  tga  =  --j|^ 


(Abb.  175). 


§  65.    Beispiele.  367 


Deutung  des  Ergebnisses  an  den  Kurven! 

y  ==  cotgx  hat  nur  Gefälle;  deshalb  muß  die  y '-Kurve  stets 
im  Negativen  verlaufen. 

Wo  hat  y  =  cotg  x  einen  Wendepunkt  ? 

§  65.  Beispiele. 

Auch  bei  den  trigonometrischen  Funktionen  tritt  gewöhnlich 

nicht  die  emfache  Form:  y  =  sinx,  cosx,  tgx  oder  cotgx  auf, 
sondern  vielmehr  die  .verwickeitere  ^Funktion  einer  Funktion **, 
wie  folgende  Beispiele  zeigen.  Stets  Probe  mittels  Zeichnung! 
Die  Bögen  über  x  sind  künftig  weggelassen. 

1.)  y  =  sin  (2x);   man  setzt  wieder  2x=  z;    dann    wird: 
y  =  sin  (z)  =  sin  f  (x)  'und : 

dy        dy      dz  ,  /o  \    o       «  /«    \ 

-^  =  ^ 3 —  =  cosz  •  z'  =  cos(2x)  •  2  =  2  •  cos  (2x). 

dx        dz      dx  ^     ^  ^      ^ 

Es  wäre  falsch^  zu  schließen,  daß  zu  x  =  sin  (2  x) 

dv 

der  D.Q -r^  =  cos  (2  x)  gehöre ! 

dx 

Ebenso: 
2.)  y  =  sin  (-yxj  =  sin  z "äi"^  Y  "  ^^^  (y^)  * 

dy 
3.)  y  =  sin  (a  •  y)  —  sin  z  ...  .  -r^  =  ti  •  cos  (a  •  x). 

VA  J^ 

A^             •    /2x\         .                   dy        2            /2x\ 
4.)  y  —  sm  I I  =  sm  z  ....  -r^  =  —  •  cos  I 1 . 

^•^  \n/  dxn  \n/ 

dy 

5.)  y  :=  sin  (x^)  =  sin  z -r^  =  2x  •  cos  (x^). 

^  -^  dx 

dy 

6.)  y  =  sin  (x^)  =  sin  z -^^  =  n  •  x^-^  •  cos  (x*^). 

dx 

7.)y==sin(-l)  =  8inz .|^  =  _  J^  .  cos  (-l-) . 

8.)  y  =  siu  (iXx  )  =  sin  z    ....  -r^  — ö —  / *  ^^^  (1^^). 

QX  ^  •  |/   X 

dy 
9.)  y  =  sin  (x  -|-  y)  =  sin  z   ...  -p-  =  cos  (x  +  ?)• 
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dv 

10.)  y  =  sin  (2x  +  <p)  =  sin z  .  .  .  -p-  =  2  •  cos  (2x  +  f). 

dy 
11.)  y  =  sin^x  =  (sinx)^  =  z^  .  .  .  — -^=  3  •  sin^x  •  cosx. 

^  -^  ^        ^  dx 

12.)  y  =  a  •  sin^x  =  a  •  (sin  x)'^  =  a  •  z^  .  .  . 

dy  „1 

— -^  =  a  •  n  •  sin^  "  ^  x    cos  x. 
dx 

\  /  1        \  2 

2 


13.)  y  =  3.sin2  (-^x)  =  3  •  (sin -|-xy=  3 


z 


4^  =  6zz' 
dx 


=  6.(sin-|-x).i-.cos(4-x)  = 
3      „     .      1  1  3        .    - 

=  -^   •  J  •  8in  —r-  X  ■  COS  —r-  X  =   -^  •  8111  X. 

14.)  y  =-^—  =  3  •  (sin  x)-i  =  3  •  z-^ 
^  ^        smx  ^        ^ 

dy  3  3  3cotgx 

—  cos  X  = ^-;. •  COS  X  =  — 


dx  z*  sin^x  sinx 

■i  ij  V       a  a  a 

*^   ^  "^   sin^  (bx  +  c)  "^  [sin  (bx  +  c)>  ^^^  "^  *  '  ^ 

dy 

— r—  =  —  n-az~*^~^-b-  cos  (bx  +  c)  = 
dx 

__        a  •  b  •  n  •  cos  (b  x  +  c)  __        a  •  b  •  n  •  cotg  (b  x  +  c) 
""  [sin(bx  +  c)]^'+i       ""  [sin(bx  +  c')]^  ' 

Man  behandle   dieselben  Beispiele  für  cos,   tg  und  cotg.  — 
Man  erhält  folgende  Ergebnisse: 

Für  cos: 

1.)  4^  =  -2sin(2x); 
dx 


2.)  ..  =_— .8i„(-Lx); 

3.)  „  —  —  a  •  sin  (ax); 

4.)  ,  =-A.«i„(^); 

5.)  ,  =-2x-8in(x«); 
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6.)  -T^  =  —  n  •  x^-i  •  sin  (x^); 
dx 

7.)      .     =+^-«-(v)' 

2  •  [/  X 


9.) 

11 

—       sin(x  +  (p); 

10.) 

11 

=  -2-8in(2x  +  f); 

11.) 

11 

—  —  3  •  sinx  •  co8*x; 

12.) 

« 

—  a  •  n  •  sin  X  •  cos"  ~  *  x ; 

13.) 

H 

-      3-«^°(2^)'^K2^) 

3 
2 

•  sin  (x) ; 

14.) 

li 

_  StKx  . 
cosx     ' 

15.) 

1» 

a  •  b  •  n  •  tj?  (b  X  +  c) 
cos^(bx  -f-  c) 

Für 

t«: 

) 

1 

1.) 

dx 

2 

~   cos»(2x)    ' 

2.) 


1 


2  •  cos* 


(i')' 


3.) 


4.) 


a 


» 


cos^  (ax)  ' 
2 


(^)' 


5.) 


6.) 


7.) 


n  •  cos^ 

2x  2x 


'    ""  cos«(x«)         [cos(x«)]«  ' 
n  •  x^-i 


[cos(x°)]^    ' 

1 


»"■  /l\~~  r  /1\t2' 


x^  •  cos^ 


(I)    [.».(i)] 


H&fner,  Differential-  and  Integralrechnung.    2.  Aufl.  24 
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8)il-= =_-! 

dx       2l/x    (cos^/x)*' 
9.)      .    = 


10.) 


11.) 


12.) 


cos*  (x  +  «p)  ' 
_  2 

—    C08«(2x  +  f)  ' 

^  3tg«x. 
cos*x    ' 
an-  tg"~'x 

cos*! 


13.) 


3tg(i-x)    ^3.8in(i-x) 


14.) 


15.) 


n 


C08*x  •  tg*x  8in*x  * 

a  •  b  •  n  

cos«(bx  +  c)    tg^  +  ^bx  +  c)   "" 

a  •  b  •  n  •  cotg" "~  Hb  x  +  c) 


sin*(bx  +  c) 
Für  cotg: 

1.)  'y~      2    . 


2.) 


dx  8in«(2x)  ' 

1 


2  ■  sin 


-'ihr 


3.) 


4.) 


a 


5.) 


6.) 


sin*(a  •  x)  ' 
2 

n.sin*(^) 
2x 


[8in(x«)]«  ' 

n  •  x°-^ 
[8in(x„)]«"' 
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7)i2.= +i 

"*   dx 


X« 


•sin*  (4-) 


8.) 


9.) 


10.) 


11.) 


12.) 


1 


2-  l/"x(8inj/i)«  ' 
1 

sin^(x  +  y)' 

^ 2__ 

—       sin«(2x  +  y)' 

_  _^  3  •  cotg^x 
sin^x       ' 

_         an-  (cotg  x)"  ""  ^ 

sin*x  * 


13.) 


3  •  cotg  ("2"  V  ^  '  ^^^  ("2"^) 

in«  (-Ix)  8in3  (i-x)  ' 


14.) 


sin 
3 


cos*x  ' 


15.)      ,    =  ^'^-^ 


[cotg(bx  +  c)]^  +  i .  sin»  (bx  +  c) 

a  •  b  '  n  -  [8in(bx  +  c)]^-^   _  a  •  b  »  n  •  [tg(bx  +  c)]""^ 
[co8(bx  +  c)>  +  i  ""  cos*(bx  +  c) 

Weitere  Beispiele: 

160  y  =    .    ..    .    .  .  .   Nach  der  Quotientenregel : 

dy  a  -  co8(äx)  •  sin(bx)  —  b  -  cos(bx)  -  sin(ax) 

dx  ""  sin*(bx)  ' 

'^^^  C08(bx) 

dy  __    a  •  cos(ax)  -  cos(bx)  +  b  •  sin(bx)  -  sin(ax) 
dx  cos*(bx) 

18.)  y  =  sinx  •  sin(2x).     Nach  der  Produktenregel: 

dy 

—^  =  cos  X  •  sin  (2  x)  -f"  2  •  cos  (2  x)  •  sin  x ; 
dx 
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19.)  y  =  a  •  sin  X  •  e'^ 

-—^  =  a  •  [cos  X  •  e''  +  6^  •  sin  x]  =  a  •  e*  •  [sin  x  -f  cos  x] ; 
dx 

20.)  y  =  In  (sin  x)  =  In  (z) 

dy         cosx  , 

-^  =  —. =  COtgx; 

d  X         sin  X 

21.)  y  =  In  (cos  x)  =  la  (z) 

d  y        —  sin  X  . 

-r-= =  — tgx; 

dx  cosx 

22.)  y  =  cos^Sx)  =  [cos(3x)]»  =  z» 

4^  =  —  6  .  sin  (3x)  .  cos  (3x)  =  —  3  •  sin  (6x) ; 
dx 

23.)  y  =  e8inx  =  e^ 


dx 


=  cos  X  •  e 


smx. 


dv 

24.)  y  =  e^o« '^  .  .  .  -r^  =  —  sin x  •  e^^sx. 
•^  dx 

26.)  y  =  In(tgx)  =.  ln(z)  .  .  .  4^=     .    ^^   ,   ; 
•^  ^  ®  ^  ^  dx         sin(2x) 

dy  1  14 

27.)  y  =  tgx  — cotgx... -r^  =  — --^-  +  --T-j~  = 


dx         cos^x         sin*x        sinH2x) 

dy 
28.)  y  =  n  •  sin(ax  +  9)  .  .  .  -p-  =  a  •  n  •  cos(ax  +  ^); 


29 


.)  y  =  sin(i-x  +  T)  ...  ^  =  -^.cos(^x  +  t); 


30.)  y  =sin^x  =  (sinx)^  .  .  .  —r-  =  2-sinx-cosx=  sin(2x); 
•^  ^        ^  dx 

oder  y  =  sin  X  •  sin  x  nach  Produktenregel. 

Vgl.  hiermit  y  =  sin(x2); 

Ol  \              a  /  •      N    1  dy  cosx 

31.)  y  =  — =  a  •  (sin  x)-  ^  .  .  .  -7^  =  —  a 


smx  dx  sin^x 

32.)  y  =  cos  (-  x)  .  .  .  4^  =  -  sin  (-  x)  •(-!)  =  -  sinx; 


33 


§  66.    Aufgaben  Über  tfazima,  Minima  und  Wendepunkte;  '     87S 


3.)  y  =  cos  (-J-)  .  .  .i^  = -:|-sin(-|-); 

dy 
34.)  y  =  sin  X  •  cos  x  .  .  .  -r^  =  cos*  x  —  sin*  x  =  cos  (2x) ; 

dx 

oder  y  = ^ ; 

dy 
35.)  y  =  a  •  e'^  •  sin  X  .  .  .  -r^—  =  a  •  e*  •  [sin  x  +  cos  x] ; 

dy 
36.)  y  =r  a  •  e"  *  •  sin  X  .  .  .  -r-^  =  a  •  e""*  •  [cos  x  —  sin  x] ; 


37 


38 


cos«  {^j 

s  X    /  a\         dy        a»  1 


§  66.  Aufgaben  Aber  Maxima,Minifna  und  Wendepunkte. 

1.)  y  z=— -  (fcX  -j-  e"'^)  .  .  .  Kettenlinie; 

y'=-^(e^-e-^);  y^^  =  ^  (e^  +  e-^)  =  y! 

y^  =  0  ergibt  e'^  =  e~*  oder  e**  =  1,  woraus  x  =  0; 

dafür  wird  y^^  positiv ;    also  hat  die  Kettenlinie  bei  x  =  0  ein 
Minimum. 

y^^  kann  für  keinen  Wert  von  x  zu  0  werden ;  daraus  folgt, 
daß  die  Kettenlinie  keinen  Wendepunkt  haben  kann. 

2.)  y  =  sin  X ;  y'  =  cos  x;  y'^  =  —  sin  x ; 

y^  =  cos  X  =  0  ist  erfüllt  für : 

n      3ic      Stu      (2n  +  l)-7c  (2n+l)'7u 

X  =  — • 


2  '     2   '     2   '             2  '                   2             ' 

an  all  diesen  Stellen  muß  also  die  Sinuslinie  ein  Maximum  oder 
Minimum  haben. 

y^^  =  —  sin  X     wird    positiv  für  x  =  -5-  tc  ,    -^r-  t:  -}-  2  tu, 
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3  3  3  • 

IC  +  4 IT,  ---  «  —  2«,  -^  «  —  4«  usw. ;   dafür   also 


2  '2  '   2 

der  Sinuslinie. 

y^''  =  — sinx  wird  negativ  fQrx  =  -5-,  -^  +  2«,  -75-  +  47r, 

-g 2 «,  -^ 4  7c  usw. ;   dafUr   also  Haximam  der  Sinuslinie. 

y^^  =  —  sin  X    wird    Null   für   x  =  0,  « ,   2  ä,  —  « ,  —  2  ;r, 
Ji  n  •  7c ;  dafür  also  Wendepunkte  in  der  Sinuslinie. 

Man  prüfe  die  Richtigkeit  mittels  Zeichnung. 

Unter  welchem  Winkel  schneidet  die  Sinuslinie  die  x- Achse? 

Es  sind  Schnittpunkte  bei  x  =  0,  «,  2  x,  in«; 

-—-  =  y^  =  tg  a  =  cos  x; 
dx 

für  x  =  0  wird  y^  =  tg  a  =  cos  0  =  +  1 ;  a  =  45® ; 

x  =  «      y,      y  =  ig  OL  =  cos  7C  =  —  1 ;  a  =  135®  usw. 

3.)  y  =  2  •  sin  x;  y^  =  2  •  cos  x ;  y'^  =  —  2  •  sin  x ; 
hat  an   denselben   Stellen  Maxlma,    Minima   und  Wendepunkte, 
wie  y  =  sin  x.  —  Desgleichen  y  =  a  •  sin  x. 

4.)  y  =  sin  (2  x) ;  y^  =  2  •  cos'(2  x) ;  y^^  =  -  4  •  sin  (2  x). 

M     •       ^.,    ^       ^      5         9  3  7 

Maxima  lür  x  =  — — ,  -j— tc,  —t"^» r*^» 7-^^  usw. 

4      4  4  4  4 

Minima  fQr  ^=  ^-n'n,  J^.,  - -^,  -  ±.  „sw. 

4  4  4  4  4 

—  TT  3  7C  3 

Wendepunkte  für  x  =  0,  -^,  tc,  -—  tc,  27c, —-,  —  tc, —  tc  usw. 

Neigung  der  Wendetangenten?  (63»  25,6'  bzw.  116«  34,40    ^ 
5.)  y  =  sin(y  x);  y'  =  — ■  cos  (y  x);  y"  =  --^-  ^^^(j^} 

Maxima  für  x  =  k,  5jt,  9«,  —  3«,  —  7ä  usw.  ! 

Minima  für  x  =  3ic,  Iz,  lljt,  —  ;r,  —  5jt  usw. 

Wendepunkte  für  x  =  0,  2ic,  4w,  6ä,  —  2«,  —  4ä,  —  du  usw. 
Neigung  der  Wendetangenten?    (26»  33,9'  bzw.  ISS«  26,10    j 
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6.)  y  =  sin  (x  -+-  9);   y^  =  cos  (x  +  y);   f'  =  —  sin  (x  +  y). 
Maxima  für  x  =  -5 y;  (-5 yj  i  2n-7u; 

Minima  für  x  =  —  «  —  y ;  ( —  tc  —  9li2nÄ; 

Wendepunkte  für  x  =  («  —  y);    (2«  —  y);    (n  •  «  —  9) ;    (—9); 

—  (9  +  n  •  «). 

Analog  für  y  =  sin  (x  —  9) ;  y  =  cos  x ;  y  =  cos  (2  x) ; 

y  =  COS  ( yxj;  y  =  cos  (x  i  y). 

7.)  y  =  sin  X  -f  cos  x;  y'=  cosx  —  sinx;  y^^=  —  sinx  —  cosx 

Maxima  bzw.  Minima  für  cos  x  =  sin  x,  was  zutrifft  für 

-        «      5         9  13  3  7  11 

X  =  -^,  — 7C,  —TU,  -^ic,  -  — 7C,  -  —IC,  -  -J-7C  usw. 

Wendepunkte  für  cos  x  =  —  sin  x,  was  zutrifft  für 
--        3         7         11  1  5  9 

X  =  — TT,   — 7C,   —IC,    --47^,    "T""'    ~T^    ^^^' 

8.)  y  ==  sin  X  •  cos  x ;  y^  =  cos*  x  —  sin*  x  =  1  —  2  •  sin*  x; 
y^^  =  —  4  •  sin  X  •  cos  x  =  —  2  •  sin  (2  x ) ;  man  zeichne  die  Kurven 
für  y,  y^  und  f. 

Maxima  bzw.  Minima  für  sin  x  =  i  -o"l^2  =  i  0,707  . . .  was 

zutrifft  für  x  =  -— ,  —. — ,  --r-, 1 — , r"  •  •  •  (Maxima)  und 

4        4         4  4  4 

-         ^  37C         77C         11«  7C  Sic  ,.-.    .        . 

für  X  =  -^,  -j-,  — ^,  -  — , ~  .  .  .  (Minima). 

Wendepunkte  für  sin  (2  x)  =  0,  was  zutrifft  für 

^_r.     Ä       2ä       3«       n-Ä  IC  n^c 

^~   '  T'  "2~'  "2"'  "T~'  ""  T'         2"  **^^* 

9.)  Ein  rechtwinkliges  Dreieck  hat  die  Hypotenuse  a;  unter 
welchen  Winkeln  muß  sie  die  Eatheden  schneiden,  damit  die 
Fläche  F  des  Dreiecks  ein  Maximum  wird? 
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Die  Katheten   seien   x  und  y;    der  Schnittwinkel  mit  x  sei 
=  ^;  dann  ist  x  =  a  •  cos  9;  y  =  a  •  sin  y;  und  die  Fläche: 

1  1      «     . 


F  = 
dF 


2 

1 


X   y  = 


a"  •  sm  9  •  cos  9; 


=  -^  a*  •  [cos*  9  —  sin*  9], 


Abb.  176. 


rsuia 


d7  2 

dies  =  0  gesetzt,  ergibt  cos  9  =  sin  9,  woraus  9  =  46®. 

10.)  Beim  Bau  von  Wechselstromelektromagneten  (insbe- 
sondere bei  Transformatoren)  ist  es  zweckmäßig,  dem  im  Innern 
der  Wicklung  liegenden  Eisenkern  einen  kreuzförmigen  Quer- 
schnitt zu  geben  aus  folgendem  Grunde: 

Von  allen  Flächen  mit  gleichem  Inhalt  hat  die  Kreisfläche 
den  kleinsten  Umfang.  Da  man  nun  bei  Wechselstromelektro- 
magneten keinen  rnftssheii 
Eisenkern  yerwenden  darf  wegen 
der  entstehenden  Wirbelströme, 
sondern  vielmehr  gezwungen 
ist,  den  Kern  aus  lamellierten 
dünnen  Eisenblechen  zusammen- 
zusetzen —  die  Blechbreiten 
aber  aus  praktischen  Grründen 
nicht  zu  oft  abstufen  will  — , 
so  sucht  man  durch  einen 
aus  verschiedenen  Paketen  zu- 
sammengesetzten kreuzförmigen 
Querschnitt  den  kreisförmigen 
Hohlraum  der  Spulen  möglichst  gut  auszunutzen. 

Welche  Abmessungen  muß  nun  ein  einfaches,  symmetrisches 
Kreuz  haben,  damit  es  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  möglichst 
gut  ausfüllt? 

Aus  Abb.  176  ergibt  sich: 

I.)  X  =  r  •  cos  a ; 
IL)  y  =  r  •  sin  a ; 
III.)  z  =  r  .  (cos  a  —  sin  a) ; 
Fläche  F  =  4x-  —  4z^  =  4r^-  cos^a  —  4r^(cosa  —  sina)^- 

=  8r^  •  cos  a  •  sin  a  —  4r*  •  sin^  a  = 
=  4r*  •  (sin  2a  —  sin*  a);  ? 


Beste  Ausfüllung  eines  Kreisquerschnitts 
durch  ein  symmetrisches  Kreuz. 
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dF 

=  4  r  ^  •  (2  •  cos  2  a  —  2  •  sin  a  •  cos  a)  .  .  .  =  Qi  ergibt : 


da 

2  •  C08  2  a  =  2  •  sin  a  •  cos  a  =  sin  2  a,  woraus : 

^'"  ^.^ ""i   =  tg  (2a)  =  2,  also  2a  =  63«  26^   und  a  =  31«  43^ 

cos  (2  a)         °        -^ 

eingesetzt  in  I.,  IL  und  III.  .  .  . 

x=:rcos  31«  43^  =  0,851  r, 

y  =  r  •  sin  81«  43^  =  0,526  r ;  z  =  0,325  r;  F  =  2,472  rK 

Da  die  Kreisfläche  =  r* tu,  so  ist  der  Füllungsgrad: 

2,472  r^         2,472 
f  = -^!ll^  =  .^iH^  =  0,7865 
IC  •  r*  TZ 

d.  h.  es  werden  78,65  ^/o  der  Kreisfläche  ausgenutzt,  und  jede 
andere  Kreuzform,  als  die  angegebene,  hat  einen  schlechteren 
Füllungsgrad. 

11.)  Um  mit  Hilfe  der  Tangenten-Bussole  die  in  einem  Leiter 
fließende  l^tromstärke  zu  messen,  bedient  man  sich  der  Formel: 

J=:C-tga, 

wo  a  =  Ablftnkungs<^  der  Nadel  und  c  =  Instrumentenkonstante. 
Der  beiin  Ablesen  des  <J  a  gemachte  Fehler  sei  =  d  a.    Für 
welchen  <J  ot  ist  der  Einfluß  von  da  auf  J  am  kleinsten? 

Da  J  =  c  •  tg  a,  so  ist  -z —  =  c ^ —  oder  d  J  =  c  • 


da  cos^a  cos^a  ' 

dJ  ist  dann   der   durch  den  Fehler  da  hervorgerufene  Strom- 
fehler. —  Da  aber: 

da 
dJ  _        cos^a    _  da  da  2:  da 


cos^  a  •  c  •  tg  a        sin a  •  cos  a        sin  (2a)  ' 

J    T 

SO  wird  der  relative  Fehler  —z=—  am  kleinsten,  wenn  der  Nenner 

sin  (2a)   ein   Maximum  wird;    das   triflPb  zu  für  a  =  45«,   denn 
dann  ist  sin  (2  a)  =  sin  (90«)  =  1. 

Man  macht  also  die  kleinsten  Fehler,  wenn  a  =  45 «  ist. 


i.; 


VlIL  Kapitel. 
Integration  der  trigonometrisclien  Funktionen. 

§  67.  Ableitung  der  Hauptformeln. 

Wir  gehen  auch  hier  wieder  von  der  allgeineinen  Defini- 
tion aus: 

„Einen  Ausdruck  f  (x)  integrieren,  heifit  diejenige  Funktion 
F(x)  suchen,  welche  differenziert  wieder  den  gegebenen  Aus- 
druck f(x)  liefert.*     Demnach: 

1.)  y  =  Tcos  X  dx  =  sin  X  +  c; 

denn  diff'erenziert  ergibt  sich  wieder: 

dy 

-r^—  =  COS  X. 

dx 

Was  bedeutet  die  Eonstante  c? 

Wie  groß  ist  c  für  die  y-Hauptkui've? 

Antwort:  Die  Hauptkur re  geht  durch  den  Nullpunkt;  damit 
y  =  sin  X  -f-  c  durch  den  Nullpunkt  geht,  muß  C  =  0  sein ;  das  gibt 
die  normale  Sinuslinie.    Die  Hauptkurve  hat  also  die  Gleichung: 

y  =  sin  X ;  da  aber  die  Ordinaten  der  Hauptkurve  den 
Flächeninhalt  der  Differentialkurve  (hier  cos  x)  vom  Nullpunkt 
an  gerechnet  nach  Größe  und  Vorzeichen  angeben,  so  können 
wir  das  Ergebnis  auch  folgendermaßen  deuten: 

Die  Ordinaten  der  Sinnslinie  geben  den  Flächeninhalt 
der  Cosinnslinje  nach  Oröfie  nnd  Torzeichen  an. 

Prüfe  die  Richtigkeit! 

Beispiel:  a.)  Fläche  zwischen  der  Cosinuslinie  und  der  x-Achse 

TT 

von  x  =  0  bis  X  =  -r-  ? 
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IC 

Lösung:  Wir  messen  die  Ordinate  für  sin  x  bei  x  =  -^;  wir 

IC 

finden  y  =  sin  -^  =  -\-  1. 

Also  ist  die  gesucbte  Fläche  =  -{-!. 

b.)  Fläche  zwischen  der  Gosinuslinie  und  der  x-Achse  von 
X  =  0  bis  X  =  IC  ? 

Lösung:  Wir  messen  die  Ordinate  der  Sinuslinie  bei  x  =  ic 
und  finden  y  =  0. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  also  vom  Nullpunkt  aus  gerechnet  ^  0. 
Warum?   Weil  ebensoviel  + -Fläche  als  — Fläche  vorhanden  ist. 

Wir  hätten  auch  so  verfahren  können: 


n  n 


F=  y  =  /  cos  X  d  X  =  1  sin  x  -|-  c  I  =  sin  tc  —  sin  0  =  0. 

0  0 

Hier  fällt  die  Eonstante  von  selbst  weg. 
2.)  y  =  r  —  cos  X  •  dx  =  —  jcos  x  •  d  x  =  —  sin  x  +  c. 
Wie  groß  ist  c  für  die  Hauptkurve?   [c  =  0.] 
3.)  y  =  A—  sin  x)  dx  =  —  jsin  x  dx  =  cos  x  +  c 

?  c  für  die  Hauptkurve? 

Für  X  =  0  ist  auch  die  Fläche  F  =  y  =  COS  x  +  c  =  0, 
woraus  cos  0  +  c  =  0  oder  c  =  —  1 ;  also  6l6ichnng  der  Haupt- 
kurve : 

y  =  COS  X  —  1 ;    Darstellung  und  Deutung ! 

4.)  y  =y sin  x  •  dx  =  —  cos  x  +  c;  Verlauf? 

(Spiegelbild  der  Cosinuslinie  bezüglich  der  x- Achse!) 
c  für  Hauptkurve  =  +  1,   also  Gleichung  der  Hauptkurve: 

y  =  —  COS  X  -|-  1 ;     Darstellung  und  Deutung ! 
Fläche  der  normalen  Sinuslinie  von  x  =  0  bis  x  =  tc? 
Lösung:    Setze  in  y  =  —  cos  x  +  1  f^r  x  den  Wert  ic  ein; 
es  ergibt  sich: 

y  =  F  =  —  cos  «  -f-  1  =  -|-  2     oder : 


n 


/  sin  X  d  X  =  I  —  cos  X  -f  c  J  =  —  cos  IC  —  (—  cos  0)  =  +  2. 
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Höhe  des  flächengleichen  Rechtecks  mit  Grundlinie  tt? 

h  =  —  =  0,6366  Einheiten. 

5.)  y  =  J  a  •  sin  X  •  dx  =  a  J  sin  x  •  d  x  =  —  a  •  cos  x  -f  c. 

Für  Hauptkurve  ergibt  sich  c  aus : 

y  =  P  =  —  a-cosO  +  c  =  Ö,     also    c  =  -{-  a. 

Gleichung  der  Hauptkurve; 

y  =  —  a-cosx-f-a  =  +  a-(—  cos  x  +  1). 

Fläche  für  a  •  sin  x  von  0  -m:  ?  [=2  a.] 

Höhe  des  flächengleichen  Rechtecks?  [=  0,6366  a.] 

Hauptkurve  ...  y  =  tg  x ;     Deutung ! 

y=  /(tg«x+l)dx==/(-5iHl^+l)dx=/-Vdx=tgx+c, 
f  f  Vcos'x         /  f   cos^x 


I         \  COS^  X  / 


Hauptkurve  .  .  .  y  =  —  tg  x;     Deutung! 
'8  )  y  =  f  ( -    ^,.^8^  "idx  =  cotg  X  +  c. 


""  /  \      sin«  X  j 


Hauptkurve  .  .  .  y  =  cotg  x  —  oo:     Deutung! 

Fläche    der    (—^, ^    Kurve    von    0    bis    1?      Setze  in 

\   sm^  X  / 


00. 


y  =  cotg  X  —  oo  für  X  =  -f-  1 ;  folgt  F  =  cotg  1  —  c»  =  — 

Fläche  derselben  Kurve  von  +  1  bis  +  -^?  [F  =  -  0,642  Ein- 
heiten.] 

9.)  y  =  /   ^.^^2  ^    d  X  =  —  cotg  X  +  c. 


f    sm^ 


X 

Hauptkurve  ...  y  =  —  cotg  x  +  oo. 
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§  68.  Weitere  Beispiele. 

/  cos  X 

LO.)  y  =  /  cotg  X  •  dx  =  f  —, dx  =  In  (sin  x)  +  c, 

■  ■    sin  X 

der  Zähler  cos  x  der  1.  D.Q.  des  Nenners  sin  x  ist. 
Hauptkurve  ...  y  =  In  sin  x  +  oo. 

—  sin  X 


)  y  =  /  tgx   dx=  l-^HLL.  clx  =  -  I  - 

f  f   cos  X  f      cos  X 

=  —  In  (cos  x)  +  c. 
Hauptkurve  .  .  .  y  =  —  (In  cos  x)  +  0. 

2  dX=r-:.-^ dx=^         '^ 


•dx  = 


sin  (3  x)  /    2  ■  sin  X  ■  cos  x  I   sin  x  ■  cos  x 

1 

d  X  /    cos    X 

•  d  X  =  In  (tg  x)  +  c. 


IT-/ 


sm  X  •  cos'  X         f       tg  X 


cos  X 
Hauptkurve  ...  y  =  In  (tg  x)  +  c». 

y  =  /  (ax  +  b  •  cos  x)  dx=/axdx-f-/bcosxdx  = 


x^ 
=  a  •  — f-  b  •  sin  X  4"  c 


X* 


Hauptkurre  ...  y  ^  a  •  -5 — h  b  •  sin  x ;     Deutung ! 


Man  zeichne   die   DiflFerentialkurve  y^  =  ax  -}-  b  •  cos  x  und 

x^ 
dazu    gehörige    Flächenkurve    y  =  a  — ^ — |-  b  •  sin  x,    indem 

für  a  und  b  beliebige  Werte  einsetze,  z.  B. 

a  =  ^,  1,  2,  —  — ,  —  4  und 
b  =  l,  2,  — 3,  — 2,  +5     usw. 

■•»=/( -'-"+)- 

=  —  a  •  cos  X  —  b  :  sin  X  +  In  X  +  c. 
Für  Hauptkurve  .  .  .  c  =  a  +  oo  =  oo« 
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=  —  In  (cos  x)  +  cotg  X  -\-  —  -  e**  +  c. 

Li 

Für  Hauptkurve  ...  = ji oo  =  —  oo. 

Methode  der  Substitation : 

16.)  y  =  rsin  (ax)  •  d x  =  J  sin  (z)  •  dx,  wobei: 

a  •  X  =  z,     also     adx  =  dz  ...  dx  = dz, 

a 


folglich : 


= I  81] 


y  =  /  sin  (ax)  dx  =  -f--  /8inzdz  = ^•cosz  +  c  = 


= co8(ax)-}-c. 

Hauptkurve  .  .  .  y  = cos  (ax)  H .     Deutung! 

a  a 

y  =  /  sin  (2  x)  d  x  = ^  •  cos  (2  x)  -f  c, 


-;;-xldx=  —  2-cos 


(t^)  +  ^' 


y  =  I  2  •  sin  i  —  x  i  dx  =  —  2  •  n  •  cos  ( —  xj  +  c. 

17.)  y  = /sin  (ax  +  b)  •  dx  =   /sin(z)'dx,  wobei: 

z  =  ax  +  b,     also     dz=adx...dx  = dz, 

a 

folglich : 

y  =  I  sin  (ax  +  b)  •  dx  = I  sin  (z)  dz  = cos  (ax  +  b)  + 

Hauptkurve  ...  y  = cos  (ax  +  b)  -] cos  b. 

a  a 

Setze  für   a  und  b   beliebige  Werte  ein  und  deute  das  I 

gebnis ! 


Weitere  Beispiele. 


18.)  Es  ist  der  Schwerpunkt  S  eines  Kreisbosens  AB 
ibb,  177)  zu  bestimmen. 

Lösung:  Sei  b  der  Bogen,  s  =  zugehörige  Sehne  und  ß  im 
i^enmafi  der  zugehörige  Mittelpunktswinkel,  dann  muß  S  zu- 
ichat  auf  der  Symmetrieachse  von  b  liegen. 


Abb.  177. 


BeBtimmnng  der  Scbwerpanktalage  eines  KreiBbogens, 

Es  handelt  sich  noch  um  die  Festlegung  der  Entfernung  y» 
8  Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt  aus. 

Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  0  die  Symmetrieachse 
s  Bc^ns  als  y-Achse  und  die  Senkrechte  dazu  als  x-Achse. 

Ein  Bogenelement  db  hat  dann  in  bezug  auf  die  x- Achse 
H  statische  Moment: 
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dM  =  db-y;  nun  ist 


d  b  =  r  •  d  a  und 
j  =  r  '  cos 


(»-!)' 


also: 


dM  =  r*cö8(a  —  -^|  •  da,  wobei  -|-  als  könst.  Bogensum 

mand  zu  werten  ist. 

Die  Summe  der  stat.  Momente  aller  Bogenelemente  ist: 

ß 


M 


dM  =    i  db  •  y  =  r 


8 


/• 


ß 


=  r 


8 


ß 


COS  -;t-  +  sin  a  •  sin 


.._   ß 


y  da  = 


0 


ß 


ß 


=  r*  •  cos 


ß. 
2 


+  r*  •  sin 


=  r^  •  cos 


ß  ß 

—  •  I  sin  a  +  c  I  +  r^  •  sin  -^  •  1  —  cos  a  +  c  h= 


=  r^  •  cos  -^  •  sin  ß  -f  r^  •  sin  —  •  [—  cos  ß  —  (—  cos  o)]  - 
=  r*  •  COS  — -  •  sin  ß  —  r^  •  sin  — -  •  cos  ß  +  r^  •  sin  -^  = 


r-  •  sin 


i.  (p  - 1) 


+  r^  •  sin  —  = 


S 


=  2  •  r^  •  sin  -^  =  2r* =  r  •  s. 

2  r 

Dies  ist  aber  gleich  dem  stat.  Moment  des  im  Schwerpunkts 
vereinigt  gedachten  ganzen  Bogens  b,  also  =  b  •  ys ;  folglich  be- 
steht die  Gleichung: 


h   ys  =  r  •  8     woraus 


ys- 

r  •  s         f  •  s         s 

b           r-ß          p 
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Bemerkung:    Eine    einfachere  Ableitung   ergibt  sich,    wenn 

M 
man  zunächst  nur   das   stat.   Moment  -^  für  die  linke  Bogen- 

hälfte    sucht  und  das   Ergebnis  mit  2   multipliziert.     Dann   er- 
hält man: 

-^  =  und  M  =  r  •  s  (wie  oben). 

Beispiele : 

ys  für  den  Viertelkreisbogen? 

[s=K2".r;    ß-=Y;   ys  =  ^0,91r]. 

ys  für  den  Halbkreisbogen? 

[s  =  2r;^=7r;    ys  =  c^  0,636 r]. 
ys  für  den  Dreiviertelkreisbogen  \ 

|^s=|/^2"r;    ß  =  |-^;   ys  =  o^0,303r]. 

Zusatz:  Setzt  man  in  der  gegebenen  Ableitung  I  a  — -- j  =  z, 

wobei  -^  =  konsi.  Bogensummand,  so  wird  da  =  dz  und  somit: 

ß  ß 

M  =  r^  •   Icosla ;r-ida=r^-    |coszdz  = 


I  cos  I  a ^1  •  da  = 

0  0 

=  r*  •  j  sin  z  +  c  I  =  r^  •  1  sin  I  a ^  j  -f-  c  1  = 


0 


=  r«.[8m(ß-i)-sin(0-|)]  =  2 


ß  2 

r^   sin  —  =  2r^ =  r  •  » 

2  r 


wie  zuerst. 
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IX.  Kapitel. 
Differenzierung  der  zyklometrischen  Funktionen. 

§  69.    Hauptfortnein. 


x^ 


1.)  y  =  arcsm  x -^  =  v^  =  tg  a  =   ,  ^ 

dx       -^        ®  (/^l  __ 

2.)  y  =  arccos  x -i-^  =  y^  =  tir  a  = ^ 

dy  1 

3.)  y  =  arctg  x -^  =  y/  =  tg  a  =  yqi^F- 

4.)  y  -  arccotg  x  -^  =  y  =  tga  =  ^  T+^ 

dv  fTx) 

5.)  y  =  aresin  f (x) ^  =  y^  =  tg  a  =  -—1ML=. 

dx       ^         »  Kl-[f(x)]^ 

-  d  V  f  f  x) 
6.)  y  =  arccos  f  (x)  .  .  .  .  ^  =  /  =  tg«  =-^^,=JJ^. 

7.)?  =  arct«f(x) 4^  =  ^^  =  ^^ '^  =  TTTOF 

-  dy  fMx)         ! 
8.)  y  =  arccotg  f  (x)  .  .  .  ^  =  y^  =  tg  a  =  -  ^-p-A_ 

§  70.  Ableitungen. 

Vorbemerkung :  Wir  erinnern  uns,  daß  die  zyklometrischen 
Funktionen  die  „i^versen"  der  trigonometrischen  sind,  d.  h.  die 
beiden  Veränderlichen  x  und  y  haben  ihre  Rollen  vertauscht;  in 
der  Gleichung  ist  also  einfach  an  Stelle  von  x  der  Wert  y  ge* 
setzt  und  alsdann  ist  die  für  y  entwickelte  Form  dargestellt. 
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Wir  greifen  zur  Ableitung  der  Differentialquotienten  der 
Einfachheit  wegen  auf  die  fQr  j  unentwickelte,  leichter  faßliche 
Form  zurück. 

1.)  y  =  aresin  x  (Abb.  75  S.  155)  ist  identiseh  mit  x  =  sin  y 

(und  inyers  zu  der  ursprünglichen  Funktion  y  =  sin  ±).  Es  ist  also 
genau  dasselbe,  ob  wir  den  Differentialquotienten  zu  y  =  aresin  x 
oder  zu  X  =  sin  y  suchen. 

J  Y" 

Wir  wählen   die  letztere  "Form;    suchen   aus  ihr  -; —   und 

dy 

dy 
durch  Stürzen  --^. 

dx 

Aus  X  =  sin  y  folgt : 

-z —  =  cos  y  .  .  .  gestürzt,  ergibt : 

dy  ^      1      ^  1  _  1 

dx  ~  cosy  ""   [/"l  -  sin*  y    ~  Kl  -  x«  ' 
weil  ja  sin  y  =  x. 

Es  gehört  also  zu: 


y  =  arcsm  x  .  .  .  -~^  =  y'  =  tg  a 


dx       ^         ^  p/l-x«' 

2.)  y  =  arccos  x  (Abb.  75)  ist  identisch  mit  x  =  cos  y. 


Wir  stellen  also  erst  -; —  her  und  durch  Stürzen 


dy  dx  ' 

Es  ist: 

<5x  .  ,      dy  1  1 
—  sin  y,  also  -j^-  =  —             —  — 


dy  •^'  dx  siny  (/i_cos«y 

1 

,  weil  cos  y  =  X. 


Es  gehört  also  zu: 
^  dv 

y  =  arccos  X   .  .  .   -^^-  =  y'  =  tg  a  =  — 


dx     '      "^  l/T^:r^' 

3.)  y  =  arctgx  (Abb.  76)  ist  identisch  mit  x  =  tgy;  also: 

dx  1  dy  ,  1  1 

T~  — 8 — '  woraus  -r^  =  cos*  y  =  ^    .   .    ^ —  =  -r— ; — ^, 

dy         cos'y  dx  "^         l  +  tg*y         1  +  x* 

weil  tg  y  =  X. 


388      I^-  Kapitel:  Differenzierung  der  zyklometrischen  Funktionen. 

Es  gehört  also  zu: 

y  =  arctgx...^  =  /  =  tg«  =  -^P^. 

4.)  y  =  arccotg  x  (Abb.  76)  ist  identisch  mit  x  =  cotg  y; 

dx  1  dy  .   ,  1 

—  woraus  -p-  =  —  sin*  y  =  ~- 


dy  sin^y  dx  1  -j-  cotg^y 

= -— — -,   weil  cotg  y  =  X. 

—  1  4"  X- 

Es  gehört  also  zu: 

dy       ,  1 

y  =  arccotg  x  .  .  .  -=--  =  y^  =  tg  a  = 


dx       ^         °  l  +  x« 

Ebenso  gut  hätte  man  die  graphische  Methode  anwenden 
können. 

Man  benütze  die  bei  den  trigonometrischen  Funktionen  ge- 
gebenen Figuren,  vertausche  in  der  Bezeichnung  x  mit  y  und 
leite  die  D.Q.  ab. 

Diese  Behandlung  ist  sehr  empfehlenswert,  damit  man  mit 
dem  Begriff  „arcus"  voll  und  ganz  vertraut  werde. 

§  71.   Beispiele. 

Wie  bei  allen  anderen  Funktionen,  so  kommt  auch  bei  den 
zyklometrischen  meistens  die  Funktion  einer  Funktion  vor,  so 
daß  man  von  der  Formel  Anwendung  machen  muß: 

dy  _  dy      dz 
dx  dz      dx  * 

Es  gelten  dann  die  eingangs  dieses  Kapitels  gegebenen  Be- 
ziehungen. 

1.)  y  =  aresin  (5  •  x)  =  aresin  (z),   wo  z  =  5  •  x; 

dy_dydz_  1  5 


dx        dz     dx         y^l  —  z^  Kl-(6x)«' 

Oder: 

.       ■             .                  1     .  (Jx  1 

5  X  =  sm  y ;  x  =  ^;-  sm  y ;  -; —  =  —-  cos  y ; 

•^              5         "^  dy  5         -^ 

dy  _      5      _             5  _  5 

dx  "~  cosy  ~  |/"l  —  sin^y   "  Kl  —  (5x)'^  * 


« 
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2.)  y  =  arcsin  (a  •  x)   •  •  •  "^  =  p=^- 

Oder :  a  •  X  =  sin  y ;    x  = sin  y  usw. 

a 

3.)  y  =  aresin  (In  x)  .  .  . 

dy  _  X  _  1 

dx         1/^1— (lnx)2         x-l/l  -  (Inx)^* 
[Oder:  lnx  =  siny;  x  =  e®^^y;  usw.] 


4.)  y  =  X  •  aresin  i  - —  j 

(Produktenregrel)     \  X  / 

—  =  aresin  ( —  l  ^ 


(Produktenregel) 

a 

2 


-1/    1--T 


.     /a\  a 

=  aresm  I  — )  — 


X 

^  = arcsin  x 

V      aresin  x  dy  \/  l  —  x^ 

•/  y  ~j  ö 

X  dx  X- 

(Quotientenregel) 

\  •       1/" —  ^y  * 

.)  y  aresin  =  y  b,   x — —  =  .  y- —   ,  /- 

^  dx         2Kax    Kl-ax 

a 

"    2  •  Kax  -  a^x^  ' 
d  y  a*  .  In  a 


.)  y  =  aresin  (a^) 


dx       ^/T 


a 


2x 


X  •    /  •      N  d  y  eos  x  ^ 

.)  y  =  aresin  (sin  x) -r^  =  .  ^  =  1. 

X                       /a  —  x\             dy  a 

.)  y  ==  arecos  1 I  .  .  .  .  -r^  = ,  ^        ■ 

V      X      /  dx  x-Ka-(2x-a) 

.)  y  =  aretg  (ax  +  b) -r^  =  i    i   /-  ^    i   M2  • 

dx  1  +  (ax  +  b)^ 

.)  y  =  areeotg  Ka  +  2x  .  .  .  -r^  =  .  ^  . 

dx  Ka  +  2x-(l+a  +  2x) 


0  y  =  arcsin  (|/^1  —  x^)    .  .  — i  =  — 


dy  _  1 


dx         ixrr 


x« 


X.  Kapitel. 
Integration  der  zyklometcisclien  Fnnktionen. 

§  72.  Ableitung  der  Hauptformeln. 

.Gegeben  ist  wieder  der  1.  D.Q.  und  gesucht  die  daza  ge- 
hörige Orundfunktion. 
Demnach: 

1.)  y  =  I  ,  y    ^         '  d  X  =  aresin  x  +  c  =  —  arccos  x +Ci. 


•^ '  =/l7T=^ 


Denn  differenziert,  ergibt  dies  wieder: 


dy  _  1 


=  y'. 


Betrachten  wir  nun  diese  y^- Kurve  und  die  zugehörige  Grund- 
kurve (s.  Abb.  75),  so  sehen  wir,  daß  x  höchstens  von  —  1  bb 
+  1  wachsen  kann.  —  Andere  Werte  für  x  zu  wählen,  hat  also 
keinen  Sinn. 

Wie  groß  ist  die  Integrationskonstante  c  für  die  y-Haupt- 
kurve  ? 

Antwort :  Die  Hauptkurve  muß  durch  den  Nullpunkt  gehen; 
damit  nun  y  =  aresin  x  +  C  diese  Bedingung  erfüllt,  muß  c  -  ^ 
gesetzt  werden. 

Also  Gleichung  der  Hauptkurve: 

y  =  aresin  x  =  Flächenkurve. 

a)   Wie   groß   ist   die   Fläche   der  y^-Kurve   von   x  =  0 
x  =  +  l? 

Setze  in  y  =  aresin  x  für  x  =  1 ;   dann  F  =  y  ==  aresin  1  == 


=  -^.     (Denn  der  Bogen,  dessen  sinus  =  1  ist,  ist  — .  i 


t. 
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Oder  so: 


F  =  y  =  i    t^^  _    g   •  dx  =  1  arcsinx  +  cj  = 

•/  0 

0 

•        1  •       A  ^  A  '^ 

=  arcsin  1  —  arcsm  0  =  ^r 0  = 


2  2  • 


b)  Fläche  von  x  ==  0  bis  x  =  -jr-? 


8 

1  7C 

arcsin  -rr  ^  ~^ 


F  =  I  arcsin  x  +  c  I  = 

0 


c)  Fläche  von  x  =  -jr-  bis  x  =  1  ? 
1 
i<  =  I  arcsm  x  +  c  I  =  arcsin  1  —  arcsin  —r-  =  -=: 


I  arcsin  x  +  c  1  = 


6  ~   3- 

i_ 


-fyü 


2.)  j=  I      yr. —  •  dx  =  arccosx -|- c  =  —  arcsinx  +  Ci; 

"■  —  X* 


X  liegt  zwischen  —  1  und  +  1.     (Abb.  75.) 
Hauptkurve :    y  =  arccos  x ^. 

Deutung !     Flächenberechnung ! 


■i^ 


^•)  y  ~  f    1  _j_.y2  •  ^^  ~  arctgx  +  c  =  —  arccotgx  +  Cj. 


Hier  kann  x  jeden  beliebigen  Wert  zwischen  —  c»  und  +  oo 
haben.  —  S.  Abb.  76. 

Hauptkurve:  y  =  arctgx. 

Fläche  der  y'  =  -;; — ■. — s-- Kurve  von  x  =  0  bis  x  =  1  ? 

1  -f-  x^ 

Setze  in  y  =  arctgx  für  x  =  1 ;  das  gibt: 
F  =  y  =  arctg  1  =  -j-  (denn  der  Bogen,  dessen  tg  =  1,  ist  —ry 
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•  Oder  so: 


F=y  = 


C    1 

=  1         ■ — Y  ^^  —  I  arctgx  -f-  c  I  =  arctg  1  —  arctg  0  = 

•/  0 


7C 


Fläche  von  x  =  0  bis  x  =  oo  ? 

00 


F  =  I  arctgx  -f  c  1  =  arctg  oo  —  arctg  0  =  — . 


0 


=jl  +  x^ 


^•)   y  ~  \   1  _L  ^2"  d X  =  arccotgx  -f  c  =  —  arctgx  +  Ci. 
Hanptkarye  .  .  .  y  =  arccotgx —-,  Deutung!  (Abb.  76.) 

5.)   y  =  I    .  ,  —  •  d  X  =  aresin  f  (x)  +  c  = 

J    Kl-[f(x)]* 

=  —  arccos  f  (x)  +  Cj. 

C      f^  (x) 
^•-^    ^  ""  /  1  +  [f (x)r  '  ^^  ^  arctgf  (x)  +  c  = 

=  —  arccotg  f  (x)  -|-  c^ 


§  73.    Weitere  Beispiele, 

bei  denen  zunächst  eine  kleine  Umformung  nötig. 


'•' '  =/-Ft^  ''  = '  /tt= 


dx 


—  x^ 

=  5  •  aresin  x  -f-  c  =  —  5  •  arccos  x  +  c^. 


8-)   y  =  /    1  +  9^.  •dx  =  2./   1^(3^),  •dx  = 


=  2  •  arctg  (3  x)  +  c  =  —  2  •  arccotg  (3  x)  -J-  c 
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J  x2— 10: 


9.)    y-l  ^2_i0x  +  26'^^"/  (x2-10x  +  25)  +  r*^^ 


dx  =  arctg  (x  —  5)  -f  c 


7  i+(x 


-5)* 
=  —  arccotg  (x  —  5)  -(-  Cj. 

10.)    y  =  /..      ^    — •dx=/ ^"  -dx^ 


1 


K-(f) 


a  •  I   7 =  •  d  X  =  a  •  aresin  ( —  I  +  c  = 


=  —  a  •  arccos 


(t)  +  - 


11.)   y=/irf7?dx  =  3^-^dx  = 

1 


'M 


-3-1 ^-^  •  dx  =  ^  / ^-rr  •  dx  = 


tg(-f  )+  c  =  -^  •  arccotg  (^)  +  c,. 


3  .    /  x\   ,  3 

= arc 

a 


i 


XL  Kapitel. 

Teilweise  (partielle)  Integration  nnd  Integration 
rationaler,  algebraischer  Brüche. 

§  74.    Erläuterung  der  Methode. 

Eine  außerordentlich  häufige  Anwendung  findet  die  sog. 
„teilweise^^  Integration  oder  die  Integration  nach  Teilen.  —  Sie 
führt  selbst  bei  schwierigeren  Aufgaben  sehr  oft  zum  Ziel  und 
soll  deshalb  den  Abschluß  der  Integralrechnung,  wie  sie  für  den 
Rahmen  des  vorliegenden  Buches  gedacht  ist,  bilden. 

Um  das  Wesen  der  Methode  zu  verstehen,  müssen  wir  auf 
den  D.Q.  eines  Produkts  zweier  Funktionen  derselben  Veränder- 
lichen zurückgreifen  (S.  201). 

Wir  fanden  für  y  =  u  •  v,  wo  u  =  f  (x)  und  v  =  ^(x)  war, 
den  ].  D.Q.  zu: 

Daraus  folgt  durch  Multiplikation  mit  dx: 
dy  =  u^vdx-j-v^udx   und  durch  beiderseitige  Integration: 

/dy  =  /u^v    dx  -{- 1  Y^'udx  oder,   da  /  d  y  =  y  .  .  • 

y  =  /u^.vdx  +  /v^u-dx  und,   da  y  =  u  •  v  .  .  . 

uv  =  /u^vdx-f-/v^udx, 
oder  durch  Isolierung  eines  der  beiden  Integrale: 

bzw. 


/" 

.    (y/. 

dx)  = 

:  U  ■ 

V 

-/- 

(u'- 

dx) 

/' 

•(u' 

•  dx)  = 

=  U 

•  V 

-/" 

.(yf 

•dx) 
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Von  einer  dieser  letzten  Formeln  geht  man  aus.  —  Be- 
handeln wir  z.  B.  die  erste  derselben,  so  wäre  gegeben  bzw.  ge- 
sucht: /  u  •  (v^-  dx);  dabei  muß  der  Klammerausdruck  (v^*  dx)  ein 

TOlIständiges  Differential  sein,  so  daß  man  ohne  weiteres  v  an- 
geben kann.  Dieses  v  multipliziert  man  mit  u  und  bildet  jetzt 
auf  der  rechten  Seite  das  Produkt  u  •  v. 

Von  u  •  V  muß  man  noch   abziehen  /  v  •  (u^-  dx). 

Da    man    aber  u   und  v  kennt,    so    läßt    sich    auch   leicht 

v(u^dx)  bilden.  —  Wird  nun  /  v  •  (u^- dx)    einfacher    als   das 

gegebene  Integral,  so  ist  die  Methode  anwendbar,  und  es  ergibt 
sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  angedeuteten  Verfahrens 
schließlich  die  Lösung.  Einige  Beispiele  zeigen  am  besten  die 
Anwendung. 

§  75.    Beispiele» 
1.)  y  =  rx'lnxäx. 

Lösung:  Wir  verstellen  die  Faktoren  unter  dem  /  und 
schreiben  dafür  y  =  /  Inx  •  (x  •  dx) ;  jetzt  ist  (x  •  dx)  ein  voll- 
ständiges Differential;  es  vertritt  also  die  Stelle  von  (v^dx), 
während  Inx  die  Stelle  von  u  vertritt.  —  Zur  besseren  Über- 
sicht schreiben  wir  diese  Bezeichnungen  unter  die  betreffenden 
Faktoren  des  Integrals;   also   durch  Anwendung   der  1.  Formel: 

dx)  =  Inx  •  ^7^ I  ^ dx  = 


(v'.dx)  (u) 

d  X  =  -^  x^ .  Inx  — ^  x^  -f  c. 


y  =  I  xlnxdx  =  -^x^-lnx — j-x^ -f- c  =-^- (inx  — -^-l  +  c. 


Probe  durch  Differenzieren: 


-^  =  y/  =  X  •  Inx  +  -2"  --  -^  =  x  •  lijx. 
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Man  stelle  die  y^  =  x  •  In  x  -  Kurve  mit  ihren  beiden  ersten 
Differentialkurven  graphisch  dar  und  deute  das  gefundene  Er- 
gebnis (s.  S.  125). 

Fläche  von  0  -f-  1  ?  1=  —  —1 

,     1 --2?  [=  +  0,636]. 


Analog: 


^  /  x^      1 


1  a.)  y  =  I  X*  •  Inxdx  =  -^  ■  \nx  —  I  — dx  = 

x\  x"  x^     r  IT 

2.)   7  =  1--     Inxdx  =  llnx  •  (-^-dxW 


(u)         (v'  .  dx) 


In  x  —  I  In  X  •  (  —  •  d  X  j. 

(it\  *y  (it\  int  f\  v\ 


=  Inx 

(u)    .    (V)        •^       (V)  (u'    .  dx) 

Das  letzte  Integral  ist  gleich  dem   gegebenen;    wir  bringen 
es  nach  links  und  erhalten: 


'fi 


In  X  d  X  =  In  X  •  In  X  =  [In  x]  ^ 

X 


.  .  .  also  durch  Division  mit  2  .  .  . 


X 


•  Inx  dx  =  -^   [lnx]2  -j-  c. 


Probe :   -y^  =  y^  =  2  •  -—  •  In  x = In  x.     Deutung! 

d  X  u  XX 

Man  stelle  die  y^  =  —    Inx -Kurve  mit  ihren  beiden  ersten 

-^  X 

Differentialkurven  zeichnerisch  dar.     Deutung!    (s.  S.  126.) 

Fläche  von  0   f-  1  ?  [=  -  cx)] 

,     2-:-5?[=  + 1,053]. 

3.)    y  =  /  5  •  e'^  •  sin  X  •  d  X  =  5  •  /  e'^  •  (sin  x  •  d  x). 

*^  *^    (u)  .        (V'    .    dx) 
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Wir  berechnen  zunächst  /  e^  .  sinx  dx  und  multiplizieren  das 
Ergebnis  mit  5. 

/  e*  •  sinx  dx  =  e^  •  (—  cos  x)  —  /  (~"  c^s  x)  •  e'^  d  x  = 

*'     u         v'  U  V  ^^  V  u' 

=  —  e*  •  cos  X  -\-  j  e^-  cos  x  d  x. 
Nun  behandeln  wir  das  Restintegral  genau  so,  also: 
/  e^  •  (cosx  dx)  =  e'^  •  sinx  —  /  sin  x  •  e*  •  dx  .  .  .   eingesetzt: 

*^      u  v'  U  .       V  "^        V.  u' 

/  e*  •  sin  X  d x  =  —  e^  •  cosx  +  e^  •  sin  x  —  /  e'^  •  sin  x  •  d x  oder : 
2  •  /  e^  •  sin  X  d X  =  e^  •  sin  x  —  e^  •  cos  x  und  demnach: 


e^  •  sin  X  d  X  =  -^  e^  •  (sin  x  —  cos  x),  folglich ; 


5  •  I  e^  •  81 


y  =  5  •  /  e^  •  sin  X  d  x  =  -5-  •  e^  •  (sin  x  —  cos  x)  +  c. 


Deutung!  c  für  die  Hauptkurve? 

Probe :  -7^  =  v^  =  -7;-  •  fe^  •  (sin  x  —  cos  x)  +  (cos  x  +  sin  x)  •  e^l  = 

dx        '  2  /   I    •  I  /       j 

=  5  •  e^  •  sin  x. 
4.)  I.)  y  =  /  sin^x  •  dx  =  /  sin  x  •  (sin  x  •  dx)  = 

=  sin  x  •  ( —  cos  x)  —  /  (—  cos  x)  •  (cos  x  •  d  x) 

U  V  *^  V  u' 

=  —  sin  X  •  cos  X  +/  cos  x  •  (cos  x  •  dx);  nun  ist: 
II.)    /cos  X  •  (cos  X  dx)  =  cos  x  •  sin  X  +  /  sin*x  •  dx 


UV  u 


III.)    /sin*x  dx  =/(!  —  cos^x)  dx= /dx — /cos*xdx= 

=  X  —  /  cos  ^  X  d  X  einges.  in  II 

/  cos  X  •  cos  X  d  X  =  cos  x    sin  x  +  x  —  /  cos^xdx,  also:. 
2    /cos^x  dx  =  cos  X  •  sin  x  +  x;  folglich: 

X        1 
cos^x d x;=  —  +  -^  sin  X  •  COS  c  +  X,  dies  in  I 


398  ^*  Kapitel:  Teilweise  (partielle)  Integration  usw. 

sln'x  dx  =  —  sinx  •  cosx  +  -ö"  +  "9"  sinx  •  cosx  = 

=  "5 ^  sin  X  •  COS  X  +  c. 

Schneller  kommt  man  zum  Ziel,  wenn  man  in  II. 

co8*x  =  1  —  8in*x 
setzt;    dann   gewinnt  man   aber  nur  die  Formel  für  y  sin^xdx. 
Deute  die  beiden  Ergebnisse: 

'-/-■ -j-y- ■■— - 

y=   lcos*x  •  dx  =  -g-+-2"  *  sinx  •  COSX  + c. 

Dadurch  ist  die  Fläche  der  Kurve  y^  =  sin^x  bestimmt. 
Fläche  derselben  von  0  bis  n? 

F  =  I  -^ ^  sin  X  •  cos  X  +  c  1  = 


0 


r^     1  lipo    i-A     Aii^ 

=  I  -^ ^-  smff  •  cos  IC  +c  I  ~  I  "ö ^-  smOcosO  +  c   =^. 

Analog  für  die  cos*x-Kurve. 

Man  zeichne  diese  Kurven  und  bestimme  c! 

5.)  y  =  An  X  •  dx  =  An  x  •  (1  •  d  x)  = 
=  lnxx  —  f^*( d  X  I  = 

n       .V         /  V      V  X  / 

J  u' 

=  X  •  In  X  —  jd  x  =  xlnx  —  x  +  c  = 

=  X  •  (In  X  —  1)  +  c. 

Dadurch    ist    der    Flächeninhalt    zwischen    der    natürlichen 
logarithmischen  Linie  und  der  x-Achse  festgelegt. 
Fläche  derselben  von  x  =  1  bis  x  =  Xj  ? 

Xi  X, 

F  =  y  =  Anx  dx=  [x  •  Inx  —  X  +  c]  =  x^  •  Inx^  —  Xi  +  l« 
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Die  zwischen  der  Kurve  und  der  y- Achse  liegende  Fläche  ist: 
Fl  =  /x  •  dy  .  .  .  da  aber  y^  =  In  x,  so  folgt  x  =  ey',  also: 

Fi=y'ey'  •dy^  =  ey'  +  c. 

Gehen  wir  von  y^  =  0  bis  y^  =  y^',  so  wird : 

yi' 
Fl  =  [ey  +  c]  =  ey»'  -  e^  =  eyi'  -  1. 

0 

Bildet  man  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  x^  und  y/  und  zieht 
davon  die  eine  der  beiden  Flächen,  z.  B.  F^  ab,  so  muß  zur 
Probe  die  andere  übrig  bleiben;  also: 

Xi  •  y/  —  Fl  =  F  oder  Xj  •  y/  —  (eyi'  —  1)  =  F  oder: 
Xi  •  In  Xi  —  (xi  —  1)  =  F  oder  F  =  Xj  •  In  Xj  —  Xj  +  1 

wie  oben. 

6.)  y  =  /  X  •  (sin  x  d  x)  =  x  •  (—  cos  x)  +  Tcos  x  •  1  •  d  x  = 

*^    u  v'  U  V  ^^        V  u' 

=  —  X  •  cos  X  +  sin  X  +  c.    Deutung ! 
y^  =  X  •  sin  X  =  Produkt  zweier  Kurven,  nämlich  aus: 
y/  ==  X  =  Gerade  unter  45  ^  und 
y^^  —  sin  X  =  normale  Sinuslinie. 

Fläche  der  Produktkurve  von  x  =  0  bis  x  =  ä  ? 


n 


P  =  Fsin  x  —  X  •  cos  X  +  cj  =  TT. 


0 


Analog : 

7.)  y  =:  J  X  •  (cos  X  d  x)  =  cos  X  +  X  •  sin  X  +  c. 

Fläche  von  0  bis  -|-?    Tf  =  ^ —  ll; 

Fläche   von  y  bis  :c?  Ff  =  -  1  -  -|-1. 
8.)  y  = /sinx  •  cosx  •  dx  =  sinx  •  sinx  —  /cos  x  •  sin  x  dx; 

^       U  V'  U  V  ^^         u'  V 

oder: 

« 

2  •  /  sin  X  •  cos  x  d  x  =  sin^ x  +  Ci  also : 

sin  X  •  cos  X  dx  =  -5-  •  sin*x  +  konst. ;  Deutung ! 
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y  =  sin  X  •  cos  X  =  Produkt    zweier   Kurven ,    nämlich  aus : 
y /  =  sin  X  =  Sinuslinie  und  j^^  ==  cos  x  =  Cosinuslinie. 


Fläche  von  0---|-  pFf  =  +  4"!  i      t? 

2     L  2  J  also  F  von 

n,..   1.  ^  Jt?  11        0-4-  7C=?    [F  =  0.] 

Fläche   von  -ö"~^^M  T    ' 

In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

9.)    j  =  I  x^  •  cosx  dx  =  x^  •  sinx  —  2    /x  •  sin  x  dx; 

/x  •  sin  X  dx  =  —  X  •  cos  x  -\-  j cosx-  dx; 

/cosx  •  dx  =  sin  x;  alles  eingesetzt,  ergibt: 

y  =J^^  •  cosx  dx  =  x^  •  sinx  +  2x  •  cosx  — 2  •  sinx-fc  = 
=  (x^  —  2)  •  sinx  +  2x  •  cos  x  +  c.     Deutung ! 

Fläche  von  O-r--^?  von  — --4-  tc? 

2  2 

10.)  j  =  /  arcsinxdx  =  /  1  •  aresin  x  dx  =x  •  aresin  x  + 


u 


•  —;: d  x  =  X  •  aresin x  +  |/ 1  —  x^  -f  c: 

Kl  -  x2 

11.)  y  =  /  x^  •  e'^  d  X  =  x^  •  e^  —  2  •  /  X  •  e^  •  dx ; 

/x  •  e^  •  d  X  =  X  •  e^  —  /  1  •  e'^  •  d  X  =  X  •  e^  —  e^  . 


U         V 


«ingesetzt,  gibt: 

y  =fx^  •  e^    dx  =  x2  .  e^  —  2  •  X  •  e^  4-  2  .  e^  = 

=  e^-  [x2-  2x  +  2]  +  e. 


12.)    y=  /  Kx2-  l-dx  =  /      ^  dx  = 


r    x^-1 


x^        _  r    dx     _    __ 
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Jeder  Teil  wird  für  sich  behandelt,  wir  bilden: 

X*  ,  I  X 


'•^'^^'y7^^''==r'v^^f''^^ 


u 


u 


-  1  -   fl    Vx^-  Idx; 

V  t/  =   V 


=  x|/"x*-l-    /  1-  Kx*- Idx;    also: 


Ji  =  X  ■  Kx» 


n.)  y,  =  f 


dx  .    ,  ,1 

.  .  wir  formen  erst    .  —  um ; 


es  ist: 

K£*^  +  x 

Kx»-i     K^^^   Kx"-!  +x    x+  i/";^«^ 

1+         " 


|/x2— 1 

;  beiderseits  mit  dx  mult.,  ergibt: 


x+   Kx^-l 

X 


1  + 


dx         _  J/^x^— 1 

T7===f  — .  ^  dx:  setzen  wir  hierin  den  Nenner 

|/x^-l  x-f.   (/^x'^-1 

X  +  K^^Hi  ^  f  (x)  so  ist  f/(x)  =  1  +         ^         =  dem  Zähler! 

Also  können  wir  schreiben: 

dx  f(x) 

—  ;  folglich  durch  Integration: 


mit  I.)  in  die  geg.  Gleichung  eingesetzt: 

in.)  y  =/K?^  dx  =  yi  -  y,  =. 

=  X  •  I/x«— 1  —  y  -  In  [x+Kx*— l]  +  konstant, 
woraus: 

2y  =  X  Kx«  — 1  —  In [x  +  Kx*— l]  +  c;  also  endlich: 

Hafner,  Differential-  nnd  Integralrechnung.    8.  Anfl.  26 
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12a.)  y=l|/i*+idx  = 
Entsprechend  ergibt  sich  fOr: 

=  I  r7 dx  -—  I  ,  ^- •  dx  =  ji  —  y.. 

J  Kx«-a«  J  |/^x«-a*  ' 

I-)  Ji  =  I    ,  /^  ,  •  dx  =  /  X  •    ,^  ^  ■  dx  = 


J   Kx»-a» 


Ki^ 


a 


2 


=  X  .|/"x«-.a«-/l  l/x»-a«.dx=xKx«-a«-j 

/=y 
,  :—  •  dx  .  .  .  .  wir  formen  erst 

|/x*  — a* 


1 
.  ^  :-  um:  es  ist: 

Ki*-a«  

l/^x'-a'  +  i 

1  I/"x«-a»  +  x         I/"!«"^' 


Kx*-a»        Kx»-a*     Kx*-a*  +  x      x  +  |/'i«-8» 

1+.,     ^ 
^  Kx'-a«  _  f^(x) 

~  X  +  I/'x''  -  a«  ~  fW  ■ 
Demnach : 

=  a«     r         1  dx  =  a«    r__EH3!  dx  = 

=  a«  •  In  [x  +  I/"x«  -  a»]  +  c,. 
Dies  mit   dem  Ergebnis   von    Gl.  I  in   die  geg.  Funktions- 
gleichung eingesetzt,  ergibt: 

y  =/Kx«  —  a»  •  dx  =  ji  —  jj  = 

=  X  •  Kl*  — a»  -  y  -  aä*  •  In  [x  +  K^-^^]  +  c,, 
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woraus  ... 

2y  =  X  •  l/^x*  — a*  — a*   In  [x+  I/^x*  — a*]  +  Cj  und  endlich: 
y  =yKx*-a«    dx  = 


=  -yx-j/^x*  — a*  — -2-a»-lii[x4-l/x*— a*]  +  c. 

Etwas  einfacher  und  rascher  kann  die  Lösung  von  13.)  auf 
folgende  Art  durchgeführt  werden: 


M^) 


=  /  l/x»-a»dx=al  1/  (  — \*-ldx. 


y 

Setze  i — j  =  z;  also  dx  =  a  •  dz,  dann  folgt: 

y  =  a^  Jl/^z*  —  1  ■  dz  und  daraus  mit  Benützung  des  Ergebnisses 

der  Aufgabe  12.): 
y  =  a''  -4-  •  [z  •  |/z*-  1-  In  (z  +  |X^«3T)]  4-  c  = 


=T  [Ty(T);-'-"(T+m-')]+«= 

=  -Ü-xKx*-a«--^ln(— +  — •Kx*-aA  +  c  = 
2  2  \  a         a  / 

=  ^-  I/^^^3^«-^  .  In  [-^  •  (x  +  Ki^^^rA]  +  c  = 

=  ^K]^»^=T«-4^1n^^ —  •ln(x+lXx«-a«)4-c  = 

2  2  a        a 

=  ^.p^£i3i«_^.ln(x+K^^^^^*)+c--^ln-^Ä,> 

=  konst. 

§  76.   Integration  rationaler,  algebraischer  Brüche 

von  der  Form : 


ax  +  b 


Lösung:  Kommen  solche  Brüche  vor,  so  führt  man  die 
Division  aus  und  integriert  jeden  Teil  für  sich.  —  Bleibt  ein 
Restbruch  übrig,  so  enthält  dessen  Zähler  nicht  mehr  die   Ver- 
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änderliche,   und  man  kommt  für  diesen  Restbruch  auf  die  loga- 
rithmische Funktion. 

Hierzu  einige  Beispiele: 

/7'4i*-4x»-3i«-8x-39\    ^ 


X* 


y"(2x8  -5x«  +  Gx-  13)dx  =  ^ 1- x»  +  3x«  -  13x +c 

Probe ! 

/78x5-12x*  +  20x»  +  10x«-30x-28\    , 
2.)    j=J[ ^-^ ).i.= 

=  1  (Sx* 4-  20x»  +  lOOx«  +  410x  +  1610  +  -~^)  dx  = 

= -l-x*  +  5x*  + -^ x"  +  205x»+ 1610x -f- 6412 ■ln(x-4)+c. 
5  o 

/721x»  +  48x*-12x  +  104\    , 
^•^    y  =  /l 37+9 )-^^  = 


.y(7x-5x  +  ll  +  ^) 


dx  =  -^x»-^x«  +  llx  + 


+  ^-ln(3x  +  9)  +  c. 


a  X. 


4.)  Steht  die  Veränderliche  unter  dem  Wurzelzeichen,  so  wird 
der  Ausdruck  erst  rational  gemacht  durch  Substitution. 

■D  •     .  1  /  X  +  |Xx 

Beispiel:  y=j^-=^ 

Setze  |/^x  =  z ;  dann  wird  d x  =  d z  •  2  •  [/^x  =  2  z  •  dz.  Also: 
y=^+->^-dx=ril±f-2z-dz  =  2.r-^i+f-d.^., 

=  2-  Hz«  +  2z  +  2  +  -^-^Vdz=  '■ 


=  2  •  [i-  z^  +  z*  +  2z  +  2  •  lg  (z  -  1)  +  c]  = 
=  2  •  r-|-  x  •  K7+  X  +  2  •  1/T+  2  .  In  (K7-  1)  +  cl.  Pr 
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§  77.  Vermischte  Beispiele  zur  Wiederliolung. 


X* 


(x  +  2)dx=^5-  +  2x  +  c. 


2.)y*(15x»-8x  +  12)  dx  =  5x3-4x«  +  12x  +  c. 


r-  x'  dx  =  X*  +  c. 

4.)   /  ^^^dx  = -5- X*"  +  c;  /  81^^  dx  = -^  X»"  +  c. 
h.)  Jdx  =  x  -{■  c;      r2dx  =  2x  +  c;    Jn-  ix  =  nx  -\-  c. 

•  X  ~ '  d  X  = (-  c. 

X 

7.)   I  -T3^  dx  =  3  •  iXTä"  4.  c. 

8.)y(5x*-8x»  +  2  ■|^^-5K^+3)dx  = 

=  x*-2x*  +  -|-x-  l^i*"--^x-|/^7+3x  +  c. 

5  o 

9.)  /  (1  —  2  •  sin  x)  dx  =  X  -(-  2  •  cos  x  +  c» 
10.)  /  (2  •  cos  X  — -  x^)  d  X  =  2  •  sin  X ^  x^  +  c. 

11.)  /  (cos  2x  —  3  •  sin  X  +  5x^)  dx  = 

1  5 

=  —  sin  (2  x)  +  3  •  cos  x  -f  -ö~  x*  +  c. 

120^(3  •  sin  X  -  2  •  e^)  dx  =  —  3  •  cos  X  —  2  .  e^  +  c. 

13.^   I  /^o^ .  ax  _  e-^)  dx  ==  4^  +  6"^ 

In  a 


U.)    /Adx  =  21nx  +  c;     T-^ 


406  ^-  Kapitel:  Teilweiae- (partielle)  Integration  usw. 


15.)  I — ^  dx  =  5   1n(x-2)4-c- 


16 


=  ^-x*  +  -^-61n(x  +  5)-4--7^  +  c- 


^^•)/(^^*-^)^^=4 


X*  —  tg  X  +  c. 


18--      2^ 


3      \ 

7-z —  I  d X  =  2  •  In  (a  +  bx)  +  3  •  cotex +c. 

sin*  X  /  ° 


19 


a  +  bx 

5  3 

=  —  X* 5-  X*  +  4  arctg  x  —  6  •  aresin  x  +  c 

of\\  I  X»  — 5x'  +  8x  — 3    ,          X»        5     j      Q         Q  1       I 
20.)  I dx  =  -7r 5-x*  +  8x  — 31nx+c 

2UI^-'-^-'+^-    dx  = 

2[/T 

10  10 

22.) /2x -  8)  dx  =[x2  -  3x  +  c]  =  +  66  (Deutung!)   (Kurven!). 
4  '  4 

23.)   /(^x»  +  3x-l)dx  =  [-i-x*  +  -|-x«-x+c]  =  594l 


(Deutung!)  (Kurven II- 
5     ,         r  5.1  175 


-»  -1 


24.)/(^dx  =  [-^+c]^_ 


72 

—  6 
-  6 

t'  +8 

//6  2  \, 

25 


.)/(-^-^>-+l-  +  ^+«=]  =  61n5_f. 


+1  + 
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10 

10 


26 


/•  10 


8  8 

16 

16 


/16 


27.) 

9  * 

T  T 


28.)  j  (sin  X  -f  cos  x)  d  x  =  [—  cos  x  +  sin  x  +  cj  =  +  2. 

0  0 

.)   /  [2a--  e"]  dx  =  [2  ~-  -  e-  +  c]  = 


29, 

0 


^       (a»  -  1)  -  e»  +  1. 


Ina 


30. 
0 


)J[,._±]a.  =  [^-i„x  +  c] 


a»  1  1 

In  3  —  00  = (a^  —  1)  —  00. 


In  a         In  a  In  a 

31.)  1  [e'^  +  cotgx]  dx  =  /  eMx  +  /  -^^   dx  = 

+1  +1  +1 

6 


smx 


=  I  e*  +  In  sin  (x)  +  c  1  =  e*  —  e  +  In  sin  5  —  In  sin  1  = 


=  e(e*-l)  +  ln  ''°  ^ 


•  ^         « 


sin  1 

n  71  n 

T  T  T 

32.)/(l  +  cotg«x)  dx  =J(l  +  -^)  dx  =y*^ 


9  -  dx  = 
^x 


^ 


=  [tgx  +  cj  =00. 
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33 


Tc         i:         t: 


2         4         4" 


34.)  /  cos  (3x  -  5)  dx  =■-,-  sin  (3 x  —  5)  +  c. 


35.)  /ei'-^dx  =  -i--e''='  +  c. 

^^■>  '  eosM2x  -  1)  =  4 -"'^ '-'>  +  "• 


3dx 

37.)  /   ,i^3  (^  +  2) 


=  -  15  •  cotg  (^^  +  2)  +  c. 


38.)  I  e»''-dx  =  4"  •  «*''  +  <=• 


39 


.)   /  Kl  -  cos  X  dx  =  /  ]/^2  •  sin*(-|-^  dx  = 

=  |/^-  /  sin  (-y)  dx  =  -  2  l/F-  cos(^)+  c. 


dx  I  dx 

40. 


l/-('-^) 


=  —  •  /  ^  =  arcsm  I  —  I  +  c. 

/dx    _  r     dx      _  1   r    dx 
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42.)   -  ^^ 


(x  -  5)  •  (x  -  3 

1 


Es  ist 


(x-5).(x-3) 

also: 

dx 


=_i_.r_i i_i 

5  —  3     Lx-  5  x-3  J' 


(x-5)(x-3)        b-sjlx-b        x-3j^^~' 

43.)  f-, ^i__  =  -L_.  f\_^ L_-|d.  = 

^J    (x-a)-(x-ß)  a-ßjLx-a  x-ßj 


44.)   ■  ^^ 


45.) 


(x-5)-(x  +  7)  5  + 

dx 


y  +  ljlx  +  b  ^  +  7]^^- 


(x  +  5)-(x  +  7)        -5 

=  -T-^°[-xTf]  +  '- 

Setzt  man  in  43.)  a  =  —  5  und  ß  =  —  7,  so  erhält  man  die 
Lösung  unter  45.). 

46.)  Die  Kreisfunktion  y^=  [/^r^  —  x^  ist  zu  integrieren;  wir  setzen: 


I.)  y=  l]/T^-ii^Ax  =  l—^=^ dx  = 


2-X^ 


J  Kr*' 


r^  —  X 


dx  —  I    .  ^    ^      ==-  dx. 


-x2  /    Kr«-x* 


Wir  erhalten  also  2  Teile;   der  erste  Teil  ergibt  nach  Bei- 
spiel 40: 

IL)  r^  •  I   ,  ^  =^  =  r *  •  arcsin  (  —  |  +  c. 
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Der  zweite  Teil  muB  besonders  behandelt  werden,  und  zwar 
nach  der  Methode  der  teilweisen  Integration.  —  Wir  bilden  zu- 
nächst : 


-  X«  /        Kr»  -  X 


u 


I 


=  X  •  (-  Kr*  -  X«  )  -  /  1  •  (-  Kr»  -  X«  )  dx  = 

I  I  J   \ 


U  V  u' 


=  -  X  •  Kr*  -  X»  +  1  |/r»-x»dx  = 


=  -  X  •  Kr»  -  X» 


-  X»  +  1  \/l^^ 

/r*-x» 
I/r»-x»    *^  = 


j  Kr"^*^=^^  *^  'IxilE^^ 


=  -  X  •  Kr»  -  X»  + 

nach  links, 

ergibt  im  ganzen  für  III: 


j  l/^i^-iri-  =  -^'l^r^'-^'+jj^ 


«-X« 


dx  = 


=  —  X  •  |/^r*  —  X*  +  r*  •  arcsini  —  i  +  c 

Beiderseits    durch  —  2    dividiert,    ergibt    den    zweiten  Teil 
unter  I  zu: 

Kr«  -  x^ 
Dies  mit  II  in  I  eingesetzt,  ergibt: 

I  |/^r2-x2dx  = 

=  r*  •  aresin  1  —  i  +  "ö"   Kr*  —  x* ^ r*  •  aresin I — \  +  c  = 


dx  =  -^'[/^v^  —  X* — ^r*arcsiii(  —  |  +  c. 


=  ^  Kr*  —  x«  +  -g-  r« .  aresin  f^j  +  c. 
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47.)  Viel  einfacher  gestaltet  sich  diese  Rechnung,  wenn  man  sich 
daran  erinnert,  daß  für  die  Mittelpunktsgleichung  des  Kreises 
die  Beziehung  gilt: 

X  =  r  •  cos  y,  wobei  9  =  <$  (+  x- Achse,  r). 

dx 
Aus    dieser   Gleichung   ergibt   sich  -z —  =  —  r  •  sin  9,    also 

d  X  =  —  r  •  sin  9  •  d  9.     Daher : 

j]/^Y^  —  x^  dx  =J\/^r^  —  r^  •  cos^y  •  (—  r  •  siny  •  if)  = 
=  J  I/"r*  •  (1  —  cos* 9)  •  (—  r  •  siny  •  d^)  =  —  r*  •  ysin^y  •  dy  = 

=  —  r* •  j-| — 9~  ^^^^ ' ^^^tI = ~o"* I ^^^? * ^^^^ ~" ? r 

X 

Da  aber  cos 9  =  — ,  so  folgt: 


sin  9 


=  Kl  -  cos«?  =|X  1-^=4"'^'''" 


*    und 


(p  =  arccos  I  —  I  =  -r —  arcsini  —  j  =  —  arcsini  —  j + konst,  also : 


l/r^-x^  Ax  = 


=  -^ .  F—  .  Kr^  -  x*  —-  +  aresin  (-y)  +  konstl  = 

=  -^  •  [/^r*  —  x*  +  —  r*  •  aresin  ( — \  +  c  (wie  unter  46). 


XII.  Kapitel. 

§  78.  Differentiation  und  Integration  bei  Poiarkurven. 

Irgendeine  Kurve  sei  bestimmt  durch  ihre  Polargleichung 
r  =  f(?)  .  .  .  (Abb.  178). 

Zunächst  soll  es  sich  darum  handeln,  denjenigen  <^  t  fest- 
zulegen, welchen  die  Knryentangeiite  in  einem  beliebigen  Punkt  P 
mit  dem  zugehörigen  Leitstrahl  r  bildet. 

Abb.  178. 


Winkel  und  Länge  von  Polarkurven. 


Wir  nehmen  in  der  Nähe  von  P  noch  einen  zweiten  Kurven- 
punkt P^  an,  dem  die  Polarkoordinaten  ri  =  r-(-Ar  und  f^  =(p  +  ^? 
zukommen. 

Dann  ist  durch  PP^  eine  Sehne  bestimmt.    Rückt  Pj  näher 
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und  näher  an  P  heran,  bis  es  Nachbarpunkt  geworden  ist,  dann 
geht  die  Sehne  über  in  die  Tangente  in  P.  Wir  beschreiben  um 
0  mit  OP  einen  Kreis,  welcher  OP^  in  Q  trifft;  dann  ist 
OPi  =  ri  =  r  +  Ar  und  QP==r-Ay. 

Für  die  Nachbarlage  von  P^  und  P  geht  Ar  in  dr,  A9  in 
dy,  r-Ay  in  rdy  und  As  in  ds  über.  Das  APiQP  dürfen 
wir  als  rechtwinklig  betrachten  und  den  Bogen  d  s  mit  der  Sehne 
vertauschen;  dann  besteht  die  Gleichung: 

<J  Q  Pi  P  ist  übergegangen  in  <1;0PA  =  <Jt:  dann  gilt 
auch: 


tgQP,P=-^ 


r 


dr 
dy 


=  tgr. 


Bezeichnen  wir  noch: 


dr 


=  v' 


so  wird: 


tgt  — 

r             r 

dr           r^ 

dy 

T  =  <$  der  Tangente  mit  Polstrahl  r. 

Nennt  man  den  <J  der  Tangente  mit  der  -\-  x-Achse,  wie 
früher,  a,  so  ist  a  =  y  -f"  '^  als  Außen -<:^,  also: 


tga 



sin^ 

COS^p 

tg'f +  tgT 
1       tg^ptgT 

r 

r^               r'  •  sin  cp  + 

tg?  +  - 

r 
r^ 

1       tg<p 

r  •  cos  9 
r  •  sin  y 

r 

sin  9 
cos<p 

r            r^  •  cos  ©  — 

0L  =  <^  der  Tangente  mit  der  -f  x-Achse. 
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Beispiele:  I.)  Wir  hatten  für  r  =  -Tfy9  (S.  77)  gefanden: 
Zu  9  =  -^  .  .  .  r  =  9  •  0,0785  =  0,7065  =  ~  0,707. 

4 

Für  diesen  Punkt  sind  x  und  a  zu  bestimmen.    Aus  der  ge- 
gebenen Gleichung  folgt: 

1.)    r  =  -3 —  = 


if  10* 

Ferner  ist:     2.)    y  = -^  =  (2«  + -|-V 

also  siny  =  sin  -j-  =  sin  45^  =  cos  45^  =  0,707. 

Damit  wird: 

tgt  =  ^  =  -^4^  =  7,07  .  .  .  T  =  SVbT 


10 

,    .       ,                  ^ .  0,707  +  0,707  •  0,707 
tfra=  r^sipy+rcosy  _  10      L_=_133 

^'•^^^^"^•^^"^      -^ .  0,707  -  0,707  .  0,707 

a  =  126«  56'. 

Probe:  Es  muß  a  =  ^-\-z=4b^ -i-8V57^=126^bV;  Diffe- 
renz =  1^ 

II.)  Logarithmlsche  Spirale :  r  =  e^  ^ ;  dafür  wird : 

r^  =  k-e^'';  also: 

r  e^***  1 

tgt  =  -^=  =  —  =  konstant; 

r  k-e*^-^  k  1 

also  sind  alle  Winkel  t   derselben  logarithmischen  Spirale  ein-    | 
ander  gleich;  für  verschiedene  logariihmische  Spiralen  ist  der 
<J  T  um  so  kleiner,  je  großer  k.     Auf  Grund  dieses  Ergebnisses 
ersinne  man  eine  Konstruktion  der  logarithmischen  Spirale  für  ein 
bestimmtes  k.     Wird  speziell  k  =  l,  dann  sind  alle  <J  t  =  45  • 

k                     k 
III.)  Hrperbolische  Spirale:  r  =  — ;  r'  = -;  also: 

tg  T  =  —  =  —  y  (unabhängig  von  k). 
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Ist  z.  B.  (p  =  1  (57,2960),  so  wird  für  jede  hyperbolische 
Spirale  an  dieser  Stelle: 

tgT  =  —  1;  also  T=  1350. 

IV.)  Parabolische  Spirale:  r  =  k|/y;  r'  = -—^',  also: 

2  •  I/y 
r 

tgT  =  — ^=:2?>;    daraus    t  =  arctg    (2y)    unabhängig    von    k. 

Deutung ! 

V.)  Allgemeine  Spirale:  r  =  k  •  y"^;  r^  =  k  n  •  f^^^ 

tgt  =  -y-  =  -^;  also  T  =  arctg  (— )  unabhängig  von  k. 

VI.)  Kreis:  r  =  siny;  r^  =  cos?); 

r  sin  9 

tgT  =  — y  = =  tgcp,  woraus  t  =  cp. 

°  r'         cosy         ^^  ^ 

Kreis :  r  =  cos  y ;  r^  =  —  sin  <p ; 

cos  ^  X 

VII.)  Kardioide:  r  =  1  +  siny;  r'  =  cos?); 

.  r  l-j-sin?>        .     /  ?>     ,     .pA 

tgT  =  -7-  = ^ =  tg  (-^  +  450),  woraus: 

°  r^  cos?>  ®  \  2  /' 

T  =  -|-  +  450;  ist  z.  B.  ?>  =  30^  dann  t  =  15«  +  45«  =  60^ 

9  =  600,      ^      1  =  300  +  450  =  750. 
Man  suche  zu  jedem  Beispiele  mindestens  einen  <:^  a ! 

§  79.    Länge  von  Polarkurven. 

Aus  Abb.  178  ergibt  sich  für  die  Nachbarlage  der  beiden 
Punkte  P  und  Y^\ 

ds*  =  dr*  +  r*-dy*,  also: 

ds  =  1/dr«  +  r« .  d  9«  =  ]/  -|^  +  r«  •  d  ?  =  Kr^^  +  r^dy. 

Demnach  ergibt  sich  der  ganze  Kurrenbogen  s  zwischen  den 
Winkehi  f^  und  fj  zu: 
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q>2 


s=/|/r«  +  r^*.dy 


Vi 


Beispiele : 

1.)  UmfaDg  des  Kreises  r  =  sinf? 

Dafür  ist  r^  =  cos  7;  7  wächst  von  0  bis  ic;  warum? 

Also: 

8  =y  (/^sin*<p  +  cos*y  •  dy  =7  df  =  «. 

0  0 

Diese  Lösung  stimmt,  denn  der  Radius  des  Kreises  ist  =  -q- 

(Siehe  S.  75  u.  76.) 

Für  r  =  k  •  sin?>  ergibt  sich  s  =  k  • «. 

2.)  Logarithmisehe  Spirale  für  den  ersten  Umgang! 

r  =  e^-^;    r^  =  k-e^-^;    r«  +  r^»  =  e«^»' •  (1  +  k«): 
also: 


2^ 


ix 


H  =  f\/e*^'P{l  +  k*)dfp  =  Kl  +  k^fe^'  ^dy  = 


2n 
r    pk.V» 


=  Kl  +  k''    [-^  +c]  = 


yi  +  k" 


[es«.k_e0]  _ 


k 


U 


[e 


2w.k  


11- 


Ist  speziell  k  =  1,  so  wird  für  den  ersten  Umgang: 
s  =  yY'  [e*'^  -  1]  =  1/2".  [535,2  -  1]  =  co  755,359  Einheiten. 
3.)  Archimedische  Spirale  r  =  k?>;  erster  Umgang. 

r=k-<p;    r^=k;    r*  +  r'*  =  k*  •  (1  +  9*); 


also: 


in 


in 


S  =-.  f\k^  •  (1  +  ?*)  •  dy  =  k  •  f\/T+^'  d(p  = 


0 


in 


^■[-\-?\  i  +  f'-\-^in{f  +  yr+r)]  = 


0 


=  k    fw    l'^l  +  4 j:«  +  -g-  •  In  (2«  +  KT+Tir»)]. 


§  80.    FlächeniDbalt  einer  Folarkurve. 
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Ableitung  dieser  Formel  ergibt  sich  aus  Beispiel  12  a  S.  402; 
Probe  für  Richtigkeit  durch  DiflFerenzieren ! 

§  80.   Flächeninhalt  zwischen  einem  begrenzten  Stfick 
einer  Polarkurve   und  den  zu  den  Endpunkten  ge- 
hörigen Leitstrahlen. 

Ziehen  wir  zu  zwei  oo  nahe  gelegenen  Punkten  der  Kurve 
{Abb.  179)  die  Leitstrahlen,  so  kann  das  durch  die  Leitstrahlen  und 

Abb.  179. 


Flächeninhalt  von  Polarkurven. 


das  Kurvenelement  ds  (=  r  •  dy)  begrenzte  Flächenelement  dF  als 

oc  kleiner  Kreissektor  aufgefaßt  werden. 

Es  ist: 

r  1 

dF  =  (r  •  d<p)  •  -^  =  -^r^dy 

:also  auf  einfachste  Weise: 


Beispiele : 

1.)  Inhalt  des  Kreises  r  =  sin (p ;  9  wächst  von  0 -f- tc!  Also: 

Hafner,  Diflferential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  27 
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n 


r  =  4-/., 


0 

Es  war  /  sin^xdx  =-^^ r-  sinx  •  cosx  +  c,  also: 

n 

Ti     1   r  9      1  1     'f 

F  =  —  •  I  -^ —  sin y  •  cos y  +  c  j  =  -j-  Flächeneinheiten; 

0 

(stimmt ;  denn  Halbmesser  des  Kreises  =  -jr- !). 

2.)  Erster  Umgang  der  Archimedisehen  Spirale  r^k^p 


2 

o'  o'  " 


Für  k  =  ^  wird  F  =  -|-  ■  ■—-  •  31,0063  =  0,4134  .  .  . 

3.)  Erster  Umgang  der  logarithniischen  Spirale  r  =  e^^; 

j.2_  e«k?',  also: 


0  0 


1       [e*k»  _  e«]  =  -.—  .  [e"«  _  1]. 


4  k     •■  -■        4k 

T.        ,  ,        •    .    r,  l       r  .^        n  286438 

Für  k  =  1  wird  F  =  -p  ■  [e*"  —  1]  =  c<5 


4     ■-  -■  4 

~  71 609  Flächeneinheiten. 

4.)  Flächeninhalt  der  Lemnisliate  r^  =  ]i^-cos(29). 

Wir  zerlegen  die  Fläche  in  4  kongruente  Teile;   im  ersten 

Quadranten  kann  f  nur  wachsen  von  0  bis  45^  ("T")'  ^^^  Fläche 
im  ersten  Quadranten: 
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n  n 


I  sin  (2— j  —  sinO  j  =  — -;  für  alle  vier  Quadranten: 


0 

""    4 

F  =  4  .  Fl  =  k^;  für  k  =  1  wird  F  =  1  1  so  groß  wie  ein 

k  =  2      y,     F  =  4  \  Quadrat  von  der 

k=:3      ,      F  =  9  usw.)         Seite  k. 
Die  halbe  Fläche  der  Lemniskate  erhält  man,  indem  man  7 

von —  bis  A — 7-  wachsen  läßt.     Dafür : 

4  4 

+  T 

n 

r 

Man  suche  auch  F  für  r*  =  k*  •  sin  (2<p). 

5.)  Flächeninhalt  der  Eardioide  r  =  1  +  siny; 

r^  =  1  -f  2  -siny  +  sin^^p. 

Die  Kurve  hat  die  Fläche  Fj  oberhalb  der  x-Achse  und  Y^ 
unterhalb  derselben. 

Fl  ergibt  sich  für  y  =  0  H-  90^      doppelt  genommen. 
F,       .         „       .    ?  =  270-- 3600      „ 


n  n 


F.  =2  4/, 


r^if  =  I  (1  +  2  •  siny  +  sin2<p)d<p  = 
0  0 


=:  I  9  —  2  •  cos  ip  +  -| ^  •  sin  y  •  COS  y  +  c  j  = 

0 

=  [|— 'rO+|--i-10+c]-[o-2.1+Ö-|o-l+c]  = 


=  -|-"  +  2- 
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3 
Fg  =  dasselbe  Integral,  bloß  zwischen  den  Grenzen  -^-tt  und 

2  9c;  also: 

Fg  =  hp  —  2  •  cos9  +  -| ^siny-  cos<p-|-c  I  =  -^ic  — 2. 


s 


Demnach  F  =  F^  +  F^  =  —ic  +  2+  — 


n  —  2  =  -^r-TT. 


Man  findet  denselben  Wert,  wenn  man  gleich  von  0  bis  2ir 
integriert;  also  in  einem  Zuge: 

F  =  -^1  y  —  2  •  cos  <p  +    2 5-  sin  9  •  cos  +  c  I  = 

0 

1  3 

=  "TT  •  [2^  —  2-fic  +  2]  =  -rt-?c  (wie  zuerst !). 

't 
Die    Fläche    für    r  =  1  +  sin  f    ist   gleich    derjenigen   für 

r  =  1  +  cosy,   denn  beide  sind  kongruent  und  lediglich  um  90^ 

gegeneinander  verdreht. 

Prüfe: 

2n  2n 

F  =  -^  I  r^d^^-y  •/  (1  +  coscp)2.d<p  =  -2-^. 

0  0   • 

Dazu  braucht  man: 

/.  9  1  9  1 

cos^^p  d<p  =-^  +  -^-  sin<p  •  cosy  =  -^  +  -j- *  sin  (2^). 

6.)  Hyperbolische  Spirale  r  =  — ;  zweiter  QuadrantI 

Jt  3t  


_  ^  r_2 1_1  _  k^ 

~~    2    L^        7c  J  ""  2  X 
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Was  ergibt  sich  für  den  ersten  Quadranten  ?    [oo]    Warum  ? 

7.)  Parabolische  Spirale:  r  =  k  •  |/^  ergibt  für  den  ersten 

Umgang: 


2n  2n 

2n 


0  0  ^ 


XIII.  Kapitel. 

§  81.    Krümmung  und  Krümmungsradius  ebener 

Kurven. 

Die  einfachste  ebene  Kurve  ist  der  Kreis.  Wir  wissen,  daß 
sich  die  in  beliebigen  Tangentenberührungspunkten  eines  Kreises 
zu  den  Tangenten  errichteten  Senkrechten  (Berührungsradien) 
sämtlich  in  einem  Punkt,  dem  Kreismittelpunkt,  schneiden. 

Bei  einer  beliebigen  anderen  Kurve,  z.  B.  einer  Ellipse, 
finden  wir  diese  Eigenschaft  nicht  mehr  vor.  Vielmehr  ergeben 
sich  hier  unendlich  viele  derartige  Schnittpunkte. 

Man  versuche  für  eine  Ellipse  von  a  =  6  und  b  =  3  eine 
Anzahl  solcher  Schnittpunkte  festzulegen,  indem  man  den  Um- 
fang in  Teile  von  je  5  mm  Länge  zerlege  und  für  jeden  Teil- 
punkt die  Tangente  und  die  zugehörige  Berührungssenkrechte 
(=  Normale)  konstruiere.  Man  erhält  eine  sehr  interessante 
Kurve,  die  sog.  „ Evolute **  der  Ellipse. 

Es  fragt  sich  nun,  was  man  allgemein  unter  der  Krümmung  K 
einer  beliebigen  Kurve  in  einem  vorgezeichneten  Punkte  P  ver- 
steht.    (Abb.  180.) 

Zur  Erläuterung  nehmen  wir  zunächst  zwei  sehr  nahe  ge- 
legene Punkte  P  und  P^  auf  der  Kurve  an.  Wir  ziehen  durch 
P  und  Pj  die  Kurventangenten  und  errichten  in  P  und  P^  die 
Senkrechten  zu  den  Tangenten,  die  man  allgemein  als  Normalen 
bezeichnet. 

Diese  letzteren  schneiden  sich  in  einem  Punkt  M.  Setzt  man 
mit  dem  Zirkel  in  M  ein  und  beschreibt  mit  MP  einen  Kreis, 
so  wird  das  Stückchen  PP^  um  so  vollkommener  auf  diesem  Kreis 
liegen,  je  kleiner  das  Bogenelement  PP^  ist;  für  oo  kleines  PPi 
wird  eine  vollständige  Deckung  mit  dem  betreffenden  Kreis  vor- 
handen sein. 
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In  diesem  Fall  nennt  man  dann  diesen  Ereis  den  Krümmungs- 
kreis; seinen  Mittelpunkt  M  den  Erttmmniigsmittelpunkt  und 
seinen  Radius  MP  =  MPj  den  KrUmmnngsradius  p  für  P  bzw.  P^; 

den   reziproken  Wert   von    p,    nämlich  —  =  K    nennt    man    die 

Krflmmnng  der  Kurve  in  P. 

Da  sich  p  von  Punkt  zu  Punkt  ändert,  so  muß  sich  auch 
K  von  Punkt  zu  Punkt  ändern.  Je  flacher  eine  Kurve,  desto 
größer  p  und  desto  kleiner  K. 

Bei  einer  Geraden  ist  p  =  oo  und  K  =  0. 


tar 


Krümmung  ebener  Kurven. 


Bei  flachen  Kurven,  z.  B.  y  =  logx  für  x2>10,  ist  p 
groß  und  K  klein.  Große  Kreise  haben  eine  kleinere  Krüm- 
mung als  kleine  Kreise.  Für  eine  Nadelspitze  ist  p  =  0,  also 
K  =  oo. 

Eine  andere,  sehr  anschauliche  Erklärung  für  das  Maß  der 
Krümmung  an  irgendeiner  Stelle  der  Kurve  ergibt  sich  durch 
Festlegang  der  Rieht ungsänderung  beim  Übergang  von  P 
nach  Pi  (Abb.  180). 
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Die  Kurve   selbst  ist   gegeben   durch  ihre  Gleichung,  z.  B. 

1  a 

y  =  -^  [e'^  +  e~^]     oder     y  =  —   oder  allgemein: 

y  =  f(x). 

Zwei  sehr  nahe  gelegene  Punkte  P  und  P^  sind  bestimmt 
durch  ihre  Koordinaten  xy  und  x^y^.  Die  Richtung  in  P  ist  ge- 
geben durch  den  Winkel  a,  welchen  die  Kurventangente  in  P  mit 
der  +  Richtung  der  x- Achse  bildet;  entsprechend  ist  die  Richtung 
in  Pi  festgelegt  durch  «j.     Nun  ist  a^  =  a  +  A  a. 

Je  größer  Aa  für  das  sehr  kleine  Kurvenstückchen  PPj  wird^ 

desto  stärker  muß  an  der  betreffenden  Stelle  die  Krümmung  sein» 

Wir  nennen  das  Verhältnis: 

Aa 

-=r =r— -  =  Krümmung  K  für  PP,. 

Bogen  FPi  ^ 

Rückt   nun   P^   immer   mehr   und    mehr    auf  P  zu,    bis  es 

Nachbarpunkt    von    P    geworden    ist,    dann    geht    das    endliche 

Kurvenstückchen    PP^    über    in    ein    unendlich    kleines    Bogen- 

element  ds,  für  welches  gilt: 


ds 


:  |/"dx2  +  dy2  =1X1  +(-^)'  •  dx  -  Kl  +  y^*  •  dx. 

Gleichzeitig  geht  Aa  über  in  da,  und  wir  haben  jetzt  erst 
den  genauen  Wert  für  die  Krümmung   in  P   in   dem  Ausdruck: 


ds 

da 
da                          dx 

|/"l+y'«dx          Kl +7'" 

Da  die  Kurve  gegeben  durch  y  =  f(x),   so   ist   der  Nenner 
dieses  Bruchs  vollständig  bestimmt.     Es  handelt   sich  nur  noch 

darum,  festzulegen,  wie  groß  -7 —  ist.     Wir  müssen  also  einen 

Li  ^ 

Übergang  von  a  nach  x  herstellen.     Das  ist  aber  sehr  einfach; 

dv 

denn  aus  y  =  f  (x)  folgt  f  (x)  =  -^  =  y/  =  tg  a;  folglich: 

a  =  arctg  (-^  j  =  arctg  (yO  =  arctg  [f^  (x)]  = 

=  Funktion  einer  Fanktion  von  x» 
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Jetzt  ist  es  möglich,  den  gewünschten  Übergang  von  da 
nach  dx  herzustellen,  indem  man  die  Gleichung  a  =  arctg  [f^(x)]  = 
=  arctg  (z)  differenziert  unter  Benützung  der  Gleichung : 

da         dadz  1  ,  1  m,/s 

P(x). 


dx 


dz      dx 


%'  = 


1  +  z«     "         l+[f'(x)]» 

Oder  einfacher,  indena  wir  f^(x)  =  y'  =  p  und  f'^(x)  =  y^^  =  q 
setzen  und  in  E  substituieren: 


<1 

^                                                                              s 

[1  +  pT 

[l+y/«].^l+y/.                     [1+y/»]« 

Also  Krümmungsradius  für  die  betreffende  Stelle: 


Für  Höchst-  und  Mindestwerte  ist  y'  =  0 ;  also  dafür : 

K  =  y'/    und 
1 

Für  Wendepunkte  ist  y^^  =  0;  dafür  wird  also: 

K  =  0     und 

P  =CX5, 

auch  wenn  die  Wendetangente  parallel  zur  x- Achse  verlaufen  sollte. 
Sucht  man  zu  allen  Punkten  einer  gegebenen  Kurve  die  zu- 
gehörigen Krümmungsmittelpunkte,  so  entsteht  durch  deren  Ver- 
bindung eine  neue  Kurve,  welche  man  als  „Evolute^^  bezeichnet. 
Die  gegebene  Kurve  heißt  dann  die  „Evolvente^^.  Die  „Evolute*^ 
einer  Kurve  ist  also  der  Ort  der  Krttmmuugsmittelpnnkte.  Zu 
jeder  Evolnte  gibt  es  oo  viele  „Evolventen**.  Rolle  z.  B.  auf 
einem  Kreis  eine  Gerade  ab,  auf  der  verschiedene  Punkte  A,  B,  C 
markiert  sind.  Jeder  Punkt  beschreibt  eine  Evolvente.  (Kreis- 
evolvente !) 
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§  82.  Beispiele. 

1.)  K  und  p  für  eine  Gerade  ...  y  =  ax  -j-  b? 


r/   


a;     y^^  =  0;     also     K  =  0;     p  =  oo. 


2.)  K  und  p  für  Ellipse 


a 


2    t-    b2 


—  1  =  0  in  den  Scheitelpunkten? 


x=±a\ 

y=      Oj 


x=        0 


•  •  . 


K  = 

P  = 
-K  = 

P  = 


a 


b« 


a 
b 


a 

a 


s 


Probe  durch 
Konstruktion. 


3.)  y  =  (-g- xj  ;     dafür  wird     f  =  -^x;     f*=  (—  xj  , 


,// 


K  = 


y"  =  -q-.     Also  allgemein : 

4 


[l+y/2]*  [4  +  X«]« 

[4  +  x«]* 


=  f(x) 


Für  Scheitel,  wo  x  =  0,  ergibt  sich : 

4  1 


K  = 


(4)' 


l    p  =  2. 
Dies  stimmt  auch  mit  dem  für   einen  Mindestwert   angegebenen 

Ausdruck :   K  =  y^^  =  -^. 

Und  der  Scheitel  ist  der  Mindestwert  der  gegebenen  Parabel. 

4.)y  =  x2;     p  =  y^  =  2x;     p2  =  4x2; 

q  =  y^^  =  2. 
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Ffir  Scheitel: 


Allgemein :     K  = 


K  =  y''  =  2, 
1 

q       _ 


3_  ~     T  -  f  W- 

2  1 


Für  X  =  2  .  .  .  K  =  — 

[1  +  16p         35,04 
p  =  35,04. 

Man  sieht,   daß  E   und  p  Funktionen  von  x  sind,   d.  h.  sie 
ändern  sich  mit  x. 

5.)y  =  e"=;     p  =  y'  =  e'';     p«  =  e*=', 

q  =  y/''  =  e'' ,  also  für  beliebige  Stelle : 

e» 


q       _ 

8 

[l  +  e"]«- 

rA 

e" 

[l  +  e«^]« 


Für  X  =  0  wird  p  =   ^^  "^  ^-*'  =  2  •  |/2  = 


OO 


2,828. 


)-t[ 


e^  -j-  e~  * 


I  ^  Kettenlinie ; 


p  =  y/  =  -i  p  -  e-»]  ;     V'  =  Y  P"  -  2  +  ^■'*^]  ' 
q  =  y//  =  — .le''  +  e-''J. 

Durch    Einsetzen    dieser    Werte    und    einige    Umformungen 
ergibt  sich  allgemein: 


K  = 


q 


|[e^  +  e-^] 


[i  +  p^^     [y(«''  +  «-^)]'t[^'  +  ^"'] 


[^(e^  +  e-)] 


=  7f;   p  =  r. 
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Für  X  =  0  wird  y  =  1,  also  für  den  Scheitel : 

K  =  ^  =  l     und     p  =  l. 

Da   für  den  Scheitel  auch  die  Tangente  wagrecht  und  dem- 
gemäß y  =  0,  so  muß  zur  Probe  auch  sein : 


K 


=  y''=y  [e^  +  e--]^^  =1. 


7.)  y  =  sin  x;     y^  =  p  =  cos  x;     p^  =  cos^  x, 


y^^  =  q  =  —  sin  X ; 


also  für  eine  beliebige  Stelle: 


8 


^ q  —  sin  X        ^         [l  +  cos^x]* 

[1  +  p«]"»"         [1  +  cos  2  xp  -  sin  X 

7c        3  5 

Für  Höchst-  und  Mindestwerte ,   also   x  =  -^ ,  -^  ir ,  —  ^r 

wird,  abgesehen  vom  Vorzeichen:  sinx=l;  cosx  =  0;  also: 

p  =  l     und     K=l. 

8.)  y  =  sin(2x);     p  =  2-cos(2x);     p*=  4  •  cos*  (2x); 

q  =  —  4  •  sin  (2  x) ;  folglich  wird  für  eine 
beliebige  Stelle: 

_   [l  +  4.cos«(2x)r  , 
^""         -4.sin(2x) 

TZ  1 

für  X  =  0  wird  p  =  oo:  x  =  -r  ...  p  = —- 

4  4 

§  83.  Gleichung  der  elastischen  Linie  (Biegungskurve). 

Ist  das  Biegungsmoment  Mb  in  einem  bestimmten  Punkt 
eines  belasteten  Trägers  bekannt,  dann  ist  es  möglich,  die  Krüm- 
mung des  Trägers  in  jenem  Punkt  zu  berechnen,  vorausgesetzt, 
daß  der  Träger  bei  der  Last  0  gerade  war.  Die  Durchbiegung 
eines  solchen  Trägers  ist  in  Abb.  181  angedeutet. 

Ist   a  =:  Dehnungskoeffizient   des   Materials  =  Änderung  der 
Längeneinheit  für  das  Kilogramm  Belastung;  J  =  Trägheitsmoment   . 
des  Querschnitts;    dann  ist  die  Krümmung  K  direkt  proportional   | 
dem  biegenden  Moment  Mb  und  direkt  proportional  dem  Dehnungs- 
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koeffizienten  a;  dagegen  umgekehrt  proportional  dem  Trägheits- 
moment  J,  so  daß  die  Gleichung  besteht: 


woraus  Mb  = 


KJ 


a 


a 


K. 


Zur  Ableitung  der  Gleichung  für  die  elastische  Linie. 


Setzen  wir  —  =  E  =  Elastizitätsmodul  des  Materials  =  jener 

OL 

Spannung,  welche  einen  Stab  von  1  qcm  Querschnitt  um  seine 
eigene  Länge  verlängern  würde,  und  K  =  — ,  wo  p  =  Krümmungs- 
halbmesser der  elastischen  Linie  (neutrale  Faser),  so  können  wir 
auch  schreiben: 


wo  wieder  p  =  -^= f- 


Da  die  elastische  Linie  nur  wenig  von  der  Horizontalen  ab- 
weicht, so  wird  y  sehr  klein,  also  y^*  erst  recht  klein;  deshalb 
kann  y^^  in  dem  Ausdruck  für  p  bei  praktisch  znlässigen  Fällen 
gegenüber  1  vernachlässigt  werden,  so  daß  wir  schreiben  können: 


also 


eingesetzt,  ergibt 


Mh  = 


J      d'y         T    T^     d2y       ^ 

^  =  J  •  E  •  -^-4r  oder : 


a     dx 


dx 


2 


allgemeinste  Gleichung  der  elastischen 
Linie  (Biegungskurve). 
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XIII.  Kapitel:  Krümmung  und  Krümmungsradius. 


§  84.  Einige  Fälle  bestimmter  Belastungen. 

1.)  Ein  wagrechter  Träger  von  1  cm  Länge  ist  an  einem 
Ende  eingespannt  und  am  freien  Ende  mit  P  kg  belastet.  Außer- 
dem trägt  derselbe  noch  eine  gleichmäßig  über  seine  ganze  Länge 
verteilte  Belastung  von  q  kg  pro  cm,  also  im  ganzen  von 
Q  =  q-lkg  (Abb.  182),  wobei  in  q-1  das  Eigengewicht  ein- 
begriflfen  sein  soll.  — 

Wie   groß   ist   die  Durchbiegung  Vmax  =  f  ani  freien  Ende? 

Abb.  182. 


i 


tSLl 


-X' 


'fl'Xj 


IIP 


Größte  Durchbiegung  für  einseitig  eingespannten  Träger  mit  gleichmäßig  verteilter 

Last  und  Einzellast  am  freien  Ende. 

._^        _  [8P-f  8Q]-1^ 
^  -  ymax  -        24  .  J  .  E       * 

Lösung :  Für  den  beliebigen  Querschnitt  C  C,  welcher  um  x  cm 
von  der  Einspannungsstelle  absteht,  gilt: 

Den  größten  Wert  erlangt  Mb  für  x  =  0,  nämlich: 

Demnach  findet  die  stärkste  Anstrengung  im  Querschnitt  der 
Einspannungsstelle  AA  statt.     Für  die  elastische  Linie    gilt  nun     j 
allgemein  für  unseren  Fall: 


■^-=  jV-[p-^^-^)  +  ^--^^^]- 


dx^*         JE 
Integrieren  wir  auf  beiden  Seiten,  so  ergibt  sich: 


"57=  jTe"L'V"~^;'^"2"V'"~'"  "^'3 

wenn  c  =  Integrationskonstante.     Probe  durch  DiflFerenzieren! 
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Da   nun   am   eingespannten  Ende   keine  Neigung  stattfinden 

dy 
kann,  so  muß  für  x  =  0  auch  -^  =  0  sein,   woraus  durch  Ein« 
'  dx 

dy 
setzen   dieser  Werte   in   die  Gleichung   für  -p-  folgt,   daß  auch 

0  =  0  ist ;  folglich  für  unseren  Belastungsfall : 

Hieraus  läßt  sich  für  jeden  Punkt  der  elastischen  Linie  der 
Winkel  berechnen,  welchen  die  Tangente  an  letzterer  in  dem  be- 
treffenden Punkt  mit  der  ursprünglichen,  geraden  Stabachse  ein- 
schließt. Beispielsweise  findet  sich  für  das  freie  Ende  B  (vgL 
Abb.  181)  dieser  <^  ß  mit  x  =  1  zu: 

'^'^ = fö]  „„,  =  -^  •  [^ + 1]  ■  '■  (8»»°> 

und  aogenähert,  da  es  sich  nur  um  sehr  kleine  Winkel  ß  handelt^ 
für  welche  tgß  =  ß  gesetzt  werden  darf: 

ß  =  2.].E  •  [^  +  t]  ■  ^*  (angenähert). 

Unter  Beachtung,  daß  am  Einspannungsquerschnitt  keine 
Durchbiegung  stattfinden  kann,  daß  also  für  x  =  0  auch  y  =  0 
ist,  ergibt  sich  aus  I.  durch  nochmalige  Integration  die  Gleichung^ 
der  elastischen  Linie  für  unseren  Fall  zu: 

Die  Durchbiegung  ymax  des  freien  Endes  beträgt,  da  hierfür 
X  =  1  ist : 

[8P  +  3Q]   1» 
~        24  J   E        • 

2,)  Setzen  wir  Q  =  0,  d.  h.  wird  unter  Vernachlässigung  dea 
Eigengewichts  der  Balken  nur  mit  einer  Einzellast  P  am  freien 
Ende  belastet,  so  ergibt  sich  dafür: 

f  =  y«„  =  -^j^  (Abb.  183). 
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Abb.  183. 
l 


Orößte  Durchbiegung  für  einseitig  eingespannten  Träger  mit  Einzellast  am  freien 

Ende :  f  =  y^ax  =  ItJTe- 

3.)  Nehmen  wir  dagegen  P  weg  und  belasten  den  Balken 
nur  über  seine  ganze  Länge  gleichmäßig  mit  q  kg  pro  cm,  so 
ivird,  weil  q  •  1  =  Q : 


f  =  y 


max 


i 


1 


Abb.  184. 
Q-ql 


(Abb.  184). 


'  ' I  I  I  I  I  M  I  I  I  I    I 


Orößte  Durchbiegung  für  einseitig  eingespannten  Träger  mit  gleichmäßig  über  die 

Q  •  1» 
ganze  Länge  verteilter  Last:  f  =  yinax=  q    t   fr- 

Man  leite  die  GleichungeD  für  2.)  und  3.)  einzeln,  wie  unter  1.)  ab! 

4.)  In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  einen  Träger  von  der 

Länge   1  cm,    der   an   beiden  Enden   frei   unterstützt   und   in  der 

Mitte   mit  einer  Einzellast   von  P  kg  belastet  ist,    für   die  Mitte: 

p.p 


1  —  yniax  — 


48   J   E 


(Abb.  185). 


Größte  Durchbiegung  für  einen  an  beiden  Enden  frei  aufliegenden  Träger  mit  Eiuzel- 

last  in  der  Mitte :  f  =  yj^ax  =    ^%    z   Y  ' 
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Die  Auflagerdrücke  sind  beide  gleich  -^.  um  f  zu  be- 
rechnen,  denkt  man  sich  die  eine  Hälfte  des  Balkens,  z.  B.  AC, 
fest    einzementiert   und    die  andere,    wagrecht  um  -^r- 1  hervor- 

ragende  Hälfte,  am  freien  Ende  durch  eine  Kraft  —  P  nach  auf- 
wärts gebogen.  Dann  würde  B  um  f  höher  liegen  als  C.  Wir 
können  deshalb  für  f  die  unter  2.)   gefundene  Formel  benützen, 


indem  wir  statt  1  nur  -^  1  und  statt  P  nur 


f  = 


2 


P. 


(t')^ 


PI 


J_ 

16 


2 
P-1» 


P  setzen;    also: 


3.J.E'  ^•^•^^^T6 


3  •  J  •  E  48  •  J  .  E 

von  der  unter  2.)  gefundenen  größten  Durchbiegung  bei  gleichem 
1  und  gleichem  P. 

5.)  Ganz  genau  so  berechnet  man  f  für  einen  an  beiden  Enden 
aufliegenden,  über  die  ganze  Länge  gleichmäßig  mit  q  kg  pro 
cm  belasteten  Träger.  Man  denke  sich  wieder  die  eine  Hälfte 
des  Trägers  einzementiert. 

Hier  wirkt  dann  am  freien  Ende  nach  aufwärts  eine  Einzel- 
last -^r-,  und  außerdem  eine  gleichmäßige  Last  -^über  die  halbe 
Länge  abwärts,  so  daß  wir  durch  Vereinigung  von  2.  und  3.  erhalten: 

f  =ymax  = 


(t) 


(4-) 


3  •  J  •  E 
Ql» 


Ql 

8JE  16J 

5       Q  P        5 


16J-E     24       384     J-£        48 
von  dem  unter  3.)  gefundenen  f  (Abb.  186). 


Abb.  186. 


•B     Ls        8j 
QP         _J_ 

'^"~  10 


8  •  J  •  E 


Jrößte  Durchbiegung  für  einen  an  beiden  Enden  frei  aufliegenden  Träger  mit  gleich- 

6       0  •  1^ 
mäßig  über  die  ganze  Länge  verteilter  Last :  f  =  ymax  =  ~r~ '   7"^^* 


Häfne.r,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 
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XIV.  Kapitel. 


§  85.  Funktionen  von  der  Form:  x  =  tp(t);  y  =  (|)(t). 

Wir  wollen  einige  Beispiele  behandeln,  bei  denen  die  beiden 
Veränderlichen  x  und  j  nicht  in  einem  unmittelbaren,  direkten 
Abhängigkeitsverhältnis  zueinander  vorkommen,  sondern  wo  diese 
Abhängigkeit  Termittelt  wird  durch  eine  dritte  Veränderliclie  t^ 
indem  man  schreibt:  x  =  y(t)  und  y  =  (|)(t). 

Daß  auch  hier  x  eine  Funktion  von  y  und  umgekehrt  y  eine 
Punktion  von  x  ist,  dürfte  ohne  weiteres  klar  sein.  Gelingt  es^ 
aus  einer  der  gegebenen  Beziehungen  den  Wert  für  t  zu  er- 
mitteln, so  kann  er  in  die  andere  eingesetzt  werden,  wodurch 
man  wieder  die  direkte  Beziehung  zwischen  x  und  y  erhält. 

1.  Beispiel.     Es  sei    I.)  x  =  <p(t)  =  2t  —  5, 

IL)   y  =  (Kt)  =  4t2-45. 


Aus  I.) 

x  +  5 


t  = 


—  eingesetzt  in  II.  .  .  . 


y  ==  4  •  {''2)   -  45  =  x2  +  lOx  -  20  ==  f  (x). 

Wir  haben  also  in  der  letzten  Gleichung  die  unmittelbare 
Beziehung  zwischen  y  und  x  und  erkennen,  daß  das  Schaubild 
für  y  =  x^-j-  lOx  —  20  eine  Parabel  ergibt  mit: 


x  =  -2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

+  3 

y--36 

-29 

-20 

-9 

+  4 

+  19 

Genau  dieselbe  Kurve  erhalten  wir  auch  mittels  der  ge- 
gebenen Gleichunj^en  I.  und  II.,  indem  wir  der  eigentlichen,  un- 
abhän<<igen  Veränderlichen  t  beliebige  Werte  beilegen  und  dann 
die  zusammengehörigen  Werte  von  x  und  y  berechnen.    Sei  z.  B. 


§  85.    Funktionen  voh  der  Form ;  x  =  y  (t) ;  y  =  (]j  (t). 


t  = 

3 
2 

dann 

ans  I.) 

x  = 

-2 

und  1 

Eins 

IL) 

y  = 

-36 

2 

6 
2 

3 

7 
2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

-29 

-20 

-9 

+  4 

Dies  ergibt  aber  genau  dieselbe  Kurve. 

Es  ist  also  ganz  gleichgültig,  ob  wir  schreiben: 

IL)  y  =  !!*"- 45    }odery  =  x»  +  10x-20. 

4 

2.  Beispiel.     Es  sei    I.)  x  =  r  •  cos  t 

II.)  y  =  r  •  sin  t 


(Abb.  187). 
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+  3 
+  19 


y'rsvrit 


J^x 


Gleichnng  des  Kreises  in  der  Form :  x  =  r  •  cos  t ;  y  =  r  •  sin  t. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  wovon  man  sich  ohne 
weiteres  überzeugt,  indem  man  t  von  0  bis  27c  verändert  und  die 
zugehörigen  Werte  von  x  und  y  im  Achsenkreuz  aufträgt. 

Schneller  kommt  man  zu  der  Überzeugung,  indem  man  beide 
Gleichungen  quadriert  und  addiert;  dann  ergibt  sich: 

x^  +  j^  =  r^»cos*t  +  r*«sin*t  =  r*  -(sin^t-l-  cos^t)  =  r*  = 
=  Kreis  mit  r  um  Pol ! 

3.  Beispiel.     Sei    I.)x  =  a-costl    (^\^  jgS) 

II.)  y  =  b  •  sin  t  j 
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Dies  ist  die  Oleichung  einer  Ellipse  mit  der  großen  Halb- 
achse a  und  der  kleinen  Halbachse  b. 

Man  stelle  I.  in  Verbindung  mit  IL  graphisch  dar,  indem 
man  t  von  0  bis  27c  verändert. 

Oder  so: 

y  =  b-8int  =  b.Kl-co8n  =  b-]/"'-^^-;""**i-= 

= l^a^— a'*-cos*t  = |/^a*  — x^,    weil   x  =  acost. 

a  a 


Abb.  188. 


'Uipsenpunkb 


Gleichung  der  Ellipse  in  der  Form:  x  =  a  •  cos  t;  y  =  b  •  sint. 


Beiderseits  quadriert  und  geordnet,  ergibt: 
x^ .  b^  +  y^  •  a.^  —  a^b^  =  0  .  .  .  dividiert  durch  a^b^ .  . . 

X^  y  2 

+  -^"2 1  =  0  =  Gleichung  der  Ellipse. 


a 


§  86.    Ableitung  des  Differentialquotienten  ^  für 

solche  Funktionen. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  aus  den  gegebenen  Beziehtingei 


X  =  y  (t)  und  y  =  <I»  (t)  den  D.Q.  „■ 


dy  „ 


dx 


findet  ? 


Lösung:  Wir  lassen  die  unabhängige  Veränderliche  t  und  it 


§  86.    Ableitung  des  Differentialquotienten. 
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auf  tj  wachsen;   dann   wächst  auch  x  =  ^(t)  auf  x^  =  y(ti)  und 
y  =  rp  (t)  auf  Ji  =  ^  (ti),  und  wir  erhalten : 


Ay 

y.ij 

-j 

't," 

t 

At 

Ax 

^1- 

—  X 

Xj 

—  X 

Ax 

dt 
dx 


ti  — t  At 

Da  nun  der  Übergang  von  tj  in  t  auch  denjenigen  Ton  x^ 
in  X  und  von  y^  in  y  zur  Folge  hat,  so  gehen  die  Diflferenzen- 
quotienten  der  letzten  Gleichung  gleichzeitig  in  Differential- 
quotienten über,  und  wir  erhalten: 

[yi-.y  "I        f-^n  *^ 
^      t       Ulim  Ui- 

Xx  — X      I  dt  =  ol    Ax      I  

ti-t  J     L  ^*  J  ^^ 

Diese  Gleichung  können  wir  noch  in  die  Form  bringen: 

dy  _  dy     dt 
dx  "~  dt     dx 

und  erkennen  darin  dieselbe  Formel,  wie  wir  sie  bei  Einführung 
der  HilfsTeränderlichen  z  erhielten  (s.  S.  223). 

dy 
1.  Beispiel.     Gesucht -3-=^,  wenn  gegeben: 


5, 


Es  ist 


dy  _ 


dt 
dx 
dt 


=  8t 


=  2 


dx 

I.)  x  =  2t 
II.)  y  =  4t»  -  45. 

_dy 
dy 


i  also  T —  = 


dx 


x  +  5 


dt 
dx 
dt 


8t 


=  ^^  =  4t. 


Da  nun  aus  I.)  t  = 
dieses  Wertes: 

dy  _  i  .    i  /  x  +  5 


,  so  ergibt  sich  durch  Einsetzen 


=  4-t  =  4.r- 


■) 


=  2x  +  10. 


dx       "   ■      '   \      2 

Wir  fanden  aber  auch  durch   Vereinigung  von  I.   und  IL 
(S.  434)  y  =  x«  +  10x  —  20,  woraus  direkt: 

dy 


dx 


=  2x  +  10  (wie  vorhin!) 
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2.  Beispiel.     L)  y  =  r  *  sin  t  ]      «.    . 

II.)  X  =  r  •  cos  t  j  "~  .  '  *  ' 

j2  _J.  y2  _  J.2  Q^gj.  J  =  +  [/^r^  —  x^ 


in- 

dt 
dx 


=  r  •  cos  t 


dt 


=  —  r  •  sin  t 


1      dy        dt 

also  -5 —  =  -^— 

dx         dx 


r  •  cos  t 
r  •  sin  t 


dt 


—  cotg  t  oder  = oder  =  — 


+I/"r2- 


Dasselbe    ergibt    sich    durch    direkte    Differenzierung   von 


y  =  4:|/r^  —  X*. 

3.  Beispiel.    I.)  y  =  b  •  sin  t 

II.)  X  =  a  •  cos  t 


2 


2 


=  Ellipse  . . .  — g-  + 


a 


.2 


1  =  0. 


dy  _ 


dt 
dx 
dt 


=  b  •  cos  t 


=  —  a  •  sin  t 


also 


dy 
dx 


dy 
dt 
dx 
dt 


b     cos  t 


a      sin  t 


= cotgt. 

a 


X 

Oder,  da  aus  den  gegebenen  Gleicbunjgen  ...  cos  t  =:  —  und 

a 

y 

sin  t  =  -r-  folgt,  so  können  wir  auch  schreiben : 


dy 
dx 


X 

a 


a 


b 


b«     X 

•    —   ■    ■  ■ 


a 


b    X (wie 

ä"+17P^^S.  259). 


§  87.    Ableitung  der  Gleichungen  der  gemeinen 

Zykloide. 

Definition :  Rollt  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie,  ohne  zu 
gleiten,  so  beschreibt  jeder  Punkt  des  Ereisumfangs  eine  gemeine 
Zykloide  (Abb.  189). 

0  X  =  X-Achse,  0  Y  =  y- Achse.  Rollt  der  Kreis  von  0  aus- 
gehend fort,  bis  sein  Mittelpunkt  M  nach  M^  und  der  erzeugende 


§  87.    Ableitung  der  Gleichungen  der  gemeinen  Zykloide.         43.9 


Punkt  0  nach  P  gekommen  ist,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Zykloide 
mit  den  Koordinaten  OQ  =  x  und  PQ  =  y. 

Ist  femer  B  der  abgerollte  Punkt  1  des  gegebenen  Kreises, 
so  nennt  man  den  Zentri-<i  PM^O  (=  OM  1)  den  Wälzungs- 
winkel;  dieser  wird  gemessen  durch  die  Länge  t  desjenigen  Kreis- 

Abb.  189. 


♦« 


Ableitung  der  Gleichungen  der  gemeinen  Zykloide. 


bogens,  welcher  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  demselben 
Zentri-<^  entspricht.  Ist  also  der  Radius  des  rollenden  Kreises  =  r, 
so  ist  der  Bogen  PB  =  r  •  t. 

Es  muß  aber  PB  gleich  der  Strecke  OB  sein,  auf  welcher 
der  Kreis  fortgerollt  ist,  um  aus  der  Anfangslage  in  die  neue 
Lage  zu  kommen.     Also  gilt:  PB  =  OB  =  r-t. 

Femer  ist  Q  B  =  P  D  =  r  •  sin  t,  folglich : 
I.)  X  =  OQ  =  OB  —  QB  =  r •  t  —  r •  sin t  =  r •  (t  —  sin t). 

Da  außerdem  BM^  =  r  und  DM^  =  r-cost,  so  wird: 
IL)  y  =  QP=:BD==BM^-DM^  =  r-rcost  =  r.(l-.cost). 

Aus  II.  ergibt  sich: 

r  —  y     .i_         ^ /  r  -  y 


cos  t  = 


•,  also  .  .  .  t  =  arccos  ( j 


und 


sint  =  I/^l  —  cos^t  = |/  2ry  —  y*    .  .  .  eingesetzt  in   I.  .  .  . 


Gleichung  der 
Zykloide. 


Hier  ist  also  x  als  Funktion  von  y  dargestellt. 
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Bei  den  Untersiichungen  über  die  Zykloide  ist  es  jedoeh  be- 
quemer, von  den  beiden  Qleichvngen  I.  und  II.  auszugehen.  Da- 
für ergibt  sich  dann: 

dy   _ 


, ,     =  r  •  sin  t 
dt 

=  r  •  (1  —  cos  t) 


also: 


dt 
d  y  r  •  sin  t 


dx        r-  (1  —  cost) 
2  .  sin  (i-)  cos  (1)        cos  (y) 


2  .  sin«  (-1)  sin  (|-) 


=  cotg  (f) . 


§  88.    Aufgaben  über  die  Zykloide. 

1.)  Wo  ist  der  Neigungswinkel  der  Zykloide  =  45  ®? 
Lösung:  Es  muß  tg  a  =  1  sein,  also: 

-p-  =  cotg  l-^\  =  1,  woraus  —  =  45  ^    also: 

I  t  =  90<>  j  Deutung! 

Der  betreffende  Kurvenpunkt  ist  in  Abb.  189  mit  A  bezeichnet 

2.)  Wo  ist  a  =  0  «? 

Es  muß  tg  a  =  0  sein,  also : 


dx 


=  cotg  (-^\  =  0,  woraus  y  =  90  ^    also  1    t  =  180 


Diese  zweite  Frage  hätten  wir  auch  so  stellen  können :  «Wo 
hat  die  Zykloide  ein  Maximum  ?** 

Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  brauchen  wir  to 
zweiten  Differentialquotienten  von  y  nach  x. 

Nun  war  y^  =  -p-  =  p  =cotg  (t;-);  daraus  ergibt  sich: 


_    d^y  dp    


r// 
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Da  aber  p  eine  Funktion  von  t  und  fc  eine  Funktion  yon  x 
ist,  so  muß  man  zur  Bildung  von  — p-  den  Satz  über  die  Funktion 
einer  Funktion  anwenden;  also: 

dp 


_  d»y  _  dp  _  dp     dt   _    dt 
dx*  ~  dx  ~  dt      dx  ~    dx  ' 

dp  _      1 


Nun  war  p  =  cotg(|-);  -^   ^^   ^       „     •   ./  t\  ' 

'^°    [-2} 


also  -77--  =  — 
dt 

2  •  sm 


dx 
ferner  war  x  ==  r  •  (t  —  sin  t) ;  also  -r-—  =  r  •  (1  —  cos  t) ; 

dt 

dp 


*i  r  k  «        d'y  dt 

folghch  q  =  -JiF  =  -d  ^ 


2  •  sin^  ("ö~)  •  r  •  (1  --  cos  t) 


dt 

-  1  -1 


2-sinM-2-)-r-fsin^— +COS*  — --cos^  — +  sin2— j      4r-8in*(  — J 

Ergänzung:   Zu  dem  gleichen  Ergebnis  kommt  man  auch 
auf  folgendem  Wege: 

Es  war  x  =  ^  (t)  und  y  =  ^^  (t) ;  ferner 
dy  dt  f  (t)        _       ,  1,  i.      j./  N 

p = -dT = "d^ = 7(tr = "'"'^' ""^  °°'^ ' = ^  ^^^- 

dt 

Um  also  q  =  — r^  =  —r^  •  -i: —  zu  erhalten,  ist  die  Brncli- 

dx         dt       dx 

(I)'(t) 

regel  anzuwenden.   —  Wir  bilden  aus  p  =  — 77-,-  zunächst 

<p'(t) 

_d_p_  _   y' (t)  ■  f  (t)  -  f'^  (t)  ■  Y  (t) 

dt  -  [f{t)y  ' 

dies  ist  noch  zu  multiplizieren  mit 


dx         _dx^         <p'(t)  ■ 
dt 
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Dann  ergibt  sich: 

_dp_  ^ _dt_  ^  jp_   dt       ?^ (t) •  <|>^^ (t)  -  y (t) Y^t) 

*       dx         _dx^         dt  '  dx  ['P'(t)]' 

dt 

Nun  war:    9^  (t)  =  -tt-  =  r  •  (1  —  cos  t);  also : 

f  ^^  (t)  =  -^-jY  =  r  •  sin  t  .  .  .  und 

dv 

Y  (t)  =  —f-  =  r  •  sin  t,  also: 
dt 

d'y 
V^  (t)  =  -TTY  =  r  •  cos  t;  eingesetzt  in  q  . . . 

d*y  r  -  (1  —  cos  t)  •  r  -  cos  t  —  r  ■  sin  t  -  r  •  sin  t  _ 

*"   dx«  ~  [r.(l-cost)]» 

__   (1  — •  cost)   cos t  —  sin^t  __  cos t— [sin't  +  cos* t]  _ 
[r  •  1  —  cos  t]  *  r  •  [1  —  cos  t]  * 

_        cos  t  —  1        _  (1  —  cos  t)      _      1 

~~   r-[l  — cost]**  ~~        r[l  — cost]*  ~~       r  •  [1  —  cost]* 

r.[2.sin«(-l)]  4r.siB^(i-) 

Wir  merken  uns  die  außerordentlich  wichtigen  Formeln: 
Ist  X  =  y  (t)  und  y  =  ^>  (t),  so  wird : 

_dy_ 

„  -  iZ.  _  _iL.  -Ai_  AL-  f(*)  „„^ 

'^^  dx  ~  _d^  ~  dt  ■  dx  ~  f(t) 

dt 

dp 


^  dp  ^   d«y  ^    dt    ^  f'(t)y'(t)-Y(t)-f''(t) 
*""  dx  -  dx«  ~  _d^  ~  [?'(t)]*  " 

dt 

dx     d*y        dy     d*x 


dt      dt«         dt      dt'  dxd»y  — dyd'x 

dxy  ~  (dx)» 

dt  j 


{ 
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Jetzt  können  wir   das  Maximum  der  Zykloide  bestimmen. 

dy 
Es  muß  -—-  =  0  sein  und  für   die   zugehörigen  Werte  gleicli- 

d^y 
zeitig     -  •;    negaÜT  werden, 
dx" 

Es  war  -^  =  cotg ( y  j ;  dies  wird  =  0  für -~=  90^  270<>usw. 

d*y                       1 
Ferner  -= — g-  = ;  dieser  Ausdruck  kann  gar 

4r  •  sin*(-^j 

nicht  positiv  werden.     Warum? 

dy 
Deshalb  muß  überall,  wo  -j^  =  0  ist,   ein  Maximum   vor- 

dx 

liegen,  also  bei  ...  4"  =  90^  270^  usw.,  d.  h.  bei  t  =  180^  540^, 

900«  usw. 

Wie  verlaufen  die  y^-  und  die  y'^'-Kurven  der  Zykloide? 
3.)  Unter  welchem  <:^  schneidet  die  Zykloide  die  x- Achse? 
Für  die  betreffenden  Punkte  ist: 

t  =  0,  3600,  7200  usw.;  also  aus: 

tga  =  -j^  =  ^ötg^^)  wird  für  t  =  0^,  360^  usw.  .  .  . 

tga  =  cotgl -^1  =  cotg  (0)  =  00,  woraus: 

OL  =  900. 
Die  Zykloide  schneidet  also  die  X-Achse  senkrecht. 

4.)  Wie  groß  ist  x  und  y  für  a  =  4S^  d.  h.  für  t  =  -^? 

X  ==  r  •  (t  —  sin  t)  ==  r  •  (-|-  ~  1)  =  ^  0,57  .  .  r 

y  =  r  •  (1  —  cos  t)  =  r  •  I  1  —  cos  -^  j  =  r. 
5.)  Wie  lang  ist  ein  Zykloidenbogen  ? 

s=/ds  =  /Kdx«  +  dy«=   /l/^l+(4^V-dx  = 


=  /  KT+y^dx. 
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Einiges  aus  der  Wärmelehre. 

§  89.   Die  wichtigsten  Orandgesetze. 

Das  Mariottesche  Gesetz  (1667)  lautet:  Bei  gleichbleibender 
Temperatar  verhalten  sich  die  Yolamina  einer  Gasmenge  um- 
gekehrt wie  die  Drucl^e,  also: 


I.)  .  .  . 


V, 


P« 


Wenn  Temperatur 
konstant! 


Beispiel:  2000  Liter  Sauerstoff  von  1  Atm.  bei  konstanter 
Temperatur  in  Gefäß  von  25  Litern  zu  pressen.     Druck? 

_   Pi^i    _    1-2000 


Aus  L)  .  .  .  P2  = 


v^  25 


=  80  Atm. 


Nun  wies  Gay-Lussac  (1802)  nach,  daß  alle  Gase  denselben 

AusdehnungslioefOzienten  a  =  -^r^r^  haben,  vorausgesetzt, 

bei  der  Ausdehnung  der  Draek  konstant  bleibt;  also  gilt  dafür 
das  gewöhnliche  Ausdehnungsgesetz: 

Tt  =:  Vo  •  (1  +  a .  t)  .  .  .  Vo  =  Vol.  bei  0«  C.  und  760  mm  Hg. 

vt  =  Vol.  bei    t«  C.  und  7ö0  mm  Hg. 

Sind  Vj  und  Vg  die  Volumina   bei   den  Temperaturen   t^^  C» 
bzw.  tg^  C,  so  wird: 

^1  =  Vo  •  (1  +  a  .  ti)    und    V2  =  Vo  •  (1  +  a  •  i^\ 

woraus  durch  Division: 

1 


V,  _    1  +  «'t,    _    g  "^^^   _   273  +  i,    _   T, 


1  +  a  .  i 


1 


a 


+  t. 


27a  + 1 


T, 


wo 
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4iZ 


T  =  (273  + 1«  Cels.)  =  absolute  Temperator.    Also  folgt  das 
Gay-Lnssacsche  Gesetz: 


n.) . . . 


T.  T. 


i 


Wenn  Druck 
konstant ! 


In  Worten? 


Beispiel:  Bei  87 <>  Gels,  sei  ein  Gasvolumen  =  1  cbm.    Wie 
groß  ist  es  bei  —  IS«  Gels.? 

Ti  =  273  +  87  =  360«;  T,  =  273  —  13«  =  260»,  also: 


T«  =  Vi 


Ti 


2     


=  1 


260 
3(50 


=  0,72222  cbm. 


Nun  sei  1  kg  eines  Gases  in  einem  mit  Kolben  abgeschlossenen 
Zylinder  vorhanden,  z.  B.  1  kg  Luft.  Bei  dem  Normaldruck 
Po  =  760  mm  Hg  und  einer  Temperatur  von  to  =  0®  C.  hat 
dann  dieses  Kilogramm  Luft  ein  ganz  bestimmtes  Volumen  Vq  cbm 
(=  spezifisches  Volumen). 

Erhöhen  wir  jetzt  den  Druck  auf  p,  indem  wir  den  Kolben 
langsam  hereinpressen,  während  die  Temperatar  konstant  =  0^ 
bleibt,  so  nimmt  das  Gas  ein  kleineres  Volumen  v^  an,  welches 
sich  nach  dem  Mariotteschen  Gesetz  berechnet  aus  der  Beziehung : 


_  Po 


also 


P 

bei 
O'C. 

Jetzt  erwärmen  wir  das  Gas,  das  ein  Volumen  v^  besitzt, 
von  0°  auf  t®  und  sorgen  dafür,  daß  der  vorhin  hergestellte 
Druck  p  =  konstant  bleibt  (indem  wir  den  Kolben  arbeitver- 
richtend sich  vorwärts  bewegen  lassen);  dann  vergrößert  sich  v^ 
auf  ▼,  und  zwar  ist  nach  dem  Gay-Lussacschen  Gesetz: 


T 


273  +  t 


y'   ~   To  ~   273   '  ""' 

273  4- 1    p„v„ 
273       p 

au» . 

T 
273 

P      273 

oder: 
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Ebenso  einfach  ist  folgende  Ableitung: 


7  =  v/.(l  +  avt)  = 


P«  •  Vn 


( l  -f  OL'i)    oder : 


I  P '  V  =  Po  •  Vq  •  (1  +  «  •  t)| 
1 


Da  aber  a  =  ,  so  folgt : 


•  V  =  Po  •  Vo ^7^^^ —  =     o7»^     •  v2-7d  +  t)  =     ,.„Q     •  r 


273  273 

(wie  zuerst!). 


273 


Setzen  wir  noch 


allgemein : 


^-^  =  R  I  =  Gaskonstante,  so  wird 


273 


p.v  =  RT 


=  Gay-Lussac-Mariottesches   Gesetz   in   allge- 
meinster  Form  =  Züstandsgleichnng  der  Gase. 

Hat  die  gleiche  Menge  Gas  den  Druck  p^,  das  Volumen  y^ 
und  die  absolute  Temperatur  Tj,  so  gilt: 

j  Pi •  Vj  =  B •  Ti  I     (woraus  auch  R  =  — ir^). 

Beim  Druck   pg,   dem  Vol.  Vj   und   der   absoluten   Tempe- 
ratur Tg  gilt: 

|p,    y,=^RT,|     (woraus  R  =  -£|r^). 

Dividieren  wir  beide  Gleichungen  durcheinander,  so  folgt: 


PjT,   _  R^T,  _   T, 


Ps^ 


8    'X 


KT 


s 


T 


oder 


2 


(in  Worten?) 


oder  .  .  . 


Pi'^i    _    P»  V»    _  Pn-Vn    _    Po  Vq    _ 


'i\ 


T. 


T, 


^l^ 


=  R 


0 


Lassen  wir  x^  =  \^=z  konstant^  so  gilt: 


P.         T, 
P2          T, 

Wenn  Volumen 

• 

konstant ! 

In  Worten? 


§  89.    Die  wichtigsten  Grundgesetze. 
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Lassen  wir  p^  =  Pi  ==  konstant,  so  ergibt  sich  wieder 


Vj  _  T,   I  Wenn  Druck 
Vj  ~"  Tj  I     konstant! 


In  Worten? 


▼l       p» 

V«      Pl 

Wenn  Temp. 
konstant! 

Lassen  wir  T^  =  T^  =  konstant,  dann  folgt : 


In  Worten? 


B  =  ^"  ^"  hat  für  jedes  Gas  einen  besonderen  konstanten 

Werty  der  sich  leicht  berechnen  läßt;  denn: 

Vq  =  Volumen  in  cbm  von  1  kg  des  Gases  bei  0^  und  760  mm  Hg 
und  Po  =  Normaldruck  von  760  mm  Quecksilber  =  10333  kg 
pro  qm. 

Für  Luft  ist  z.  B.  das  spezifische  Gewicht  (bei  0®  G.  und 
760  mm)  t„  =  1,293  d.  h.  1  cbm  Luft  wiegt  (bei  0»  und  760  mm) 
1,293  kg.  Also  spezifisches  Volumen  (=  Volumen  von  1  kg  Luft 
bei  00  und  760  mm  Hg): 

_   1   _ 


Tc         1,293 


=  0,773  cbm  pro  kg;    folglich  wird: 


For  L.«  . . .  E  =  ^  =  i»?H^  =  29,8,. 
Demnach  lautet  die  Znstandsglelchung  fttr  Lnft: 


I  p   V  =  29,27    T  I 


Bequemer  berechnet  sich  R,  wenn  man  statt  Vq  den  Wert  — 

To 

einsetzt,    da    man  in   den  technischen  Tabellen  die  Werte  für  Yq 
der  verschiedenen  Gase  findet.     Dann  folgt  allgemein: 


p,       ^    10333 
273  •  T„         273  ■  t. 


Es  ist  z.  B.  für: 
Wasserstoff  y«  =  0,0896  . . .  also  B  = 


10333 


273  •  0,0896 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


432,6 

29 
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Sanerstoff  t«  =  1,4298  . . .  also  R  =  273   i  4298  =  ^'*' 

Stickstoff  Yo  =  1.2562  ...  also  R  =   27^^12562   =  ^'*^ 

1 0  ^s*^ 
Stickoxyd  Yo  =  1,3428  . . .  also  R  =  27a    1.3428  =  ^^'^^ 

■lAOQO 

Kohlenoxyd  Yo  =  1,2509  ...  also  R  =  273 . 1,2509  =  ^''^* 
also  auch: 


Zastandsgleichung  des  Wasserstoflfs  .    .  [  p  •  v  =  422,6  >  T 


Sauerstoffs     .  .  .  jp- v  =  26,47  T 


„    Stiekstoflfs      .  .  .  1  p.v  =  30,13. tI 
„    Stickoxyds      .  .  .  1  p.v  =  28,19  T 


Kohlenoxyds  .  .  .  1  p  •  v  =  30,26  T  1 


Der  Znstand  eines  ruhenden  Gases  ist  demnach  t oll- 
ständig dnrch  Angabe  des  Drucks,  des  Yolnmens  und 
der  (absoluten)  Temperatur  bestimmt  (=  Zustandsgröfien). 
Jede  einzelne  dieser  Größen  ist  durch  die  beiden  anderen 
festgelegt.  Folglich  genügt  es  zur  Bestimmung  des  6as- 
zustandes,  wenn  man  nur  zwei  der  drei  Zustandsgröfien 
angibt. 

Es  ist  also: 

p-=f(T,  v); 

v  =  f(T,p); 

T  =  f(p,  v). 

Beispiele:  1.)  p  von  1  kg  atmosph.  Luft  bei  t  =  227^  C.  und 
v  =  0,73175  cbm? 

Lösung:  T  =  273  +  t  =  273  +  227  =  500. 
Für  Luft:  p-v  =  29,27- T,  woraus: 

29,27-500  ^r.r.r.r.^       ,  ^  i_     , 

P  -      ojsnr^      =  -Ö ^^^  ^Slm  =  2  kg/qem. 


§  90.    Erklärung  einiger  Begriffe.  451 

2.)  T  yon   1  kg  atmosph.  Luft  bei  p  =  50  OQO  kg/qm  und 

t  =  1.27«C:?    (T  =  400) 

29,27-400        ,,o9.<„    . 
^  =       50000       =--  ^^^^^^  "*'"'• 

3.)  t  von  1  kg  atmosph.  Luft  bei  p  =  20  000  kg/qm  und 
V-- 0,073175? 

20  000. 0,073175        ^.,      ,   ,   ^^^ 
= 29^7 ^  --  50«  ...  t  +  273,  woraus 

t  -  -  2230. 

Man    stelle    die    Zustandskurven    dar    für    1   kg    Luft    bei 
T--5000;  450«;  400^  350^;  300^  283«  absolut. 
Anleitung :  Für  T  ^  500  —  konst.  wird : 

p  .  V  =  R  •  T  --  29,27  .  500  =-  14635  ;  also  z.  B. 

14635 

V  ^ —-  1  (p). 

p 

Man  ändere  p  von   0  bis  oo;   es   ergibt  sich   eine   gleichseitige 
Hyperbel  (Isotherme). 

Man  löse  die  gleichen  Aufgaben  auch  für  andere  Gase. 
Mail  wähle  2  Zustandsgrößen  ganz  beliebig  und  berechne  die  3. 
Zuerst  p,  v;  dann  p,  T;  dann  v,  T. 

§  90.   Erklärung  einiger  Begriffe. 

Einheit  der  Wärmeinenge  ^  Kalorie  (Kai)  =  Wärme- 
einheit (W.E.)  —  diejenige  Wärmemenge,  welche  1  kg  Wasser 
bei  760  mm  Barometerstand  zugeführt  werden  muß,  damit  es  sich 
von  14,5  0  auf  15,5«  C.  erwärmt. 

Spezifische  Wärme  (Wärmekapazität)  c  ist  die  Wärmemenge 
in  Kalorien,  welche  1  kg  irgendeines  Stolfes  aufnimmt,  um 
seine  Temperatur  um  1«  C.  zu  steigern. 

Spezifische  Wärme  des  Wassers  —  1;  des  Eisens  —  0,11. 

Die  spezifische  Wärme  der  Gase  hängt  anfier  von  der  Natur 
des  Gases  auch  noch  davon  ab,  ob  man  das  Gas  bei  der  Wärme- 
zufuhr an  der  Ausdehnung  hindert  oder  nicht. 

Im  ersten  Fall,  wo  also  das  Volumen  der  eingeschlossenen 
Gasmenge  konstant  bleibt,  bezeichnen  wir  die  spezifische  Wärme 
mit  Ct. 
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Im  zweiten  Fall,  wo  der  auf  dem  Gras  lastende  Druck  kon- 
stant bleibt,  bezeichnen  wir  die  spezifische  Wärme  mit  Cp. 

Eingehende  Versuche  haben  ergeben,  daß  für  ein  und  das- 
selbe Gas  Cp  und  Cr  unter  sich  yerschieden  sind,  aber  konstant 
bleiben  unabhängig  von  der  Temperatur  (siehe  Tabelle). 


Bei 

konstantem 

Volumen 


Bei 

konstantem 

Druck 


Verhältnis 
beider 


X  =: 


Reine  atmosphärische  Laft 

Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff. 

Stickoxyd ....... 

Kohlenoxyd 


0,169 

0,238 

1,41 

2,412 

3,409 

1.41 

0,155 

j        0,218 

1,40 

0,173 

0,244 

1,41 

0,165 

0,232 

1,40 

0,174 

0,245 

1,41 

Man  sieht  also: 
I.)  Ct  stets  <<  Cp; 

2.)  Cp :  Ct  =  praktisch  konstanter  Wert  Ml;  d.  h.   man 

spart  rund  41  ^/o  an  Wärme,  wenn  man  das  Gas  an  der  Aus- 
dehnung verhindert.  Erklärung:  Bei  Temperaturerhöhung  des 
Gases  und  Ausdehnungsmöglichkeit  gibt  Gas  an  abschließenden, 
beweglichen  Kolben  Arbeit  ab,  welche  gleichwertig  einem  Teil 
der  zugeführten  Wärme  ist.  Rest  der  zugeführten  Wärme  setzt 
sich  in  innere  Arbeit  (Bewegung  der  Qasmoleküle  =  Schwingungs- 
arbeit) um. 


§  91.   Ableitung  der  Wärmegleichung. 

In  Zylinder  (Abb.  100),  der  von  beweglichem  Kolben  mit 
Querschnitt  Fcm^  abgeschlossen,  sei  1  kg  Gas;  Zylinder  ist  an- 
gefüllt bis  zu  einer  Höhe  x ;  dann  ist  Gasvolumen  v  =^  F  •  x. 

Gas  übt  auf  Kolben  eine  Kraft  Pkg  -=  F-p  aus. 

Bei  Verschiebung  des  Kolbens  um  dx  überträgt  Gas  an 
Kolben  eine  Arbeit  von: 

dL  —  Pdx  =p-(F-dx)       pdv. 


§  91.    Ableitang  der  Wärmegleichung. 


453 


Nun  besteht  zwisclien  aufgewandter  Wärme  Q  (in  Kai.)  und 
geleisteter  Arbeit  L  (in  mkg)  eine  bestimmte  Beziehung. 

Wärme    und    Arbeit    sind    einander 
gleichwertig. 

1  Kalorie  (W.E.)  -  424  mkg,  oder: 

1  nikg  = 


Abb.  190. 


424 


Kai. 


1 


J222    J 


^//yAVXAfxjyjyjyj 


djc 


t 

ß-pF 


T 

X 


Arbeitsleistuug  einer  eiii- 
geschlossenen  Gasmenge 
bei  Verschiebung  des  Kol- 
bens um  dx:  dL=P-dx 
=  p .  (F  •  d  X)  =  p  •  d  V. 


Setzen  wir    ^,.^   =A,    so  nennt  man 

4J4 

A    in   Kalorien    den   Wärmewert    der 
Arbeitseinheit; 

4-  ^  424  =  E  in  m\%  den  Arbeits- 
A 

wert  der  Wärmeeinheit. 

Q=rr  A    LJ    heißt: 

Zur  Erzeugung  Yon  L  mhg  sind  A  •  L  =  Q  Kalorien  notig. 

Wir  haben  erkannt,  daß  der  Zustand  eines  Gases  schon 
durch  zwei  Zustandsgrößen,  z.  B.  p  und  v^  und  die  fttr  das  be- 
treffende Gas  gültige  Zustandsgieichung  p  •  y  =  R  •  T  vollständig 
bestimmt  ist. 

Welche  Wärmemenge  muß  man  nun  einem  Kilogramm  Gas 
zuführen,  damit  es  eine  oo  kleine  Zustandsänderung  erfahre? 

Aus  der  Zustandsgieichung  folgt: 

p  •  y  =  konst.  •  p  •  v  =  f  (p,  v)  = 


T 


R 


=  Funktion  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen. 
Durch  teilweise  Differentiation  von  T  ergibt  sich  (siehe  S.  250) : 

ÖT  1  aT      ,  p 


9v 

K 

und: 

a'f 

1 

9p      " 

ß 

1  ft  T* 

p  .  .  .  beiderseits  mit  d  v  mult.  .  .  .    ^        d  v       „ 

0  V  K 


■  dv 


beiderseits  mit  d  p  mult.  . 


()T 


dp 


dp. 


ap    "^     R 

Bei  gleichzeitiger  Änderung  von  p  und  v  ergibt  sich  dann 
das  vollständige  Differential  von  T  als  die  Summe  der  teilweisen 
Differentiale  zu: 
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d.  b.:  die  gesamte  notwendige  Änderung  der  Gästemperatur 
um  d  T  zur  Herbeiführung  einer  oo  kleinen  Zustaridsänderung  ent- 
springt zwei  Ursachen,  welche  wir  uns  zeitlich  nacheinander 
eintreten  denken  können: 

1.)  Wir  lassen  zunächst  den  Drucl^  konstant  und  ändern 
nur  das  Yolumen  um  dr. 

2.)  Jetzt  lassen  wir  das  Volumen  auf  dem  erreichten  Wert 
stehen  und  ändern  nvr  den  Druck  um  dp  (Fig.  191). 


Abb.  191. 


\ 


\ 


äp 
p 


^^ 


^ 


i 


äv^ 


vt^äv 


Notwendige  Wärmemenge  zur  Herbeiführung  einer  oo  kleinen  Zustandsäuderung. 

Bei  der  1.  Änderung  um  dv  sei  eine  Wärmemenge  dQj  not- 
wendig gewesen;   dabei   ändert  sich  T  nur  partiell  nach  y   und 

9T     ,  p- 


zwar  um 


dv  =  —-•  dv. 


9v    :"         ß 

Da  hierbei  der  Druck  konstant  blieb,  so  kommt  die  dafür 
geltende  spezifische  Wärme  Cp  zur  Anwendung,  so  daß  sich  be- 
rechnet : 


dQi 


8T 


•  dv 


c, 


dr. 


9v     ~  "    « 

Bei  der  nun  folgenden  2.  Änderung  um  dp  sei  eine  Wärme- 
menge dQg  notwendig;  jetzt  bleibt  das  durch  die  erste  Wärme- 
zufuhr erreichte  Volumen  konstant^  so  daß  wir  zur  Berechnung 
von   dQg  die   spezifische  Wärme   Cy  einführen  müssen;   es   wird: 


dQ, 


Ct 


9T 
"9^ 


dp  =  Cy 


R 


dp. 
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Die  oo  kleine  Größe  2.  Ordnung  I  _ .  dp .  dv  i  darf  vern^ch- 

läsaigt  werden. 

Die  fär  die  totale  Zustandsänderung  um  dT  notwendige 
Wärmemenge  d  Q  ist  also  gleich  der  Summe  der  Wärmemengen, 
welche  für  die  partiellen  Zustandsänderungen.  nötig  waren,   also: 

dQ-dQ,  +  dQ,  =  ep  ^-dY  +  c—  dp. 

1 

Aus  dT  —  -5-  •  (p  dv  +  V  dp)  folgt  aber: 

V  p 

-:5-  •  dp  —  dT  —  -^'  dv,  so  daß  auch: 

=  Ot  dT  +  {Cf  -  c»)  4-  dT. 

« 

In  diesem  Ausdruck  stellt  offenbar  das  1.  Gliecl  (cy-  dTj  den- 
jenigen Betrag  an  aufgewandter  Wärme  dar,  welcher  die  Tempe- 
ratur des  Gases  erhöht,   während  das  2.  Ölied  I  ^  ^ ipdv 

diejenige  Wärmemenge  angibt,  welche  aufgewandt  werden  muß 
zur  Leistung  der  äofieren  Arbeit  dL  =  p  •  d  y.  Die  für  dL  mkg 
aufzuwendende  Wärmemenge  ist  also: 

Sie  ist  aber  auch: 

^^^•dL^AdL, 

so  daß  sich  durch  Gleichsetzen  ergibt: 


I  ^  "^      'R 


oder    I  Cp  —  Ct  ^  A  -  R 


Dies    eingesetzt   in    dQ    ergibt    die    zuzuführende   Wärme- 
menge:        .^^__^^____^^^^^__^^__^^^^^ 
I.)  .  .  .  [dQ^cy  dT  +  A  p   dY  =  cv  dT  +  A   dL] 

Diese  Gleichung  I  nennt  man  Wärmegleichung. 
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Soll  nun  ein  Gas  yom  Zustand  p^,  v^  T^  auf  irgendeine 
Weise  übergeführt  werden  in  einen  anderen  Zustand  p^,  Vg,  T^, 
so  wird  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge  gefunden  durch  In- 
ttgrastion  Ton  L,  also: 

Ta  V2 

La)    .  .  .  q     fiQ  -fcy   dT  +  jApdv=- 

T,  Vi 

Va 

=  c.  (T2-T3)  +  A/pdT. 

Vi 

Va 

/pdv  stellt  hierbei  die  geleistete  äußere  Arbeit  L  (Abb.  192) 

Vi 

in  mkg  dar  und  läßt  sich  nur  ermitteln,   wenn  man   den   ge- 


Abb.  192. 


3 
L'Jpebr 


^v- 


Äußere  Arbeitsleistung  bei  Überführung  einer  Gasmeuge  aus  einem  Zustand  \^,  v'i.  T. 

in  einen  anderen  pa,  Va,  Ta- 


setzmäfiigen   Zusammenhang    zwischen    p    und   T   kennt,    d.  h.. 
wenn  man  p  durch  v  ausdrücken  kann.  —  Setzen  wir  zunächst: 

? 

/  p  d  V  =  L,  so  ist  also  die  zuzuführende  Wärmemenge  in  Kalorien : 

Q  :--  cv  •  (Tg  —  T/)  +  A  •  L. 

a)  Wird  nun  dafür  gesorgt,  daß  z.  B.  während  der  gaüzen 
Zustandsänderung  die  Temperatur  des  Gases  unveränderlich  kon- 
stant bleibt,  also  Tg  ----  T^,  so  ergibt  sich : 

Q  ==  A  •  L,  d.  h.  die  zugeführfce  Wärme  ist  nur  verwandt 
worden    zur  Leistung    äußerer  Arbeit,   oder  umgekehrt:    Sollen 


§91.     Ableitung  der  Wärmegleichung. 
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L  mkg  auf  diese  Weise  geleistet  werden,  so  findet  man  die  nötige 

Wärmezufuhr  in  Kai.,  indem  man  L  mit  A  —  "T9I7  multipliziert. 

h)  Läßt  man  dagegen  das  Yolumen  konstant  (v^  =  Vi) 
(Abb.  193)  (Kolben  festhalten),  so  sind  Anfangs-  und  Endzustand 
gegeben  durch: 

P,  _  T, 


p,  Tj  —  R  •  Tj  und  Pj  •  V,  =^  R  •  Tg,  woraus 

Abb.  193. 

02 


P« 


T 


2 


P^ 


f 

Pj 


^'      ,  , 


1 


0 


V 


V'l^-l^ 


Znstandsänderuiig  bei  konstantem  Volumen.    Äußere  Arbeit  =  Null. 


Da   V 


Vi   ~  Vc 


konst. ,    so   wird   d  v  =  0 ,    wodurch   sich   mit 


Hilfe  von  la.  die  zuzuführende  Wärmemenge  ergibt  zu^ 
qe^    (T2  -  Tj)  .  .  .  [Vol.  konst.].     Deutung! 

A /pdv  wird  zu  Null;  also  wird  keine  äufiere  Arbeit  ge- 
leistet. 

c)  Läßt  man  jetzt  den  Druck  konst.  (pg  --  p^)  (Abb.  194), 
so  sind  Anfangs-  und  Endzustand  gegeben  durch: 

Vi    _  T, 


Pi  Vj  -  -  R  •  Ti  und  pi  •  Vg  -  R  •  Tg,  woraus 
Hier  wird  die  geleistete  äufiere  Arbeit: 


T 


2 


V-2 


V.. 


L  --/pidv  =r   pi  .  Jdv  :--  Pi(V2  -  V,) 


Vi 


Vt 
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und  die  zuzafttlirende  Wärmemenge  aus  La):. 

Q  =  c. .  (T, -.  T,)  +  A .  pi .  (Y, -~  Y,V  , 

Man  Yergleicbe  die  Ergebnisse  unter  a),  b)  und  c). 

Kennt  man  nun  das  Gesetz  zwischen  p  und  y,  so  kann  man 
p  durch  Y  ausdrücken,  etwa  durch  p  =  f  (y).  —  Da  aber  immer 
p-y—  KT,  so  ist  dann  auch  T  als  Funktion  Yon  y  gegeben, 
nämlich : 

rp^    P-v    _     f(Y)>Y 


ß 


R 


Um  das  Gesetz  zwischen  p  und  y  graphisch  darzustellen, 
bildet  man  p  =  f  (y),  wählt  v  =  0  h-  <»  und  berechnet  die  zuge- 
hörigen Werte   von  p.   —  Dann  trägt  man  die  Y-Werte  wag- 


P-Pi'Pz 


V 


Znstandsänderung  bei  konstantem  Druck.    Äußere  Arbeit  =  p  •  (V2  —  Vi). 

recht,  diö  dazugehörigen  p- Werte  senkrecht  in  den  Endpunkten 
von  Y  auf  und  verbindet  die  gefundenen  Punkte.  —  Die  ent* 
springende  Kurve  heißt,  wie  schon  erwähnt,  die  Znstandsknrve.  — 
Die  Fläche  zwischen  Zustandskurve  und  Y-Achse  stellt  dann 

die  geleistete  äußere  Arbeit  L^fpäv  dar. 


§  92.    Umformungen  der  Wärmegleichung. 

Es    ist    wichtig,    noch   einige    Umformungen    der   Wärme- 
gleichung I.  zu  kennen. 


§  92.    Umformungen  der  Wärmegleichung.  45'^. 

Wir  benützen  dazu  folgende  Beziehungen: 

Cp  —  Cr  =  A   R,  woraus  A  —     ^  ^ — -  und  R  =  — ^        ^ 


R  A      ' 

c  c 

— **- =  X,    woraus  Cp  —  %  •  c,     und    Ct  ~— ^,  also  auch: 

Ci)  Cy  AK  -  ,  ^  .  A  IV  , 

—  oder  (%  -  -  1)  = oder: 


Cy  .Cy  Cy 

%  —    1 

A  R  —  Ct  •  (x  —  1)  —  Cp . 

Es  war :  pdv  +  vdp  =  RdT,  also : 

dT-^-^(pdv  +  vdp.) 
Dies  in  die  Wärjnegleichung  J.  eingesetzt,  ergibt: 
IL)  . . .  dQ  =  Cy    -^   (pdv  +  vdp)  +    ''r''    Pdv 


=  j^     P   dvH--^  •vdp  +  -j^pdv—  j^    p  dv  = 
=  -ii-   (Ct    V   dp  +  Cp    p   dv)  = 

=  -3--   fCy  -  V-   dp   +  ^Cy      P  •  dv)   = 

=  -^-  (v  •  dp  +  X  •  p  •  dv)  = 

^  (v  •  dp  +  ^'  P  •  dv)  =^ 


Cj)  Cy 


A 
A 


Cp  Cy 


(v  •  d  p  +  X  •  p  •  d  v)  = 


Cy 

A 


(V    dp  +  X   p   dv). 


X-  1 

Die  zugeführte  Wärme  ist  hierbei  ausgedrückt  durch  Druck 
und  Tolunien. 
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Andere  UmformoDg  Yon  I.): 

RT 
Aus   p  •  V  =  R  •  T  folgt  p  = ...  in  I.  ergibt : 

IIL)  .  ..dQ  =  CT    dT+A  R  T    *^  = 

=  CydT  +  Cv   (x-l).T-  ^'^ 


V 

dT 


=  c.    [dT  +  (x-l)  T  ■  ^-]. 


Hier  drückt  sich  die  zngefOhiiie  Wärme  durch  Temperatar 
und  Tolamen  aus. 

Dritte  Umformung  von  I.: 


Aus  Cp  —•  Cy  =  A  •  R  folgt  .  .  .  Cy  =  Cp  — -  A  •  R  und  aus 
R-  dT  =  pdv  + vdp  folgt  .  .  .  pdv  =  R:  dT  — vdp 


in  I. 
ergibt: 


IV.) . . .  dQ  =  (cp  -  AR)dT  +  A-  (RdT  -  v   dp)  = 

=  CpdT-Avdp  =  epdT-AET— ^ 

=  Cp  •  d  1  —  Cp  • 


=  Cp     [l 


X  p 

dT        ^      1    T    -*P  1 
X  p  J 

Hier  drückt  sich  die  zugefflhrte  Wärme  durch  Druek  und 
Temjieratnr  aus. 

Ein  Gas  dehne  sich  aus  nach  dem  Gesetz: 
p  •  T"  =  konst.  (Gleichung  der  sog.  polytropischen  Kurve). 

Wie  groß  ist  die  zur  Volumänderung  dv  notwendige  Wärme- 
menge dQ? 

A 

Mit    Hilfe  von   IL    .  .  .  dQ  = •  (v  •  dp  +  ^  •  P  '  <i^^ 

und  Differenzieren  der  gegebenen  Gleichung,  nämlich: 

p-nv"""^dv-J-v"dp  =  0  oder 
vdp=pndv  folgt : 

V.)   .  .  .  d(i  =  -       -p  •  (  -  p  •  n  •  d  V  +  X  •  p  •  d  v)  = 

X        j. 

— •  p  •  dv  •  (X  —  n)  = r-  •  Apdv. 
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a)  Für  11  =  1,  also  p  •  v  =  konst.  (Isotherme),  wird  dann,  wie 
bereits  gefunden  (S.  456): 

%  —  1 

dQ  = ,- •  A  •  p  •  dv  =  A  •  p  •  dv,  also: 

X  —  1 

V2 


Q  =/dQ  =  A  /pd V  =  A   L. 


Vi 

b)   Für  n  =  x  =  — -  =  1,41,  also  p  •  v"  =  konst.  (Adiabate) 
wird: 

dQ  = —  •  A  •  p  •  d V  = •  A  •  p  •  dv  =  0, 

und  damit  auch  Q  —  0. 

§  93.   Wichtigste  Zustandsänderungen  eines  Gases. 

Die  wichtigsten  Zustandsänderungen  eines  Gases  sind  durch 

folgende  Bedingungen  gekennzeichnet: 

1.)     Zustandsänderung     bei     gleichbleibendem    Tolamen 

(Abb.  193) 

(v,  =  Vg  =  V  =  konst.),  s.  S.  457. 

Wir  halten  den  Kolben  fest  und  führen  dem  Gas  Wärme  zu. 
Äußere  Arbeit  kann  nicht  geleistet  werden,  weil  dv  —  0.  Die 
zngeffihrte  Wärme  bringt  lediglicli  eine  Temperatarsteigernng 
und  damit  eine  Druckzunalime  des  eingeschlossenen  Gases  auf 
den  Kolben  hervor.  Die  Druckkurve  wird  dargestellt  durch  eine 
zur  p- Achse  parallele  Strecke.     Es  gilt: 

y  —  Cv      (lg  —   li)  —  Cv-  y—^ ß I—        j^ iPä"^  Pl^ 

Soll  der  Druck  von  pg  auf  p^  fallen,  so  muß  dem  Gas  durch 
Kühlung  eine  Wärmemenge  Q  entzogen  werden. 

2.)  Zustandsänderung  bei  gleichbleibendem  Drack  (Abb.  194). 

(Pi  =  P2  =  P  =  konst.),  s.  S.  457. 
Das  Gas  dehnt  sich  arbeitverrichtend,  d.h.  unter  Überwindung 
eines   äußeren  Gegendrucks  aus;   dabei  würde  sich,   wenn  keine 
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Wärme    zugeführt    würde,    der   Druck    aus    zwei   Gründen   ver- 
mindern : 

a)  weil  das  Volumen  größer  wird, 

b)  weil  damit  gleichzeitig  die  Temperatur  sinkt. 

Damit   der   Druck   bei   der   Ausdehnung   des   Gases   gleich- 
bleibe, muß  sein: 

^1   _    T, 


V,         T, 


(s.  S.  457);  dann  wird  die  äußere  Arbeit: 


L  =/p,  d  V  =  p, .  jTd  V  -  p,  •  (v^  -  V,)  --'-  R  ..  (T^  -  T,), 

■  Vi  Vi 

weil  Pj  •  Tg  =  R  •  Tg  und  Pi  •  Vj  =  R  •  Tj. 
Zugeführte  Wärme  (s.  S.  458): 

<J  -  c.  •  (T,  -  Tj) -f  A  •  p,  •  (V,  -  V,)  = 
-  cv  (T,  -  TJ  +  A  ■  R  •  (T,  -  Ti)  = 
=  (T,  -  Ti)  •  (cv  +  A  •  R)  =  (T,  -  Tj)  •  (cv  +  c„  -  Cv)  = 

--.  cp .  (T,  -  TJ  =-:  c, .  (^  - -Bill-)  = 

Soll  das  Gas  zusammengepreßt  werden,  ohne  daß  sich  der 
Druck  ändert,  so  muß  ihm  eine  gleichwertige  Wärmemenge  durch 
Kühlung  entzogen  werden.  —  Dies  drückt  sich  aus  durch  das 
negative  Vorzeichen  für  Q  und  dementsprechend  auch  für  L. 

3.)  Zustandsänderung  bei  gleichbleibender  Temperatur  (Iso- 
thermische Zustandsänderung"). 

(T,  =  Tg  =  T  =  konst.) 

Das  Gas  dehnt  sicli  arbeitverrichtend  aus.  —  Ohne  Wärme- 
zufuhr würde  die  Temperatur  stark  sinken  infolge  von  Volum- 
vergrößerung und  Druckverkleinerung.  —  Damit  wir  nun 
während  der  ganzen  Zustandsänderung  T^  --  T«  ~  T  -  konst. 
halten  können,  muß  es  möglich  sein,  dem  Gas  Wärme  zuzu- 
führen; das  einschließende  Gefäß  (Zylinder)  muß  also  wärme- 
durchlässig  sein. 

Es  gilt: 

p,  V,  =  R  .  T,  und  Pg  Vo  ==  R  •  T2  =  R  •  T^. 
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Da   die   rechten  Gleichtingsseiteo   Übereinstimmen,   so  folgt: 
p,  T,  =  Pj  V,  =  p   V  =  R  ■  T  =  konst.  (Abb.  195). 


Also  ...    - '  =  — ^  (Mariottesches  ( 

p  •  V  c=  k«nst  ist  die  GleicbuDg  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  man  im  vorliegenden  Pull  —  wegen  der  gleichbleibenden 
Temperatur  —  als  Isotherme  oder  isotherittische  Zastandshnrve 
bezeichnet. 

Die  Konstruktion  einer  Isotherme  ist  auSerordentlich  einfach. 


Praktische  Konstruktion  der  Isotherme.  —  Beiei^hnuug  der  iluBeren  Arbeit  bei 
isulhermiacher  F.xiiansiün :  L=yi>-dv. 

Nehmen  wir  z.  B.  1  kg  Luft  an  von  T  =-  300",  dann  lautet 
die  entsprechende  Gleichung  der  Isotherme: 

p  -  V  ^  R  ■  T  ^  29,27    300  =  8781  =  konst.. 

Sollte  T  dauernd  ^  :  400»  bleiben,  dann: 

p  ■  V  :-  29,27  ■  400  ==  11  708  usw. 

Für  jedes  andere  T  ergibt  sich  eine  andere  gleichseitige 
Hyperbel. 

Man  kann  sich  fUr  ein  und  dasselbe  Gas  alle  möglichen 
Isothermen  gezeichnet  denken;  zu  jeder  Isotherme  gehört  ein 
anderes   konstantes  T. .   Trägt   man   lotrecht  zur'pr-Ebene  Über 
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den  einzelnen  Isothermen  die  zugehörigen  konstanten  T- Werte 
auf  (indem  man  die  betreffende  Isotherme  um  das  zugehörige  T 
senkrecht  aus  der  pv-Ebene  heraushebt),  so  erhält  man  lauter, 
zu  den  ursprünglichen  Isothermen  parallele,  im  Raum  verlaufende 
Kurven,  welche  in  ihrer  Gesamtheit  eine  krumme  Fläche,  die 
sog.  isothermische  Znstandsfläehe  des  betreffenden  Gases  dar- 
stellen. —  Für  jedes  Gas  ergibt  sich  eine  besondere  Zogtands- 
fläehe^  weil  jedem  Gas  ein  besonderes  R  zukommt. 

Parallele  Ebenen  zur  pv-Ebene  schneiden  diese  Zustands- 
flächen  natürlich  wieder  nach  Isothermen.  Der  Abstand  der 
Schnittebene  von   der  pv-Ebene  entspricht  dem  zugehörigen  T. 

Praktisehe  Konstruktion  der  Isotherme.  Gegeben  ist  der 
Anfangszustand  durch  p^,  v^,  T^  und  das  Endvolumen  y^  des 
Gases,  wo  v^  >  Vj. 

Wir  tragen  die  p- Werte  lotrecht,  die  v-Werte  wagrecht  auf.  — 
Die  p-  und  v-Achse  gehen  durch  den  Nullpunkt  0   (Abb.  195). 

Lösung :  Mache  OA  =  Vi,  AB  —  p^,  OC  —  v,.  Ziehe 
CD  II  p  und  BD  II  v.  Verbinde  0  mit  D;  schneidet  AB  in  E. 
Durch  E  Parallele  zu  v ,  schneidet  C  D  in  G ;  dann  ist  G  ein 
Punkt  der  Isotherme  (gleichs.  Hyperbel)  und  CG  der  zu  Vj  ge- 
hörige Druck  pg.  Irgendein  Zwischenpunkt  wird  folgendermaßen 
gefunden : 

Man  nimmt  zwischen  BD  beliebige  Punkte  H,  M  usw.  an, 
verbindet  sie  mit  0;  dadurch.  Schnittpunkte  J,  N  usw.  mit  AB. 
Ziehe  durch  H,  M  Senkrechte,  durch  J,  N  Wagrechte;  diese 
schneiden  die  Senkrechten  durch  H  und  M  in  E  bzw.  S;  K  und  S 
sind  dann  Punkte  der  gesuchten  Isotherme ! 

Besonderes  Beispiel: 

Sei  für  1  kg  Luft  p^  -:  15  at  =  15  •  10000  kg/m«;  T  =  450^ 

RT  29,27-450        ^,,ono,     ^ 

dann  wird  v,  = =  — ^^r^r^r^r^ —  =  0,0ö7öl  cbm. 

Pi  150  000 

I 

Das  Gas  soll  sich  bis  auf  v,  =  1  cbm  ausdehnen. 
Man  konstruiere  die  Isotherme,  indem  man 

10000  kg/m«  =  1  at  =  1  cm  und  0,1  cbm  =  1  cm 

mache.    Die  entspringende  Kurve  entspricht  einer  isothermischeu 
Expansion. 

Prüfung  der  Werte  durch  Rechnung.! 
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Sind  P21  ^2  ^^^  ^1  S^S^^^i^)  dann  verfährt  man  zur  Kon- 
struktion der  Isotherme  genau  so  in  um  gekehrter  Reihenfolge. 
Die  entstehende  Kurve  entspricht  dann  einer  isothermischen  Kom- 
pression. 

a)  Die  äofiere  Arbeit  L  bei  der  isothermischen  Expansion 
ist  gegeben  durch  die  unter  der  Druckkurve  liegende  Fläche  F.  — 
Es  ist  allgemein: 

L  =  /^pd  v;  da  für  Isotherme  p^  v^  =  p^  v,  =  p  •  v  =  konst. 

Vi 

gilt,  so  wird  hier :  p  =  ■       ^    = ^— ^  :  eingesetzt  in  L  ergibt : 

Vj  V2  Vj  ^.^ 

L  =  /pdv  =  /-£^dv==Pi-Vi- /-^==PiV^-|^^ 

Vi  Vi  Vi 

=  Pi  Vi  •  I  In  V,  -  In  vJ  =  Pi  T,  •  ta(-^)  =^  Fläche  F. 

V  T) 

Da  bei  der  Isotherme  .  .  .  — —  =  -^-^  und  für  1  kg  des  Gases 

▼1  P2 

Pj  Vi  =  R  •  T,  so  kann  man  auch  schreiben: 


l-P.T.tom  -».T.ln(-^)  =  B  T.l„(^) 


^2     _ 


▼1 


Expansionsverhältnis. 


Zagefiihrte  Wärme:  Aus  der  Wärmegleichung  la)  (S.  456) 
ergibt  sich,  weil  (T2       T^)  =  0: 


Die  gesamte  Wärmezufuhr  wird  in  Arbeit  umgesetzt. 

b)    Bei    der    isothermischen   Konipression    muß    dem    Gas 
Wärme  entzogen  werden,  damit  die  Temperatur  konstant  bleibe. 

•   Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  30 
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Setzen  wir  das  Anfangsvolumen  =  Vj,  das  Endvolumen  =  Vg, 
so  ist  jetzt  Vj  >  Vg,  und  es  wird : 

-  Q  =  _  A  .  L, 
d.  h.  es  muß  von   außen   eine  Kompressionsarbeit  L  aufgewandt 
werden,  die  aber   in  Form  von  Wärme   an   das  Kühlwasser  ab- 
gegeben wird. 

Beispiel  (S.  464) :  1  kg  Luft  von  p^  =  15  at  =  150000  kg/m« 
und  T = 450  ^  =  konst.,  expandiere  isothermisch  von  Vi= 0,0878 1  cbm 
auf  Vg  =  1  cbm.     Die  vom  Gas  geleistete  Arbeit  ist  dann : 

L  =  150000  '  0,08781  » In (  ^  ^g^g^  )  =  13171,5  -In  (11,39)  = 

=  13171,5  . 2,4327  =  32042  mkg. 
Der  Enddruck  wird: 

p,  =  J^l^  -    ^^  •  ^f  ^^^^   =  1,31715  kg/cm*  =  13171,5  kg/m^ 

Vg  1 

Man   zeichne   die   Kurve   und  planimetriere   die   Fläche;   es 
muß  sich  F  =  32,042  cm^  ergeben. 
Aufgewandte  Wärme: 

Q  =  A  •  L  =     ,"       =  75,57  Kai. 

^  424 

Man  prüfe  verschiedene  Drucke  und  Volumina! 

2.  Zahlenbeispiel  fär  Isotherme:  Kompression.    Es  sei 

1  kg  Luft  von  t  =  27  0  C.  und  p^  =  1  at  =  10000  kg/m»  iso- 
thermisch zu  komprimieren  bis  zu  einem  Enddruck  p2  =  15  at  = 
15  kg/cm«  =  15  •  10000  kg/m^ 

Welche  Arbeit  ist  von  außen  aufzuwenden  und  wieviel 
Kalorien  sind  dem  Gas  zu  entziehen? 

Zustandsgieichung  für  Luft:  p  •  v  =-::  29,27  •  T. 

Daraus  Vj  für  1  kg  bei  27 «  C.  zu: 

_    29,27 -T,    _   29,27  » (273  +  27) 

^'""  pi  "  10  000  "" 

^^^^    =0,8781  cbm. 


10  000 

Für  Isotherme  gilt:  PiVi  =  p2V2;  also  Endvolumen: 

Pi  V,    _    1  •  0,8781 

15 


y^        HiJlL.  =  _l:_-,o lox^  _ __  0,05854  cbm. 
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Aufzuwendende  äußere  Arbeit: 

1  =  p.,,.,„(^)  =10000. 0,8781.  b(^^)  = 

=  8781 .  l„  {-^)  =  8781  .  1„  (-^)  = 

=  8781  •  (-  2,7081)  =  -  23780  mkg. 
Also  an  das  Kühlwasser  abgegebene  Wärmemenge: 

-  Q  =  -  A  •  L  =  — ^^-^—  =  65,95  Kai.  (WE.). 

4.)  Zustandsänderüng  ohne  Zuführung  bzw.  ohne  Ent- 
ziehung von  Wärme  =  adiabatische  Zustandsänderüng.  Q  =  0; 
also  auch  d  Q  =  0. 

a)  Expansion :  Das  Gas  dehnt  sich  arbeityerrichtend  aus.  — 

Durch  die  Wandungen  des  abschließenden  Zylinders  darf  dem 
Gras  während  dieses  Vorganges  weder  Yon  außen  Wärme  zu- 
geführt werden,  noch  darf  das  Gas  durch  die  Wandungen  des 
Zylinders  nach  außen  Wärme  abgeben.  Das  Gefäß  des  Gases 
muß  also  wärmedicht,  d.  h.  ein  schlechter  Wärmeleiter,  also  für 
die  Wärme  undurchlässig  sein.  Eine  solche  Zustandsänderüng 
nennt  man  nach  Rankine  (geb.  1820  zu  Edinburg,  gest.  1872  zu 
Glasgow)   eine  adiabatische   (von  aStaßaxoc  =  undurchdringlich). 

Bei  der  Expansion  muß  also  das  Gas  lediglich  auf  Kosten 
des  ihm  innewohnenden  inneren  Arbeitsvermögens  (d.  h.  der 
Temperatur)  äußere  Arbeit  leisten. 

Dabei  muß  mit  der  Vergrößerung  des  Volumens  not- 
wendigerweise eine  Druckabnahme  und  ein  Sinken  der  Tem- 
peratur eintreten. 

Hier  müssen  wir  erst  eine  Beziehung  zwischen  p  und  v  her- 
stellen, welche  der  Bedingung  d  Q  =  0  für  den  ganzen  Vorgang 
der  adiabatischen  Expansion  genügt. 

Wir  benützen  dazu  die  Wärmegleichung  in    der  Form  II. 

dQ  =  —   (Ct    V  •  dp  +  Cp    p  •  dv) 

und  setzen  hierin  d  Q  =  0 ;  dann  wird : 

Cv  •  -j^  •  d  p  =  —  Cp  •  —  •  d  V  oder : 
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P 


Cp      dv 

— :=  —  X 

Cv  V 

es 


dv 


.  .  .  integriert: 


dp 


oder: 


p  1      Y 

Vi  y\ 

Inpg  —  Inpi  =  --,x  •  [Invj  —  InVj  |  =x  •  |lnvi  —  Inv,]  oder: 

■■'[t]=«-[-^]='4tr 

Durch  Entlogarithmiereo : 


Pt 


=  R]" 


woraus : 


[ 


p,  •  v^*  =  pj  •  Vg"  =  p  •  v"  =  konst. 


Abb.  196. 


^P2Adtd 

Vergleich  zwischen  adiabatischer  und  isothermischer  Expansion,  wenn  uiau  vom 

gleichen  Anfangszustand  ausgeht. 

Diese  Gleichung  stellt  uns  die  Adiabate   dar,  und  sie  heißt 

„das  Poissonsche  Druckgesetz**.  Für  die  isothermische  Zustands- 

..    ,             .  ,                  1       i.       1                konst. 
anderung  ist :  p  •  v  =  konst. ;  also  p  = . 

Für  die  Adiabate  ist:  p  •  v''  =  konst.;    also  p  = -. 

Nimmt  man  in  beiden  Fällen  den  gleichen  Anfangsznstand 
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Pj,  y^,  T^  und  das  gleiche  EndTOlamen  v,,  so  hat  die  Konstante 
denselben  Wert  PiVj  =  R-  T^. 

Daraus  folgt,  daß  für  gleiches  y  während  der  Expansion  die 
zugehörigen  Drucke  p  bei  der  Adiabate  yiel  kleiner  sein  müssen 
als  bei  der  Isotherme. 

Man  wähle  für  1kg  Luft  T^  nacheinander  =  300 »,  350  ^ 
400  ^  500"  abs.  und  v^  =  10- v^;  Vj  =  0,1  cbm;  und  stelle  für 
jede  Temperatur  die  zugehörige  Isotherme  und  Adiabate  dar! 
(Abb.  196.) 

Ist  der  Anfangszustand  des  Oases  durch  p^,  v^,  T^  gegeben, 
und  soll  das  Gas  bis  v^  adiabatiseh  expandieren,  so  tritt  die  Frage 
auf,  wie  groß  pg,  Tg  und  L  werden? 

Aus  pi  v^''  =  Pg  Vg**  folgt  direkt  der  Enddruck  zu : 


p*  =  p»  {-^-J- 


Aus  p,v,  =  R  •  Tj  und  pjVg  =  RTj   folgt  durch  Division: 


( ^'-V 

T|_  ^   P2V2   ^      Fl     ^    V  Vz  /     _  /'^v,  V"! 


=  m- 


also: 


'2 


2 

Ist  nur   das  Druckverhältnis  — —  bekannt,  so  ersfibt  sich  T« 

Pi  ' 


auf  folgende  Weise: 


P2       /  V,  \^  Vi       1  y   p,        /  P.  \"  .     T 

-  =  I 1 ,  woraus  —^  =  1/        -  -  "  l       -  1   ...  emges.  m  -7=- 

Pi       V  vg  /  V,        ^        Pi        V  Pi  /  ^  Tj 


ergibt: 


also  auch: 


(— ) 
\  p,  / 


K  — I 


T.  =  T,(A)    " 
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Die  äußere  Arbeit  L  wird  auch  hier  durch  die  zwischen  der 
Adiabate  und  der  Y-Achse  liegende  Fläche  dargestellt,  also  durcli: 

Vi 

L  =J  p  •  dv 
Aus  der  Wärmegleichung  I  a)  ergibt  sich  aber  mit  Q  =  0 . . . 

va 

Q  =  0  =  Cv    (Tj  —  Ti)  +  A  ff  •  d  V  .  .  .,  woraus: 

Vi 

Da    nun    p^  v^  =  R  •  Ti    und  P2  Vg  =  ß  •  Tg ,   so   lassen  sich 
Tj  und  Tg  durch  Druck  und  Volumen  ersetzen,  und  es  wird  dann: 

Cv 


L  = 


Vir, BT)  -  T^R  •  ^p^^^  -  p*^»^- 


A 

Da  aber  A  •  R  =  Cy  •  (x  —  1),  so  wird: 

1 

Ist,  wie  gewöhnlich,  der  Anfangszustand  des  Gases  durcli 
Pi,  Vi  gegeben,  und  soll  das  Gas  bis  Tg  adiabatisch  expandiereiii 
so  benützt  man  zur  Berechnung  von  L  meistens  die  folgende 
Ableitung : 

Aus  der  Gleichung  für  adiabatische  Zustandsänderung: 
p  .  v»*  =  pi  Vi''  =  p2  Vg»*  =  poVo''  =  konst. 

D    V  "  D    V  " 

folgt  allgemein:  p  —        J"     =   ^^  J    ,  also: 


Y**  Y** 


Vi  .     V]  Vi 

T)    V  " 

=  Pi v,"  fy-"  ■  dv  =  Tzt+T  •  [v2-''  +  '  -  V,  - "  +  ': 


Vi 


PIV 


K 


X--1      '-   ^  ^'  ^" 


Pi  •  v^«*  •  V 


['-^^]^ 


%-  1 

— '^H-^n  u.V.       r  /  V    x»*-' 


^['  (tr  ]-^['-(tn 
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Diese  letzte  Gleichung  ergibt  sich  einfacher  mit  Hilfe  von: 

1 

Setzt  man  hierin  pj  --  pj    1 — ^i  ,  so  folgt: 

b)  Soll  eine  adiabatische  Kompression  stattfinden,  so  darf 
ebenfalls  dem  Gas  weder  Wärme  zugeftthrt  noch  entzogen 
werden.  Da  sich  das  Volumen  verkleinert,  so  steigt  der  Druck 
und  damit  die  Temperatur  der  eingeschlossenen  Gasmenge.  Die 
zur  Kompression  notwendige  äußere  Arbeit  setzt  sich  vollständig 
in  inneres  Arbeitsvermögen  des  Gases  —  Erhöhung  der  Tem- 
peratur —  um. 

Beispiele:  1.  Wie  früher  isothermisch,  so  expandiere  jetzt 
1  kg  Luft  von  pi  =  15  at  =  150000  kg/m«  und  T^  ^-  450«  An- 
fangstemperatur adiabatisch  von  v^  =  0,08781  cbm  auf  Vg  ~  1  cbm. 
Gesucht  Enddruck  p^,  die  geleistete  äußere  Arbeit  L  und  die  End- 
temperatur Tg. 

Aus  pi  •  Vj»^  ~  p2  •  Vg»*  folgt: 

P2  =  Pi  •  ("^y ""  ^^  •  (0,08781)«  -^15.  0,03238  ^^- 

--^  0,4867  kg/cm 2  ~  4857  kg/m«. 
Die  äußere  Arbeit  wird: 

^.  -4r-  •  (15  •  0,08781  -  0,4857  •  1)  •  10000  -=   ^^^//   = 
0,41  U,41 

831450        ^^^^     , 
—  — — ^  20280  mkg. 

41 
Man  prüfe  L  auch  mit  Hilfe  der  übrigen  Gleichungen ! 
Die  Endtemperatur  ergibt  sich  zu: 

T2  =  Ti  -  (-^y  ~  ^  -    450  .  (0,08781)0'*i  -^  450  •  0,3688  =- 

=  ro  1660  ^  t^  +  273,  woraus:  t^  -    -  107 <^  C. 
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Daraus  erkennt  man,  daß  bei  der  adialmtiseheii  Expansion 
eine  außerordentlicli  grofie  AbkttUnng  eintritt;  für  unseren  Fall 
um  2840. 

Vergleich:  Für  dasselbe  OaSTOlnmen  und  den  gleichen 
Anfangpsizustand  ergab  sich: 

a)  Bei  Isothermiselier  Expansion : 

P8  r-z  1,31715  kg/cm«  =-  13171,5  kg/m», 
L  —  32  042  mkg, 
Tg  --  Ti  --  450»  absolut  =^  +  177«  C. 

b)  Bei  adlabatiseher  Expansion: 

pg  ---r.  0,4857  kg/cm«  ^  4857  kgm«, 
L  ^--  20280  mkg, 
Tg  ^-  166^  absolut  ---  -  107^  C. 

ä.  Beispiel.  Wie  früher  isothermisch,  so  werde  jetzt  adiaba- 
tisch 1  kg  Luft  von  t  ==  27  <>  C.  und  p^  :^  1  at  =  1  kg/cm^  ^- 
10000  kg/m»  komprimiert  bis  zu  einem  Endruck  pg  ==  15  at  - 
15  kg/cm«  -  150000  kg/m«. 

Gesucht  Endvolumen  v,,  aufzuwendende  äußere  Arbeit  L 
und  Endtemperatur  Tg. 

Das  AnfangsYolumen  v^  ist  dasselbe,  wie  bei  der  isothermi- 
schen Kompression,  nämlich: 

...  ^9,27^  _  29,27  ■  300  ^  ^^^ 

Pl  1 

Das  Endyolumen  y^  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  der 
Adiabate:  pj  •  v^*"    "  pg  •  v/:  zunächst  ist: 

v^.  ^  PlV  1     .  0,8781  >-«^  ^:^^,  woraus: 

p.  lö  15 

r,      0,1286  <bin,kg. 
Anfzuwondende  üuftere  Arbeit: 

1 

I  1  ft  fiflO 

aOOOO   0,8781       150000  ■  0,1286»  -= 


0.41     ' '  0.41 

t>5635  mker. 
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Endtemperatur : 


K— 1 


Tg  =  Ti  •  (  ^'  )        =  300  .  15'*'  =  300 •  2,198  =  659^4«  absolut, 

also  t,  =  +  386,40  C.  =  27«  +  359,4^ 


Abb.  197. 


P^'  7 


1 


-d^ — n 


'Ofisutäm ' 


4i         02         aj        at        oj        as        o.r         oj 


0.9 


^,-0.87f:. 


V  dm/ kg 


Vergleich  zwischen  adiabatischer  und  isothermischer  KompresHion,  wenn  man  vom 

gleichen  Anfangsznstand  ausgeht. 

Es  tritt  also  bei  der  adiabatischen  Kompression  eine  be- 
deutende Steigerung  der  Temperatur  ein;  für  unseren  beson- 
deren Fall  beträgt  die  Temperaturerhöhung  359,4  o. 

Vergleich. 

Für  dasselbe  Gasvolumen  und  den  gleichen  Anfangszustand 
ergab  sich: 

a)  Bei  isothermischer  Kompression: 

Endvolumen  Vg  =  0,05854  cbm/kg. 
Aufgewandte  äußere  Arbeit  L  =  —  23  780  mkg. 
Endtemperatur  Tg  =  T^  =  300 «  absolut. 
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b)  Bei  adiabatischer  Kompression: 

Endvolumen  v^  =  0,1286  cbm/kg. 

Aufgewandte  äußere  Arbeit  L  =  —  25  635  mkg. 

Endtemperatur  Tg  =  659,4^  absolut. 
Man  zeichne  die  beiden  Kurven  für  isothermische  und  adiaba- 
tische Kompression  auf  und  planimetriere  die  zwischen  den  Druck- 
kurven  und   der  v- Achse  liegenden  Flächen,   welche  wieder  die 
aufgewandten   äußeren   Arbeiten   ergeben   müssen  (s.  Abb.  197). 


XVI.  Kapitel. 
Einiges  aus  der  Elektroteclmik. 

§  94.    Atognetische  Wirkung  eines  geraden  Strom- 
leiters (Abb.  198). 

Ist  J  —  Stromstärke  im  absoluten  Maßsystem  = 1^; — ; 

dl  —  Länge  des  Leiterelements  in  cm; 
m  ~-  Polstärke  eines  Magneten  =  Kraft  in  Dynen,  welche 
der  betreffende  Pol  auf  einen  in  1  cm  Entfernung 
befindlichen  Einheitspol  ausübt; 
r  —  Entfernung  zwischen  Pol  und  Leiterelement  in  cm ; 
y  ^^  Winkel  zwischen  r  und  d  1 ; 

d  f  =  Kraft  in  Dynen,  mit  welcher  Pol  und  Leiterelement 
aufeinander  wirken;  dann  ergibt  der  Versuch  die 
Größe  von  df  zu: 

l.)df= ^ ~   (Biot -  Savartsches    Gesetz,    aufge- 


r 
stellt  von  Laplace). 

Nun  ist  — ^  =  Feldstärke  H,  welche  vom  Pol  an  der  Stelle, 

wo  sich  der  Leiter  befindet,  geschaffen  wird;  also  auch: 
d.f  =  H-J-dl-sin9  (hierbei  y  =  <^,  welchen  der  Leiter  mit  der 
ihn  treffenden  Kraftlinie  bildet)  (Abb.  198). 

Setzen  wir  ein  homogenes  Feld  voraus  und  steht  der  Leiter  von 
der  Länge  1  cm  J-  zu  den  Kraftlinien,  so  ist  y  =  90®,  sin  y  =  1,  also: 

df=H-J-dl  und   demnach   die   gesamte   auf  den   Leiter 

vrirkende  Kraft  =  /  d f  =  / H  •  J  •  dl  oder : 

2.)  f  =  H  •  J  •  1  Dyn.     (Homogenes  Feld ;   J-  Lage  zwischen 
Leiter  und  Kraftlinien.) 
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Setzen  wir  in  2.)  f  =  1,  H  =  1  und  1=1,  so  ergibt  sich 
J  =  1  =  Einheit  der  Stromstärke  im  absoluten  Maßsystem  =  jene 
Stromstärke^  von  welcher  eine  Kraft  von  1  Dyn  ausgeübt  wird. 
wenn  sie  ein  Leiterstück  von  1  cm  senkrecht  zu  den  Kraftlinien 
eines  Feldes  von  der  Starke  1  durchfließt. 

Für  praktische  Zwecke  nimmt  man  den  zehnten  Teil  dieser 
Stromstärke  =  1  Ampere ;  also : 

J  =  Stromstärke  im  absoluten  Maß  = ^^j — ; 

i  =  praktische  Stromstärke  in  Ampere  =  10  •  J; 
folglich  ergibt  sich  durch  Einsetzen  der  Stromstärke  in  Ampere 
Gleichung  2.)  zu: 

3.)  t=  -=T7-  •  H  •  i  •  1  (i  in  Ampere !). 

Abb.  198. 


J^ i^ 


Zur  Ableitung  des  Biot-Savartscheii  (lesetzes. 


Anwendung  anf  Motoren:  1400  Drähte  von  je  20  cm  aktiver 

Länge   auf  einem  Anker  mögen  von  je  15  Ampere  durchflössen 

3 
werden,      —t-  aller  Drähte   liegen    gleichzeitig    vor    den    Polen. 

—r-  zwischen  den  Pollücken.    Kraftlinienzahl  (Feldstärke)  =  10000 

4 

pro   cm^   der    Polflächen.     Ankerdurchmesser  =  50  cm.      Dann 
wird  gesamte  aktive  Leiterlänge  vor  den  Polen: 

1  =  —  .  1400  •  20  =  21000  cm;  also: 
4 

f  =  --L .  H  •  i  •  1  -  ^  •  10000    15    21 000  = 

Sl^ . 106 

50 
Drehmoment  =321    —^  cmkg  =  80,25  mkg. 
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Abb.  199. 


§  95.  Magnetische  Wirkung  eines  Kreisstroms  (Abb.  199). 

Ein  kreisförmiger  Leiter,  der  vom  Strom  durchflössen  wird, 
erzeugt   ein  mit  ihm   verkettetes  Kraftfeld,    welches   die  Ebene 
des  Leiters  JL  durchsetzt.     Im  Kreismittelpunkt  befinde  sich  ein 
Pol  von  der  Stärke  m.     Es   soll  die  Größe 
der  magnetischen  Kraft  f  bestimmt  werden, 
welche  das  Feld  des  Leiters  auf  m  ausübt. 

Wir  betrachten  ein  Leiterelement  dl  des 
kreisförmigen  Leiters.  Seine  Richtung  ist 
senlirecht  zum  Radius,  also  wird  9  =  90^ 
und  sin  y  =  1.  Ist  r  =  Radius  des  kreis- 
förmigen Leiters,  so  wird  nach  Gleichung  1.) : 

m  •  J  •  dl 


df  = 


also    die   gesamte  Kraft  des  Leiters   auf  m: 


Magnetische  Wirkung 
eines  Kreisstroms. 


f=   /df  = 


m  •  J  •  dl 


m  •  J 

7i 


/  dl  ist  aber  nichts  anderes,  als  der  Kreisumfang  2r7c;  demnach: 


..«       mJ^  27rmJ 

4.)   1  =  — ^p-.2r7c  =  — 


r 

Nun  ist  die  Feldstärke  H  =  Kraftlinienzahl  pro  cm*  =  Kraft, 
welche  auf  Pol  1  wirkt.  Setzen  wir  also  in  4.)  m  =  1,  so  ergibt 
sich  die  Feldstärke  im  Zentrum  zu: 

5.)   H  = (J  im  absoluten  Maß). 

Nun  soll  sich  der  Pol  m  in  einer  beliebigen  Entfernung  vom 
Kreismittelpunkt   auf  der    durch  letzteren,   senkrecht  zur  Ebene 
des  Kreises  gelegten  Achse  AA  (Abb.  200)   befinden.  —   Sei   a 
der  <^,  welchen  die  V^erbindungslinie  a  des  Pols  und  des  Leiter- 
elements mit  der  Achse  A  A  bildet,  dann  wird : 


a  = 


sma 
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Da  das  Leiterelement  bei  B  J-  zur  Papierebene  steht,  so 
schließt  es  einen  R  <^  y  mit  der  in  der  Papierebene  liegenden 
Verbindungslinie  a  ein.  Wir  erhalten  also  nach  der  Gleichung  1.), 
weil  sin  9»  ^  1  ist : 

m  •  J  •  d  1  m  •  J  •  d  1  •  sin  '"^  a 


df  = 


a 


2 


Diese  Kraft  wirkt  X  zu  a  und  liegt  in  der  Papierebene;  sie 
ist  in  Abb.  200  durch  CD  angegeben;  davon  kommt  in  ßichtung 
der  Achse  AA  nur  die  Komponente  CE  =  df  •  sina  zur  Geltung. 

Das  diametral  zu  B  gelegene  Leiterelement  bei  G  übt  die 
gleiche  Kraft  d  f  aus,  welche  -L  zu  C  G  gerichtet  ist  und  mit  C  H 

Abb.  200. 


Magnetische  Wirkung  eines  Kreisstroms  auf  einen  außerhalb  der  Kreisfläche 


er 

t3 


elegenen  Magnetpol. 


bezeichnet  ist.  Zerlegen  wir  C  H  in  seine  beiden  Komponenten  1 
und  II  zur  Achse  AA,  so  erkennen  wir,  daß  sich  die  senkrechten 
Komponenten  E  D  und  E  H  aufheben,  während  sich  die  Parallel- 
komponenten CE  und  CE  addieren. 

Das  gilt  auch  von  je  2  anderen,  diametral  gelegenen  Ele- 
menten des  kreisförmigen  Leiters.  Demnach  ergibt  sich  die  ge- 
samte^ auf  den  Pol  m  wirkende  Kraft  zu: 

,.  X    «       I  j  «      .  I    ni  •  J  •  dl  •  sin^a 

b.)    I  -  I  df  •  sina  =  I  -  .,        sma  = 


m-Jsin^a       /  mJ-sin^a     _  2:riilJ 

dl= ^, -2,17:  = sin^a. 


Um  die  Feldstärke  in  C,  wo  sich  der  Pol  m  befindet,  zu  er- 
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halten,  also  die  Kraft,  welche  auf  einen  dort  befindlichen  Pol  1 
wirkt,  braucheo  wir  nur  wieder  in  6.)  für  m  =  1  zu  setzen  und 
wir  finden: 


251  -J 
7.)   H=      -sin^a  (J  im  absol. 


§  96.    Magnetische  Wirkung  einer  Spule. 

Es   soll   die   Kraftliniendichte    im   Zentrum    eines   Solenoids 
(=  stromdurchflossene  Spule)  bestimmt  werden. 

Sei  J  =  Stromstärke   in   den  Windungen   der  Spule  im  ab- 
soluten Maß; 
z  =  Anzahl  der  Spul  enwin  dun  gen ; 
l  =-  Länge  der  Spule  in  cm ; 
r  =  Radius  der  Spule  in  cm. 
Dann   entsprechen   die  z  Windungen,  welche  von  J  durch- 
fiossen  werden,  einem  einzigen  Stromband  von  der  Breite  l  und 

Abb.  201. 


Hagnetische  Wirkung  einer  Spnle.    Feldstiirke  im  Zentrnm  der  Simle. 

der   Stromstärke  z  ■  J.     Der   Strom,   welcher  (Abb.  201)  in  dem 
Streifen    von   der  Breite   ds  fließt,   ergibt  sich  folgendermaßen: 

Strom  pro  cm  =  — ■ — ;  also  in  dx  .  .  .  ^  ■— dx. 

Wir   bringen  nun   den  Pol  1   ins   Zentrum   der   Spule   und 
bestimmen   die   vom  Stromstreifen    dx   auf  ihn   ausgeübte  Kraft 


480 


XVI.  Kapitel:  Einiges  aus. der  Elektrotechnik. 


nach  Gleichung  7).    Wir  müssen  dabei  för  J  den  Wert 
einsetzen.     Dann  wird: 

^TJ  _     27C    z    J 

arl  = z ax  •  sin**a. 

r   1 


Nun  ist  —  =  cotga,  also  x  =  r  •  cotga;  demnach: 


zJ 


dx 


dx 


,  woraus  dx  = 


da  sm^a  sm*a 

Diesen  Wert  in  dH  eingesetzt,  ergibt: 


•  da. 


dH  = 


27C  •  Z'  3 
27r    z  •  J 

i 


da   sin^a  = 


sin*a 
sin  a  •  d  a. 


Nun  kann  sich  a  verändern  zwischen  den  Grenzen  (n  —  «i) 
bis  -|-  oLy 

Es  ergibt  sich  also  H  durch  Integration  von  dH  zu: 


9.)  H  = 


27C  •  z  •  j   r        ,1 

sm  a  •  d  a  — r •  1  cos  a  -|-  c  h= 


__     47Z  '  Z  •  3 


cosa^. 


Für  lange  Spulen,  bei  welchen  also  der  Durchmesser  2r 
im  Vergleich  zur  Länge  1  klein  ist,  wird  a^  sehr  klein,  so  daß 
wir  praktisch  cosa^^  1  setzen  können;  dann  wird: 

4  TT  ■  J  •  Z 

—  (für  lange  Spulen.     J  im  absoluten  Maß). 


H  = 


1 


Setzen  wir  noch  die  Stromstärke  im  praktischen  Maß,  also 
in  Ampere  ein,  so  ergibt  sich: 


10.) 


H  = 


4;: 


1  •  z 

1 


Für  lange  Spulen, 
i  in  Ampere. 


Gleichung  10.)  stellt  das  magnetische  Induktionsgesetz  für 
Luft  dar.  Man  nennt  das  Produkt  i  •  z  die  Amp^rewindungszahl 
und  bezeichnet  letztere  mit  AW. 
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1-  z 


ist  dann  die  Ampere windungszabl  pro  cm  Spulenlänge; 


diese  bezeichnet  man  mit  aw.     Also  mit  Gleichung  10.): 

iz  =  AW 


1-  z 


=  aw  = 


10 


H=ooO,8.H 


1  ""'  47C 

d.  h. :  für  die  Luft  ist  die  Amperewindungszahl  pro  cm  Krfifi^Knien- 

weg  gleich  dem  0,8fachen  der  gewünschten  Feldstärke  Hi     SöU 

z.  B.   die   Feldstärke  H  im  Zentrum   der  Spüle   die  Qröße  100 

haben,  so  wird  aus  10.): 

4«     i  -z         4« 

aw,  woraus: 


100  = 


aw  = 


10 
10 


1 


10 


•  100  =  c<5 


10 


.100  =  8O  =  O,8H 


47C  12,5 

d»  h. :  um  im  Zentrum  einer  ganz  mit  Luft  ausgefüllten  Spulß 
eine  Feldstärke  100  zu  erhalten,  muß  man  pro  cm  Spulenläng^ 
80  Amperewindungen  aufbringen,  welche  z.  B.  erhalten  Werden 
durch  80  Ampere  und  1  Windung,  oder  durch  8  Ampere  und 
10  Windungen,  oder  durch  1  Ampere  und  80  Windungen  usw. 
Hätten  wir  bei  der  Ableitung  von  Gleichung  10.)  den  Pol  1 
auf  die  Mitte  der  Spulenstirnfläche  gebracht,   statt  ins  Zentrutb, 

IC 

so  hätten  wir  die  Integration   zwischen   den  Grenzen  -^-  und  a^ 

ausführen  müssen  (Abb.  202) ;  dafür  wird  dann : 

«1 


H 


2ir  •  z  •  J      /  .         -  2w  •  z- 

= j I  sm  a  •  d  a  = j — 


cosa 


1- 


T 


Abb.  202. 
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Magnetische  Wirknng  einer  Spule.    Feldstärke  |in  der  Sthufläehe  der^Spyle.j  ,^, 
Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  31 


4^2  XVLEäpHiel:  Eisiges  aus  der  ETeki^ot^mk. 

F^r ,  Y^rMUßii^raä^g ,  sehr  l^n^i^.  Spulen  J^mn ,  wiedex  cos  «i  =  1 
gesetzt  werden,  so  daß  folgt: 

H  =  _2jL^  =  ll. .  J_^  =  Foldsiärke  an  der  Slirnfläieiie, 

•  .         .  =  halb  so  groß  als  im  Zentrum 

(bei  Luft). 

V6»  cfen  eriöügtehi  Kraftliriien  gieht  also  nur  die  Hälftie  diÄch 
dtef  Stirnflächen,  während  -die  änderöHätfte  schon  an  d6r-^li$i£l;ä^ 
fläche  austritt.  Voraussetzung:  Spule  ist  ganz  mit  Luft  aus* 
gefüllt.  -  ^ 

FQllt  man  die  Spule  ni\t  Eisen  aus,  so  "wird  die  Kraftlinien- 
zahl  unter  sonst  gleichen  Umständen  außerordentlich  erhöht;  sie 
kann  Uicbt  300,0  bis  4000mal  größer  sein,  als  in  der  Luft.  Man 
sagt,  Eisen  habe  eine  viel  größere  Leitfähigkeit  oder  Durch- 
lä^igkeit  fUr  löägnetische  EraftlinieA,  als  Luft.  Bezeichnet  naa 
die  #raftliiaie^2ahV  pro  cm^  Eisenqü'erschnitt  mit  B  und  diö' Leit- 
fähigkeit des  Eisens  mit  (JL,  so  kann  man  schreiben:  ^^  • 

■.      :::       -• 

(i  ist  hierbei  sowohl  yon  der  magnetischen  Güte  der  Eisensorte, 
als  auch  von  der  Größe  der  gewünschten  „Induktion  B"  selbst 
abhängig.  Man  studiere  die  hierfür  angegebenen  Schaubilder 
(Abb.  8  und  9).     Für  Luft  ist  |a  =  1,  also  B  =^  H. 

Das  magnetische  Induktionsgesetz  für  Eisen  lautet: 


12.) 


B  =  t..H  =  t.     ^^      '^ 


10        1 


T 


Magnetisches  Induktionsgesetz 
für  Eisen,     i  in  Ampere 


Diese  sehr  wichtige  Gleichung  findet  dauernd  Verwendung 
bei  der  Berechnung  des  MagnetgestiBlls  vöii  Dynamomaschinen, 
weshalb  auch  ihre  Ableitung  in  das  vorliegende  Buch  Auf- 
nahme fand. 

§  97.  Elektromagnetische  Induktion  (Faraday  1831). 

Berechnung  der  in  einem  Leiter  induzierten  elektromotori- 
schen Kraft  nach   dem  Prinzip    von  der  Erhaltung   der  Energie,  j 


n 


K 


§  97.    ElektromagpietiBche  Induktion  (B\iraclay  li$31).  48$ 

Wird  ein  LeüeFsttek  toir  der  Länge  1  cm,  de&rsen^nden 
etwa  tnit  den  Eiemmen  eines  Galvanometers  '  leit^^  zu  dnem 
geseblossenen  Kreise  rerbundeu  sind ,  durch  ein  maghetiscbes 
Feld  derart  hindurchbewegt,  daß  sich  die  Zahl  det  von  dem 
Leitungskreise  umfafiten  Kraftlinien  ändert,  so  entsteht  in  dem 
Leiter  ein  elektrischer  Strom,  ein  sog.  IndaktionsstrQm.  Wir 
wollen  diese  Bewegung  senkrecht  zur  Richtung  d^r  Kraft- 
linien und  senkrecht  zur  Richtung  des  Leiterstttcks  ausführen. 

Sei  H  =  Feldstärke  =  Anzabl  der  Kraftlinien  pro  cm^.  Wäh- 
rend der  Zeit  dt  werde  vom  LeiterstUck  die  Strecke  ds   zurück- 

ds 
gelegt,  so  daß  die  augenblickliche  Geschwindigkeit  v  =  -j--  cm/sek. 

Solange  die  Bewegung  dauert^  wird  im  Leiter  eine  EMK  E  in- 
duziert ,  so  daß  im  Schließ ungskreis  ein  Induktionsai^pm  J  (in 
absoluten  Einheiten)  entsteht. 

Das  magnetische  Feld  übt  auf  den  vom  Ii^duktipnsstrom. 
durchflossenen  Leiter  eine  Kraft  f  aus,  welche  die  Bewegung  zu 
hemmen  sucht. 

Nach  der  Gleichung  'S.)  ist  .  .  .  f  =  H  •  J  •  1  Dyn.  ' 
Der  äoftere  Arbeitsaufwand  während  der  Zeit  dtj   welcher 
ein  Weg  ds  zukommt,  ist  dann  =  f  •  ds  (Kraft  •  Weg);  es  ist  aber: 

fds  =  H.J.l.ds. 

Die  im  Leiter  Hervorgebirachte  elektrische  Arbeit  wahrend 
dt  ist  =  E  •  J  •  dt. 

Nach  dem  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Energie  müssen 
äufiere  Arbeit  und  elektrische  Arbeit  einander  gleich  sein, 
also  gilt: 

H  •  J  •  1  •  ds  =  E  •  J  •  dt,  woraus  allgemein : 

ds 
13.)  E  =  Hl-r-  =  Hlv  absolute  Einheiten. 

dt 

Für  H  =  1,  1  =  1  und  V  =  1  wird  E  =  1  absolute  Einheit. 

Nun  ist  aber  H  •  1  •  ds  diejenige  Zahl  der  Kraftlinien,  welche 
der  Leiter  während  der  Zeit  dt  durchschnitten  hat;  wir  be^ 
zeichnen  diese  Kraftlinienzahl  mit  d$;  eingesetzt  in  13.)  ergibt: 

d^ 
14.)  E  =  -TT-  =  Änderung  des  Kraftflussßs  mit  der  Zeit! 


484 


XVI.  Kapitel:  Einiges  aus  der  Elektroteclinik. 


Der  Versuch  (Lenzscbes  Gesetz)  zeigt,  daß  der  induzierte 
Stroiü  in  jedem  Falle  der  Änderung  des  magnetischen  Kraft- 
Busses  entgegenwirkt;  deshalb  versieht  man  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  14.)  mit  einem  Minuszeichen,  so  daß  sich  ergibt: 


15.) 


E  =  - 


d^ 

dt 


allgemein  gültig,  wie 

sich  auch  ^  und  t 

ändern  mögen 


Absol.   Einheiten. 


Die  praktische  Einheit,  das. Volt,  hat  mau  lO^mal  so  groß 
gewählt,  als  die  absolute  Einheit;  also  gilt  auch: 


16.) 


E  =  - 


d4> 

dt 


•10- »Volt 


in  einer 

Windung 


Hat  man  statt  einer  Windung  z  in  Hintereinanderschaltung, 
80  wird  in  jeder  dieselbe  EMK  induziert,  die  sich  alle  addieren; 
dafür  gilt  dann: 


17.) 


E  =  —  z 


d4> 

dt 


10-8  Volt 


für  z 
Windungen 


§  9iB.   Elektromotorische  Kraft  der  Selbstinduktion. 

Schickt  man  durch  die  Windungen  einer  Spule  von  außen 
$i}rom,  so  entstehen  Kraftlinien,  welche  die  Spulen  Windungen 
selbst  durchschneiden.  Dadurch  entsteht  in  den  Windungen 
nach  dem  soeben  entwickelten  Induktionsgesetz  ein  Indnktions- 
ström,  den  wir  uns  über  den  von  außen  zugeleiteten  Strom  ge- 
lagert denken  können  und  der  stets  so  gerichtet  ist,  daß  er  einer 
Ändernng  des  augenblicklichen  Zustandes  entgegenwirkt.  Ver- 
stärken wir  also  den  äufieren  Strom,  so  wirkt  der  Indnktions- 
stroni  dieser  Verstärkung  entgegen,  d.  b.  er  fließt  entgegen- 
gesetzt wie  der  änfiere  Strom,  schwächt  also  diesen.  —  Schwächen 
wir  dagegen  den  äilfieren  Strom,  so  wirkt  der  Induktionsstrom 
dieser  Schwächung  entgegen,  d.  h.  er  fließt  in  derselben  Rieh- 
tung  wie  der  äußere  Strom,  verstärkt  also  diesen. 


§  98.    Elektromotorische  Kraft  dar  Sjelbstindaktion.  ^85 


Man  nennt  diesen  in  den  Windungen  selbst  induzierten 
Strom  den  „Selbstindoktionsstrom^,  und  die  EMK,  welche  ihn 
hervorbringt,  die  ^elebtromotorisclie  Kraft  der  Selbgtiiidiik'! 
tion^.  Diese  EMK  der  Selbstinduktion  muß  zuerst  vorhanden 
sein;  sie  erzeugt  dann  erst  den  Strom  der  Selbstinduktion! 

Diese  EMK  der  Selbstinduktion  soll  berechnet  werden. 

Wir  denken  uns  eine  von  Eisen  ausgefüllte  Spule  (etwa 
eine  Drosselspule  oder  auch  einen  Wechselstromtransformator) 
mit  z  Windungen  und  einem  Eisenquerschnitt  von  Q  cm';  die 
Länge  des  Kraftlinienwegs  im  Eisen  sei  =  1  cm.  Die  magnetische 
Leitfähigkeit  (i  des  Eisens  sei  konstant.  —  Die  augenblickliche 
Stromstarke  sei  =  i  Amp.;  sie  wachse  im  Zeitelement  dt  um  di; 
dann  ist  die  Anzahl  der  pro  cm'  neu  erzeugten  Kraftlinien  (nach 
Gleichung  12.): 

dB  =  ji  •  dH  =  ji  • -jj^  ~  •  di, 

weil  alle  Größen,  bis  auf  i,  konstant  sind. 

FQr  den  ganzen  Querschnitt  Q  cm'  sind   also  neu  erzeugt: 

d^  =  Q   dB  =  Qjt^  y    di. 

Da  d$  die  Zunahme  des  Kraftlinienflusses  bedeutet,  so  er- 
halten wir  eine  EMK  der  Selbstinduktion,  welche  der  'von  außen 
aufgepreßten  entgegenwirkt .  und  fQr  die  vorhandenen  z  Win- 
dungen nach  der  Gleichung  17.)  die  Größe  hat: 

d^ 

E  =  -z   -^   10-»  Volk; 
at 

darin  den  Wert  für  d$  eingesetzt,  gibt: 

E  =  -z.Q|t-|^y~.  10-«  Volt  oder: 

Die  Größe: 


^ .  J*^  .:^ .  Q  .  10-»  =  JilÜLLiilQ- .  10-«  =  Konst  •  Jiy^ 
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^efuat  man  den  „SelbstiiidaktionskoefBzienteii^  und  b^^cboet 
sie  mit  £«     Bei  ein  und  derselben  Spule,*  ^o.Q  und  1  auGh  kon» 

.  .      .  S  =  |iKonst 

dann  wird  allgemein: 


.-.18.) 


e;  =  -2 


di_ 
dt 


Volt 


wolS^J^i-ÜLl^ll^.lO-. 


1 


^^ 


Die  Einheit  des  Selbstindaktionskoefflzieiiteii  nen^t  man 

Benrjr«  -^  Jede  Spule,  für  welche  der  Ausdruck: 


(i   47C   z*-  Q 
i       ~ 


10-^  =i=  1 


wird,  hat  1  Henry.  £  ist  nur  von  der  Spnlenform  und  yom 
Quadrat  der  Windungsziälil  abhängig.  . 

Für  Luft  ist  (1=1  zu  setzen. 

Zum  Unterschied  von  der  durch  Bewegung  emer  Spüle  im 
magnetischen  Feld  erzeugten  BMK  E  bezeichnen  wir  die  durcli 
Stromändernng  in  der  Spule  selbst  erzeugte  EMK  der  Selbst- 
induktion mit  Eß ,  also  : 


19.) 


E«  =  -ß 


di_ 
dt 


=^  EMK  der 
Selbstinduktion 


§  99.   Grundgesetze  des  Wechselstroms. 

I.)  Momentan  wert  oder  Augenblicks  wert  der  EMK,  welche 
in  einer  Drahtschleife  induziert  wird,  die  sich  mit  konstanter  6e- 
schwindigkeit  in  einem  homogenen  Magnetfelde  dreht. 

Wir  nahmen  an,  eine  ebene,  rechtwinklig  gebogeiie  Kupfer- 
spule AB  CD  (Abb.  203)  mit  einer  Windung  drehe  sich  mit 
konstanter  Umfangsgeschwindigkeit  in  einem  honaogenen,  2poligen 
magnetischen  Kraftfelde,  und  zwar  von  der  wagrechten  Lage  0 
aus  nach  links  herum.  —  Die  Kraftlinien  verlaufen- ^likfet^ht. 

Die  Enden  der  Spule  sind  mit  Schleifriü^rn  liüs  TSTetSll  ver- 
ibuhden,  welche  auf  der  Welle  aufgekeilt  sind,  also  die  Drehung 
mitmachen.    —    Die    Ringe    sind    inittels    feststehender   Schleif* 


\ 


if'99-.  Qrwidg^i^e  des  Wschie^tniiiis-. 


4^7 


dH^a«! 'jr#üpu(^fe  in.;4ei', WiltÄ  Jiegt*    ■  /,-■.    ,  ,;  r,-,  ;;■;:; 

,i::J)i»iib  sich  (Jie  Spule'  Ung^qi,  so  «ctlägb  ^s.  Gaivtiaoiaatex 
während  der  ersten  halben  UmdTehupg,.i!BLi;^<  der  eiB49;i^;i^ 
%B, ip^fih  jcaebts,  uod.,w,äbr^nd.  ■  ...     ■■,,^-.,;    -,.  ..-.■;;-; 

der  zweiteii -hitlbeji  ymdrehijng  :  .iTfi, 

nach    der    entgcgengesetiitBjir^  .■  ;,; 

Seite,  also  nach  linkis  aus.  Da- 
bei fenlspricht  jeder  anderen 
Spuleostellung  auch  du  anderer  i,,.. , 

AjisBchliig;  z.  B.  .ist  bei  w^-      ~:  

rechter, . Spuienlage  (Punkt  0)  ,  ,,  j,.;, 

der  Au^(^lag  =  0.  Bei  Drehung       -^  .  'i 

über  '1,12  bis.S.wjrd  der  Aus-     .  ^  j-','i 

schlag   immer  größer,   und  er  r;:- 

«^Fei<^i'  in  9  seinen-  .S(^st- 
w^pt..,  ypn  a  über  4,  5  bis  6. 
gftht  der  A'UMchJBig  wied^  zur 
rück ,  er  wird  kleiner  und 
ktsjner,,  bis  ei;  is  6  zfi  Null 
geworden  ist. 

Drehen  wir  jetzt  die  Spule 
weiter  über  6,  7,  8  bis  9,  so 
Länder  f  der  öalVanometer- 
Zeiger  nach  der  entgegen- 
g^eüim'inBgBiirtwi)  Seike  (in 
gleicher  Weise,  wie  zuerst  nach 
der  positiven);  er  erreicht  für  ? 
seinen  größten  negativen  Aus' 
mi^.---"-  BÖi  der  Dr^Ki 
vo^^^  Über  10.«:, ll  ^\^  ^  kctmint  der.  Zeigw  wjedet^  i^ucfh^ ,,t^ 
er  bat  'itf  0  wieder  seine  Nullstellung. 

"'■  ''"Wttfd^h  friy^äi^  Spule  noch  eibttal  init'döiselbeta  Geschvfr?tf- 
digkeflrli^Hilildi'ehen,  so"  würde  Sich  das  Sf i^l  f^öüÄüiir d6näelb6k 
Weise  wiederholen.  ..-.-■- 

Bei   schnellerer  Drehung  würden   die  Hätdistwerte   des  Aub- 
sdil^ ''äntapr^bend  größer; 'ebäii6ti-'*bei  Verstärkung  des'Fäldes. 
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Da  der  Zeif^eyaussehlag  unter  allen  Cmstik^den'  l.\)  Tärinder- 
lieh  nach  Gröfie  und  2.)  auck  Terftnderiidi  äaoh  seiner  ffieh- 
tm^  iat,  so  muß  sieh  der  in  der  Spule  induzierte  Strom  aneh 
nacb  Oröfte  und  Blebtang  ändern. 

Es  soll  nun  das  Gesetz  aufgestellt  werden,  nach  welchem 
sich  dieser  Strom  und  folglich  auch  die  ihn  hervorrufende,  in 
der  Spülenwindung  induzierte  EMK  ändert. 

Nach  dem  Induktionsgesetz  ist  E  = -=7—  =  negative  Ande- 

i  Qu  - 

rung  des  von  der  Spule  umfaßten  Kraftfeldes  nach  der  Zeit 

lim  also  E  für  irgend  eine  bestimmte  Lage  der  Spule  2ü 
finden;,  brauchen  wir  nur  festzustellen,  wie  sich  die  Zahl  der  von 
der  Spule  umfaßten  Kraftlinien  ändert  oder,  was  das&relbe  ist: 
Wie  »ch  die  Zahl  der  von  den  aktiven  Leiterstücken  AB  und 
CD  geschnittenen  Kraftlinien  ändert.     (Abb.  203.) 

In  der  wagrechten  Lage  (0)  nmfaßt  die  Windung  das 
gegebene,  also  für  die  Rechnung  bekannte  Maximum  der  Kraft- 
linien, nämlich  <^max  =  F  •  H,  wenn  F  =  Spulenfläche  in  cm* 
und  H  =  Feldstärke  pro  cm^. 

Nach  Drehung  der  Windung  um  den  <^  a  (1)  ist  die  Zahl 
der  nmfafiten  Kraftlinien  nur  noch: 

20.)    ...    *«  =  ^max     cos  a, 

weil  immer  nur  die  Vertikalprojektion  der  Spulenfläche  in  Frage 
kommt. 

Ist  a  =  90^  =  -^,  so  ist  die  Zahl  der  umfafiten  Kraftlinien 

=  0,  weil  jetzt  die  Spulenebene  parallel  zu  den  Kraftlinien  steht, 
(cos  a  =  cos  900  =  0.) 

Die  Spule  brauche  zu  einer  ganzen  Umdrehung  im  2poligen 

Feld  die  gegebene  Zeit  von  T  Sekunden  (T  gewöhnlich  =  -^  Sek.); 

und  zu  einer  Drehung  um  den  beliebigen  Winkel  a  von  der  Null- 
lage aus  gerechnet  die  Zeitt;  dann  besteht  die  Beziehung: 

a  :  2  7c  =  t :  T,    woraus : 
21.)  .  .  .  a  ==  -^  .  t  =  konst  •  t  =  f  (t)  .  .  .  -^  =  bekannt! 
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Nach  der  Drehung  um  «  entsprechend  einer  Zeit  von  i'^ 
sei,  wie  schon  erwähnt,  diö  Zahl  der  umfaßten  Kraftlinien  =  ^a. 
oder  mit  Bezug  auf  die  zugehörige  Zeit  t  gleich  ^t-  —  Dann 
ist  die  in  diesem  Augenblick  induzierte  EMK  nach  dem  In- 
duJttionsgesetz : 

22.)  ...  Et  = ^  absolute  Einh. 

^  dt 

d  4>t  .  .      d  ^t      d  a 

Um  — TT —  zu  erhalten,   bilden  wir  —-. tt— , 

dt  d  a        dt 

2ic 
denn  es  ist  $t  =  ^max  •  cos  a  und  a  =  —=^  •  t;    also: 


d4>t  ^  .  ,    da  27r 

-j^  =  -4>.a.smaund-^--^ 


eingesetzt  in  Et  gibt: 


d4>t  d4>t      da         .   ^  .  Stc 


23.)...Et  =  --^3T^  =  --V^-^  =  +  ^«*x    sina 


dt  da       dt  ""  '      "•"  T 

Setzen  wir  noch  -7fr  "=  c  =  Periodenzahl  pro  Sekunde,  also 

2ir 

-=—  r=  2  7C  •  c  =  (0  =  Winkelgeschwindigkeit,  so  wird  auch : 

a  =  -=—  •t  =  (2  7rc)t  =  (iDt  und  damit : 

24.)  ...  Et  =  -^  •  <^max    sin  a  =  Stü    c   $bi*x    sina  =  f  (a)  = 

=  2ä  •  c  •  4^m«x  •  sin  (ö)  •  t)  =  f  (t). 
Den  größten  Wert  erreicht  dieser  Ausdruck  für  a  =  90^  = 

IC 

=  -^,  weil  dann  sina  =  1  wird.   Bezeichnen  wir  den  zu  a  =  90® 

gehörigen  Höchstwert   der  induzierten  EMK   mit  Emax)    so   gilt: 

2?c 
25.) . . .  Emtx  =  "TjT-   *iiiax  =  2  7c  c  ^max  absolute  Einheiten 

und  damit: 

26.)  ...  Et  =  Emax  •  sin  a  =  Em^x  *  sin  (o)  t)  absolute  Einheiten. 
Die  in  einem  beliebigen   Augenblick  t  induzierte  EMK  Et 
nennt  man  den  Angenbliekswert  oder  Momentanwert  der  EMK. 
Es  gilt  also  für  die  beschriebene  Anordnung  der  Satz: 
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Der  AUgenJblicJki^wert  St  ^er  indus&iertßn  SMK  ist 
dem  mit  sin a  multiplizierten. Kai^imalwertlEiiite,  w^^i -  / 

Emax  =^  2 1' r. G  •  ^ma»  äls  Bek«»nt0  anzusehen  ist:  : 

Tragen  wir  B{  ?=  Emar  *  »in « »Jgral^biaßh  auf,  so  erUälteo  wir 
in  bekannter  Weise  eine  Sinuslinie,  deren  Amplitudd  =  Emts  vfn^ 
deren  Periode  =  2«  ist  (Abb.  204). 

Die  in  detl^paliB  induzierte  EMK  ändert  sich  also  nach 
dem  Sinasgesetz^ 

Abb.  204.  '        ' 


;  barstelltng  der  FunHt^on  Ej.  =  Ej^^x  •  sin  a  =  Eq^^x  *  8in'(^  •  *)• 

'  In  Yolt  ergibt! sich;  Et  dntch  Multiplikation  mit  10~^.  Hat 
man  z  in  Reihe  geschaltete  Windungen,  dann  ist  die  induzierte 
EMK  ztnäl  so  groß. 


Abb.  205. 


^r 


Zusammenhang  zwischen  der  in  einer  induktionsfreien   Spule  induzierten  Wechsel- 
spannung E,   dem  in  ihr  fließenden  Wechselstrom  J  und  der  von  ihr  umfaßten  Kraft- 

'    "j-       .       t         ■■■'    *   '  '         Hnienzahl  d>.  ^ 

Bei  mehrpoligen  Feldern,  wie  sie  bei  den  Dynamomaschinen 
fast  {ausnahmslos  vorkoi^men,   entspricht  T  upd   damit  2 x.  einer 

doppelten  PolteilttMg. 

Genau  so,  wie  sich  die  EMK  ändprtt  ändert  sich  aucl^  der 
durch. sie  in   der  Spule   hervorgebrachte  Strom   nach  .Größe  und 
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Richtung :  B»  .eHtstebtseiin^  -^  We^rhselsitirbm* ,  dcBsen  -  Augetiblicks- 

wert  gegeben  ist  durch: 

27.)  .  ..3t  =  Jmix   sin«  ^  J«,ai  -isln  (co  •  t)  =  J^n^  ^  stn  {ä  it   c-  V) 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Spule  nur  komätanten  Ohm- 
«chen  Tflderstand  w  und  keipe  Selbstinduktion  besitzt.  —  Man 
sagt  da^n,  deir  Strom  s^i  in:  Phase  ndt  der  Spani^ung  £;  er 
erreicht  zu  denselben  Zeiten  wie  diese  seine  Höchst-  und  Mindest- 
werte,'geüt  ^bitih^eitig  iülf  ifii-  dui'ch  Nütl  und  hat  denselben 
Periodenbogen,  aber  im  .al|gßmeinea  eine  andere  Amplitude.  — 
Abb.  205  zeigt  den  Zusammenhang.  —  Dazu  ist  noch  der  zeit- 
liche Verlauf  von  ^  =  Zahl  der  v;oö  der  Spule  nnrfafiten  Kraft- 
linien gezeichnet. 

Beispiel:  Eine  Spule  mit  20>  Windungen  mache  pro  Minute 
1500  Umdrehungen  in  einem  homogeqen  2poligen  Felde,  dessen 
Kraftliniendichte  =.8000  Linien  pro  cm*  sei.  Die  Länge  der 
rechteckigen  Spule  sei  =  30  cm,  diei  Breite  (==  Durchmesser  des 
Ankers)  sei ^60  cm,  also  die  Fläche;  F  =  1800  cte*.  Diana  wird: 
*max  =4  iSÖÖ  •  8000  =14400000  =  14,4  •  10«.   Die  Petiodenzahl 

pt-ö  Sekunde  c  =  =  25 ;  also  nach  Gleichung  25.) 

^         .,.         ,     ,  .    T^.  ,    ..           27c-25U,4.1Ö«       ,^ 
Emax  =  27CC  •  ^max  absolute  Emheiten  = ^Ks Volt  = 


CO 


Aläö  Mf "20  Windungen  :Erna^=c>o  20  •  22;6  =  co  45ä  Volt. 

§  iOO;^  ""Mittel wi^ii/  eiiiis-^  shtiisaril^eti  W0^h«^eli^tr4i^s^. 

Da  sich  ein  sTriüs'ärtige'r  Wechselstrom 'mt  der  Zeit  nach 
ö^^fte  imd^fRichtüiig  ätidört>  so  lÄter^siert  es,  weicht 'mittlere 
Stärke  derselbe  hat.  —  Um  dieselbe  zu  finden,  brauchen  twir  law 
die  zwischen  der  Stromkurve  (Sinuslinie)  und  djöir  WigiMJchten 
eingeschlossene  Fläche  für  eiüe  hfilfee -„Periode  (==  ein  :Wechsel) 

in  ein  fläch  engleich^  Rechtieek  mit  4eii$i)1ilH^ni^^^  zu 

j0ryf£ffß^hic  /-r^   Dk>  r^öl^  des  -Reohte^^karj^teUt  .dano   d^n  ge- 
«l^iten  Mit^wert  do^  (4^bb j  3ft^-    '■'  .  •  ^ 

Ein  Flächenelement  der  Sinuslinie;  mit  der  r^ Amplitude  Jmax 
mi-;dw,?Pei:ioderibogen  .2^^         den  Inhalt:  .  .   .,,    .  /, 
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demnach  ist  die  ganze  FJäcbe  (fUi  eine  halbe  Periode): 
P  =  fiF=fjm»i  ■  sin«  ■  da=:  J„„  J siati   dt3.= 

=  JniSK  •  I  —  COSa  -(-  C  I  =  Jmai  ■  I  —  COS  K  —  (—  COä  0)  I  = 

=  2  ■  J«t,;  dies  durch  die  Grundlinie  ic  dividiert,  ergibt: 


S  imtii  ebenso: 


=  0,636  E.US. 

Abb.  1 


BestiinmnDB  des  Mittelwert»  eines  Binnsartigen  WechaelstroniB. 

Diese    Mittelwerte    haben    keine    praktische    Bedeutung   für 
Wechselstrommaschinen,  wohl  aber  fUr  Gleichstrommaschinen. 


§  101.  Ableitung  der  Gleichung  ffir  die  Ankerspannung 
einer  Gleich  ström  masclilne. 

In  Abb.  203  ist  die  äpolige  Anordnung  eines  Trommelankere 
gezeichnet. 

Es  bezeichne: 

Ba  =  Ankerspannung  in  Volt, 
n  =  Drehzahl  des  Ankers  pro  Minute, 
Omw  =  maximaler  Kraftfluß,  welcher  bezüglich  Abb.  203  in  die 
Fläche  der  Windung  bei  wagrechter  Lage  (0  -:-  6)  ein- 
bzw.  austritt, 
Wir  wollen  nochmals  auf  anderem  Wege'  die  mittlere  EMK 
berechnen,   welche  in  einer  Windung  induziert  wird,   wenn  sieb 
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dieselbe  von  Lage  0  bis  zur  Lage  6  bewegt,  also  eine  Drehung 

T 

von  0-^7c  vollzogen  ist,  wozu  eine  Zeitdauer  von  -^  gehört.  (Während 

der  aktive  Leiter  AB  von  der  Lage  0  bis  zur  Lage  6  kommt, 
bewegt  sich  gleichzeitig  der  aktive  Leiter  DC  von  6  bis  0;  Dreh- 
sinn gleichgültig.) 

Die  momentan  induzierte  EMK  ist  nach  den  Gleichungen  22.) 
und  24.): 

Et  =  -  -^  •  10-8  Volt  ^  27C  .  c  •  *max  '  sina  =  f(a). 
dt 

Das  zeichnerische  Bild  für  Et  ergibt  eine  Sinuslinie  (Abb.  204). 

Wir  erhalten  nun  den  Mittelwert  Emittei  der  in  einer  Windung 

induzierten  EME,  indem  wir  wie  in  §  100  verfahren  (t  =  0  bis  t 

T 
=  -jr-  entspr.  a  =  0  bis  a  =  7c). 

Die    ganze    Fläche    setzt   sich    aus   Parallelstreifen    von   der 
Größe  d  F  =  Et  •  dt  zusammen ;  es  ist  also  für  eine  halbe  Periode : 

I. 

n  2 


F=fiF=fEt    Ai; 


0  0 

T 
demnach  die  Höhe  eines  gleichgroßen  Rechtecks  mit  der  Grundlinie  — : 

T 


8 

Emittei  =  -7^  =  ~^^  '    I  Et  ••  dt 

2 


z 

F         2      /* 


oder,  da  zur  Zeit  0  in  die  Windung  der  Kraftfluß  -f  ^m&x  und  zur 

T 
Zeit  -jr-  der  Kraftfluß  -—  <i>max  eintritt,  so  ist  auch : 


*max 


•dt  10-«  Volt 
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-^ 


nRx 


=  -  -|-  •  10-«  r*t  +  konstl  Volt  =^ 


+  *, 


max 


=  -^   10- ' :  [-  2<^^ax]  Volt  =;? 


=  4  c  <I>«ax  10-«  Volt  für  eine  WinduDg: 
Oder  so:  Es  ist  — 

Enüitel  = 

0 

2  IC 
hier  aus  61.  230  den  Wert  für  Et  =  .*max,  •  sin  a  •  -=—  eingeeetzt: 

T       . 

•  ■ 

2 


0 


2tc 

Emittel  =  -^  •    /  ^max  '  sin  a  •  — —     dt 


Nun  war  —r—  =  —=-  ,  also  dt  =  — r —  •  da,  also : 
dt  T  27C 


Kniltel  = 


=  ^  •   I  *max    sin  a     d a  =  2  c  •  $niax      I  sin  a     da 

0  0 

n 

=  2    c   4>,nax   I  —  cos  a  4-  konst  1  = 


0 


=  2   c 


^max    I  —  COS  :r cos  0  I  = 

=  2    c  •  4>niax  •  [+  1  +  1]  =  4    c  •  ^max  abs.  EinL.  = 

—  4    e  •  *„Äx  •  10-  ^  Volt  (wie  zuerst)  für  eine  Windung. 

Probe:  Nach  Gleichung  28.)  war  Emittei  =  0,636  Emax;  nach 
Gleichung  25.)  war  Emax  =  2  t:  •  c    ^max;  dies  in  EmiUei  eingesetzt: 

Emittel  =  0,036  •  2  ;r    c  •  ^max  =  4    c  •  ^max  abs.  Einh.  = 

=  4.C      *max      10-^  Volt. 

Erläuterung :  2  4>max  ist  die  totale  Änderung  des  Kraftflusses 
einer  Windung  während  der  Zeitdauer  einer  halben  Periode  oder 
während  einer  halben  Umdrehung  bei  einer  2poligen  Anordnungt 
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"        -  -  -  -  — 

wie  in  Abb.  203;  d^tm  in  dar '  Vagrechten  Liige  0  «m&ß^  üb 
Windung  den  Krafifluß  ^maxf  in  der  L^e  3,  also  schon  nach 
einer  Viertelumdrehung,  umfaßt  sie  gar  k^ine  Kraftlinien  mehr; 
die    Änderung    innerhalb    dieser   Viertelumdrehung   beträgt   also 

schon   *max. 

Während  sich  nun  die  Winduug  von  der  Lage  3  bis  zur 
Lage  6  dreht,  wächst  die  Zahl  der  umfaßten  Kraftlinien  wieder 
von  0  auf  ^max^  nur  treten  sie  jetzt  auf  der  entgegengesetzten 
Fläche  der  Windung  ein ;   daher  auch  die   Schreibweise  +  ^max 

Schaltet  man  mehrere  Windungen  hintereinander,  um  ein^ 
größere  Ankerspannung  zu  erhalten,  «o  wird  in  jeder  Windung 
die.  gleiche  ..mittlere  EMK  induziert  .     - 

Haben  wir  S  =  K  sogenannte  Wicklungselemente;  (wo  K  =^  An- 
zahl der  Kollektorlamellen  eiaer  Gleichstroomiaschiile)  mit  je  w 
vollen  Windungen  und  je  u  induzierten  Seiten,  so  ist  die  gesamte 
ZaU  Äet  induzierten  Drähto  am  ganzen  umfang  dei».  Ankers: 

N=S-  uw.' 

Fiif  den  heute  allgemein  üblichen  Trommelanker,  bei  dem 
fast  ausnahmslos  u  =  2  ist  (linke  und  rechte  Seite  des  Wicklungs* 
elements),  ergibt  sich  demnach: 

N  =  2  •  S-  w;    • 

daraus  folgt  die  gesamte  Windangszahl  auf  dem  ganzen  Anker- 
umfang zu: 

^•"=-2- 

(weil  zu  einer  Windung  zwei  Drähte  gehören).     • 

Da  nun  ganz  allgemein  bei  jeder  Gleichstarommaschine  2  •  a 
parallel  geschaltete  Ankerstromzweige  vorhanden  sind  (wo,  je 
nach  der  Schaltungsart  der  Wicklung,  2a  =  2;  4;  €;  8;10  usw. 
sein  kann),  so  ist  die  gesamte  Zahl  der  liintereinander  ge- 
schalteten Windungen  gleich: 

S-w_   N 

2a  "^  4a 

....  *  .      N 

und  daher  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichung  28  a.)  mit 


4ä 


Ba  =  ^-4-C*m«-  10-8  Volt 
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^e  Aiikenipftniiung  einer  Spoligeii  GleichstrommaschiniB  zu: 

Ä 
ia 

Da  aber  für  eine  mehrpolige  Maschine  mit  2  •  jp  Polen  (=p  Pol- 
paare) die  Periodenzahl 

2p 

^_    2 _pn 

^""       60  60' 

80  ergibt  sich  durch  Einsetzen  dieses  Wertes: 


B,  =  i.4.^.*^aK.10-«Vo 


Eä  hat  allgemeine  Goiltigkeit  für  alle  Trommelanker,  wenn 
Ti:=::2  uud  die  Polzahl  2  p  beliebig  ist. 


V'i  "  ' 


§  10i2.  Effektive  EMK  und  effektive  Ströhistirke  eines 

Wechselstroms. 

Mittlere  Lelstning  eines  Wechselstroms  bei  indnktionsfrfier 

Belastung. 

Die  Effektiy werte  eines  Wechselstroms  haben  für  die  Praxis 
die  größte  Bedeutung,  weil  ihre  Öröfieti  direkt  durch  die  Wechsel- 
fitrominstrumente  angegeben  werden  und  weil  die  mittlere  Leistung 
(oder  die  Leistung  kurzweg)  bestimmt  ist  durch  das  Produkt  aus 
efrektiyer  Stromstärke  und  effektiyer  Spannung.  Es  bezeichne  : 

J  =  efTektire  Stromstärke  (Amp.)  und 

E  =  effektiye  Spannung  (Volt)  des  Wechselstroms. 

Sei  w  in  Ohm  der  Widerstand,   zwischen  dessen  Enden  die 
Wechselspannüng  angelegt  sei. 

Lassen  wir  dieselbe  eine  Zeitlang  wirken,  so  wird  sich  die 
Wechselstromenergie  im  Widerstand  w  in  Wärme  unisetzen,  deren 
Betrag  wir  mittels  eines  Kalorimeters  bestimmen  können.  Man 
nennt  nun  denjenigen  Wert,  welchen  ein  konstanter  Gleichstrom  ) 
haben  müßte,  um  während  derselben  Zeit  in  dem  gleichen 
Widerstand  dieselbe  Wärmewirkung  zu  erzielen,  den  EtfektiT- 
wert  des  Wechselstroms;   und  die  konstante  Spannung,  welche 
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diesen  unveränderlichen  Gleichstrom  erzeugen  würde,  nennt  man 
die  „effektive  Spannung"  des  Wechselstroms. 

Da  sich  Wechselstrom  und  Wechselspannung  von  Moment 
za  Moment  ändern^  so  ändert  sich  auch  von  Moment  zu  Moment 
die  in  Joulesche  Wärme  umgesetzte  Energie. 

Für  irgendeinen  Zeitpunkt  erhalten  wir  den  Augenblieks- 
wert  dAt  der  Energie,  indem  wir  das  Produkt  aus  den  betreflfenden 
Augenbliekswerten  von  Strom  3%  und  Spannung  Et  mit  dem 
Zeitelement  dt  multiplizieren ;  also : 

dAt  =  Jt    Et    dt  Joule. 

Da  nun  nach  dem  Ohmschen  Gesetz  Et  =  Jt  •  w,  so  ist  auch: 

29.)  .  .  .  dAt=  Jt'  •  w  •  dt  Joule. 

Da  nun  Jt  =  Jtait>\  •  sin  (co  •  t),  so  folgt: 

d  At  =  Jmax'"^  •  w  •  sin^  (o)  •  t)  •  dt  Joule 

und  während  einer  Periode: 

T  T 

A  =  /  d  At  =  Jmax^  •  w  •/  sin^  (cü  •  t)  dt  Joule. 

0  0 

Da   nun   o)  •  t  =  a  ~  —^  •  t,  also  — —  —  — =—  und   daraus 

T 

dt  =  — d  a  . . .  a  von  0  bis  2  tc  für  eine  Periode,  so  ist  auch : 

/T         T  r 

sin2(a)— da  =  -^7 Jmax^w  •  I  sin^a  •  da. 
■2^               2n  J 

0  0 

Nun  ist  (S.  398):    I  sin^a    da  =-^,  also    I  sin^a  da  =  x; 

0  0 

folglich: 


80.) . . 


T  1 

A  =  —-Jmax^W7C  =  ^Jmax^wT  Joule 


=  Arbeit  für 

eine  Periode 

bei  indnfctionS' 

freier 

Belastung 
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Ein  konsiftnter  Gleichstrom  J  wUrde  während  deraelbcD  Zeit 
eine  Arbeit  leisten  von : 

A,  :^  J»-  w-  T  Joule. 
Damit  beide  Arbeitsleistungen  gleich  sind,  muß  gelten: 
A  —  A,  oder: 
1 


■  ff-  T^  J» 


■  T,  woraus: 


J* 


2 


Jmax',  also: 


—  Effektivwert  des  Wechselstroms.   —   Entsprechend   findet  man 
den  Effektlrwert  der  Spannung  zu: 


Etir  —  E  - 


Abb.  207. 


=  0,707    E,.^. 


Lt  des  WeclisFlst' 


Wir  merken  uns  die  wichtige  Beziehung  zwischen  den  Maximal- 
und  Effektivwerten  eines  Wechselstroms: 


J..- 

=  J^ 

jh---'^ 

=  0,707  J,„ 

E„- 

-E  = 

FT- 

:-  0,707    E.„ 
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Die   Arbeitsleistung   während   einer   Periode   kann   also   für 
induktionsfreie  Belastung  auch  geschrieben  werden: 

A  =  Jeff  •  Eeff  •  T  Joule. 

Hat  nun  der  Wechselstrom  c-Perioden  pro  Sekunde,  so  ist 
der  Effekt  oder  die  Leistung  (=  Arb.  pro  Sek.)  gegeben  durch : 

L  =  c  •  Jeff  •  Eeff  •  T  Watt;  da  aber  c  =  -7=-,  so  wird  die  Leistung 

des  Wechselstroms: 


31a.) 


L  = 


1 


T 
J 


Jeff  •  Eeff  •  T  =  Jeff  '  Eeff  = 


max 


=  4rJ»tx^    w  Watt 


(Jmax  •  w)  = 


Leistung 
des  Wechsel- 
stroms bei 
induktions- 
freier Be- 
lastung 


Beispiel :  Sei  für  eine  Wechselstrommaschine  Jmax  =  8^  Amp., 
Emax  =  156  Volt,  c  =  50.  —  Leistung  der  Maschine? 

L  =  6630  Watt  =  6,630  Kilowatt. 

Man  zeichne  hierzu  die  Kurven  für  Jt  und  Et  in  einem  passen- 
den Maßstab  auf,  multipliziere  für  eine  ganze  Periode  (Abb.  207) 


( 


X  7C 

von  —r-  zu  —r-  vor 


gehend  j 


6   "^   6 

die  Augenblickswerte  von  Strom  und  Spannung  und  verbinde  die 
so  erhaltenen  Punkte.  —  Es  entstehen  zwei  kongruente  Kurven, 
die  oberhalb  der  Wagrechten  liegen.  —  Der  doppelte  Flächen- 
inhalt zwischen  einer  solchen  Kurve  und  der  Wagrechten  gibt 
^ie  Arbeitsleistung  während  einer  Periode  an.  —  Diesen  Betrag 
mit  c  =  50  multipliziert,  ergibt  die  Leistung  der  Maschine. 

Zu  dem  Liniendiagramm  ist  noch  das  Vektordiagramm  an- 
gegeben: 2  konzentrische  Kreise,  deren  Radien  =  Jmax  bzw.  Emax; 
da  induktionsfreie  Belastung,  so  fallen  Jmax  und  Emax  in  der  Phase 
zusammen. 

Beide   Vektoren   denke  man  sich  in  fester  Verbindung  und 

Um  M  sich  drehen.    Für  irgendeinen  <J  a  (=0)  t)  z.  B.  a  =  — ^-- 
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werden  die  Augenblickswerte  yon  Strom  und  Spannung  durch 
die  betreffenden  Tertlkalabstfaide  AB  und  CD  angegeben. 

g  103.   Binf luB  der  Selbstinduktion. 

Bringen  wir  in  einen  Weehselstromkteis  einen  Widerbtand 
mit  S^lbsttnduktlon  (am  besten  eine  Dtahtspnle  mit  aus  weichen 
Eisenlamellen  hergestelltem,  geschlossenem  Kern),   so  zeigt  sich 

zweierlei: 

■ •«■       •■  •■  -  ■   ■  ■    • .   ■  •     ■.»..-     ■.»....       ,     ^  .  ■  , ,. , 

1.)  Die  Stromstärke,  welche  durch  die  Spule  geht,  sinkt 
^außerordentlich.  —  Ein  Satz  Glühlampen,  welche  bei  deiteelben 
Anordnung  und  bei  Verwendung  yon  Gleichstrom  —  desseti  kon- 
8tant€(  Spannung  gleich  der  effektiven  des  Wechselstroms  ist  ^ 
mit ,  normaler  Leuchtkraft  brennen ,  erlöschen  fast  vollständig, 
wenn,  der  Gleichstrom  durch  Wechselstrom  ersetzt  wird.  —  Der 
Grund  liegt  in  einer .  durch  die  Selbstindjiktion  erzeugten  EME, 
welche  der  von  anfien  anfgepreftten  Spannung  entgegen- 
wirkt, diese  also  schwächt,  so  dafi  die  Stromstärke  herab- 
gedrückt wird. 

2.)  Diese  gegenelektromotorische  Kraft  der  Selbstinduktion 
bewirkt  eine  Phasenyerschiebimg  zwischen  dem  sie  hervor- 
bringenden Wechselstrome  und  der  yon  außen  aufgepreßten  Span- 
nung. Beweis  mittels  zweier  parallel  geschalteter,  mit  Wechsel- 
strom gespeister  und  J^  zueinander  stehender  Spulen ,  wobei  in 
den  Kreis  der  einen  Spule  nur  induktionsfreie  Belastung  (Glüh- 
lampen) und  in  den  Kreis  der  anderen  Spule  starke  indukti?e 
Belastung  (Spule  mit  in  sich  geschlossenem^  weichem  Eisenkern) 
zu  bringen  ist.  j 

Eine  zwischen  die  j^  zueinander  stehenden  Spulen  gebrachte 
Magnetnadel  kommt  in  rasche  Umdrehung,  was  nur  möglich  ist, 
wenn  die  Ströme  und  damit  die  Felder  der  beiden  Spulen  zu 
ungleichen  Zeiten  ihr  Maximum  bzw.  Minimum  erreichen,  also 
phasenverschoben  sind. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Stromkreis,  der  SelbstindoktiOS  £~ 
hat   und    von    einem    Wechselstrom    durchflössen   wird,   dessen 
Augenblickswert  gegeben  ist  durch: 

I.)  Jt  =  Jmax  •  sin  a  =  Jmax  *  siu  (ü>  •  t). 


'^ 
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Dann  entsteht  infolge  der  Selbstinduktion  nach  Gleichung  19  eine 
EMK,  deren  Augenblicks  wert  gegeben  ist  durch: 

IL)  Eg,  =  -  £  .  -^^  Volt, 

wobei  S  =  Selbstinduktionskoeffizient  der  Spule  in  Heury ;   siehe 
Gleichung  18.     Nun  ist  aus  L): 

dJt 


dt 


=  0)  •  J 


max 


COS  (ö)  •  t) ; 


dies  eingesetzt  in  II.)  ergibt: 

32.)    Eg^  =  —  £    0)  .  Jmax     cos  (ö) .  t)  =  +  SJ  •  W  Jmax  '  8111 


ill(a)t-^) 


d.  h.  aber:    Die  EMK  der  Selbstinduktion  ist,  wie  der  sie  hervor- 
bringende Wechselstrom,  auch  eine  Sinusfunktion;  sie  eilt  aber 


TU 


diesem  Strome  in  der  Phase  um  —  =  90®  nach  (Abb.  208). 


Abb.  208. 


ZeUpfkii 


ZeUpPpii 


^ktrZeit  o 


oC'-afit     ^ 


Einfluß  der  Selbstinduktion.  —  Die  EMK  der  Selbstinduktion  Ew  eilt  dem  sie  hervor- 
bringenden Wechselstrom  J  um  yoo  nach. 

Es»^  erreicht  sein  Maximum  für  sin  (wt  —  -— j  =  1,  also 
für  ft>  •  t  =  7c ;  es  wird  also : 

Soll  nun  ein  bestimmter  maximaler  Strom  Jmax  durch  den 
induktiven  Nutzwiderstand  getrieben  werden,  so  muß  die  an  den 
£lemmen  des  Widerstands  aufgepreßte  Spannung  so  groß  sein, 
daß  sie  in  jedem  Augenblick : 

a)  den  Spannungsverlust  deckt,  welcher  durch  den  Ohmschen 
\  Widerstand  der  Spule  entsteht,  also  einen  Höchstwert  von  Jmax  w 
hat  (w  =  Spulen  widerstand  in  fi). 


^2  SVI.  Eft^toh  EüigM  MH  d«r  Klekboteehmk. 

Diese  Komponente  i«t  in  glMcher  Pbtse  mit  dem  Strome 
nnd  hat  demnach  einen  Angenblickswert  von  J^w  -  w  -sin  («-i). 

b)  die  EMK  der  Selbatindaktion  Oberwindet.  Di«  SpanonngB- 
komponente,  welche  dies  bewirkt,  mnS  also  einen  Höchstwert 
haben,  der  nach  GrQfle  gleich  £1!.^*  sber  in  der  Phaae  gerade 
entgegengesetzt  ^s^„  sein  muB.  Sie  moil  also  dem  Statine 
um  —  TOrangeileD.  Ihr  Angenblicbswerb  ist  demnach  gegeben 
dnrcb  die  mit  «—1'  multiplizierte  Gleichung  32  zu: 
—  Est  --  —  £  -  w  Jm»  ■  sin  («t  —  ~\  = 

=  +S«-Jm«    «n((ot  +  -|-). 
Abb.  809. 


IlkrsbellnnK  des  Ohmsahen  Seieties  ror  einen  Waohsslstromkreis  mit  Senntindsktinn. 

Am  anschaulichsten  kommen  diese  Verhältnisse  im  TektoP 
diagramm  (Abb.  209)  znm  Ausdruck.     Hier  ist: 

0  A  =  maximaler  Wert  der  EMS  der  Selbstinduktion  = 
■  -  E«,^^: 

OF  =  maximaler  Wert  derjenigen  Spannungskomponente. 
welche  notwendig  ist,  um  die  EHK  der  Selbstinduktion  aufzuheben^" 

OB  =  Spannungskomponente,  welche  das  Maximum  its 
Stromes  durch  den  Ohmschen  Widerstand  treibt  =  Jm„  •  w  =  Emu 

Aus  OB  und  OF  ergibt  sich  durch  graphische  Addition 
der  Maximalwert  der  Klemmen-  bzw.  deneratorspannang  OD 
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=  Ekj^j^jj,  welche  notwendig  ist,  um  die  unter  a)  und  b)  ange- 
gebenen Bedingungen  zu  erfüllen. 

Die  projizierenden  Strecken  A^A,  B^B,  D^D  und  F^F  sind 
wieder  zusammengehörige  Augenbllckswerte^  und  zwar  sind  sie 
richtig  nach  Gröfie  und  Yorzeichen. 

Das  zugehörige  Liniendiagramm  ist  ebenfalls  in  Abb.  209 
konstruiert. 

Ans  dem  Yektordiagramm  ist  ersichtlich^  dafi  die 
Spannung  Ek  an  den  Klemmen  des  induktiven  Widerstandes 
ihren  maximalen  Wert  infolge  der  Selbstinduktion 
um  den  <^'f  eher  erreicht,  als  die  Stromstärke.  Ek  eilt 
also  bei  Selbstinduktion  dem  Strome  J  um  einen  <^^  voraus 
oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt: 

Der  Strom  eilt  bei  Selbstinduktion  der  Spannung 
um  <p  nach.  9  ist  die  Phasenditferenz  zwischen  der  an  den 
Klemmen  des  Widerstandes  wirkenden  EHK  und  der  durch 
ihn  gehenden  Stromstärke. 

Rechnerisch  ergibt  sich  aus  dem  Vektordiagramm : 

■^K,„ax"  =  I  Jmax  '  w]  -  +  [—  E^^  J-  |      also  maximale 

=  [Jmax    w]2  -f  [-  S   ü)  •  Jmax]'  j  Klemmenspannung: 


34.)  .  .  . 


EKnmv  =  Jmax      1      W-  +"(W  '  ü)' 


Ohmsches  Gesetz 

für  Wechselstrom 

mit  Selbstinduktion. 


Der  Augenblickswert  der  Klemmenspannung  wird: 

Ext  =  Jmax  •  I  w  •  sin  (o)  •  t)  +  S  •  ö)  •  sin  (  0)  •  t  +  y)  l 
Ferner: 

35.)  .  .  .tgtp  =  —-=^— =— __  =  __ 

Ui5  i2imax  Jmax  *  W  W 

OB  W 

cos^  = 


J 


OD     ~  Kw^-f  (wS)«    ' 
Ek, 


max 

max  - 


also  eigentlicher  Wecliselstroinwiderstand  oder  sog.  Impedanz  P: 
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36.)  .  .  .  P  =  Kw«  -f-  («  .  it)«  = 
==  Hypotenuse   eines   R  <^  A   mit    den    Katheten  w  und  co  •  2 ; 
w  =  Ohmscher  Widerstand ;  co  •  S  =  induktiver  Widerstand  oder 
Reaktanz. 

Der  Effektivwert  der  Klemmenspannung  ist: 

^Keff  =  Jeff  •  Kw»  +  (ö>.S)T 

Die    gefundenen   Resultate    können   wir   noch    in    folgender 
Weise  zusammenfassen: 

Für  einen  beliebigen  Augenblick: 

EKt  -=  -Tt  •  w  +  (-  Egj). 

Es  war  aber  Eg^  —  —  S  •    -r-^,  also  auch : 


37.)  .  .  . 


EK,  =  Jt     w  +  g    ^ 


Ohmsches  Gesetz 

für  Wechselstrom 

mit  Selbstinduktion. 


Auf  diese  Differentialgleichung  kommen  wir  noch  zurück. 

Das  wichtigste  für  unsere  folgenden  Betrachtungen  ist  die 
Tatsache,  daß  die  Selbstinduktion  ein  Nacheilen  des  Stromes 
gegenüber  der  Klemmenspannung  bewirkt;  dadurch  wird  die 
Leistung  des  Wechselstromes  wesentlich  beeinflußt:  Sie  wird  auf 
alle  Fälle  herabgedrfickt  und  kann  sogar  zu  Nnll  werden,  wes- 
halb man  in  der  Praxis  mit  allen  Mitteln  die  Selbstinduktion 
so  gering  wie  möglich  zu  machen  sucht. 

§  104.    Mittlere  Leistung  eines  Wecliselstroms  bei 

induictiver  Belastung,   d.  li.  bei  Phasenverscliiebung 

zwisclien  Strom  und  Spannung.    (Abb.  210.) 

Auch  hier  erhalten  wir  für  irgendeinen  Zeitpunkt  den  Augen- 
blickswert d  At  der  Energie,  indem  wir  das  Produkt  aus  den  be- 
treffenden Augenblickswerten  von  Strom  Jt  und  Spannung  Ekj 
mit  dem  Zeitelement  dt  multiplizieren;  also: 

I.)  ...  d  At  =  Jt  •  Ek|.  •  dt  Joule. 


\ 
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Da  aber  J  und  Ek  in  <]er  Phase  um  <^  t  verschoben  aind, 
so  werden  nicht  alle  Äugenblickswerte  dAt  positiT,  sondern  nur 
jene^  fOr  welche  die  Augenblicks  werte  der  Spannung  und  der 
Stromstärke  gleiche  Richtung  haben,  also  wo  beide  Angenblicks- 
werte  entweder  gleichzeitig  positiv  oder  gleichzeitig  negatiT  sind. 

Nun  ist  der  Augenblicks  wert  des  Stromes: 
II.)  .  .  .  J.  =  J„.„    sin  (» .  t)  ^  -  J.„    Sin  («)  =  J,„«    sin  i^  ■  t\ 
und  der  Augen  Micks  wert  der  Klemmenspannung: 
III.)  .  .  .  Eij  =  Ek  sin  (a  -f-  f), 

weil  ja  Ek  um  f  Toreilt.     f  =  konstanter  Bogensummand. 
II.)  und  III.)  in  I.)  eingesetzt,  ergibt: 
IV.)  ...  dAt  --  Jn.ax    sin  a  ■  Ek„^,^  ■  sin  (a  +  7)  ■  dt  Joule. 


Arbeit  des  Wechselstroms  für  eine  Periode  bei  indahtiver  SelsetODg. 

Nun   ist  aber  «  ^  - 

. . .  dAt  =  Jb,»^  ■  Ek_ 

Die  Arbeit  während  einer  halben  Periode  wird: 
VI.)    A=y'dAt  =  JraaKEK^^^.^^y'sinasio(a  +  9)da Joule. 

Erläuterung: 
Jsin  « ■  ain  (a  +  (p)  d  a  =  /[sin  a  ■  sin  a  ■  cos  y  +  sin  a  ■  cos  a  ■  sin  y]  d  «  = 
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=  I  sin^  OL  '  cos  y  d  a  -f-  /  sin  a  ■  cos  a  •  sin  9  •  d  a ; 


0 


1.)   /  sin*  a    cos  9  •  da  =  cos  y  •  /  sin*  a  d  a  =  cos  ?>  •  -n". 
®  =Tonst. ! 


TC 


2.)   /  sin  a 


0 

cos  a  •  sin  <p  •  d  a  =  sin  y  •/  sin  a    cos  a  •  da  = 
^HTonst. !  ^ 


w 


=  sin  y  •    —  sin*  a  -f  c  1=0.     (Siehe  S. 


399.^ 


Eingesetzt  in  VI.)  ergibt: 


VII.)  .  .  .  A  =  J,nux  •  Ek„,,,  •  ^^  ^  c^s  9  = 


-   ^    T         F 


T  •  cos  9  Joule 


für  eine  halbe  Periode  =  1  Wechsel. 

Hieraus  ergibt  sich  die  Leistung  des  Wechselstroms,  d.  b. 
die  Arbeit  pro  Sekunde,  indem  man  noch  mit  der  Wechselzahl  pro 
Sekunde  =  doppelte  Periodenzahl  =  2  •  c  multipliziert.   Es  ist  aber: 

1  2 

c  = -=-,    also    2c  =  -7p-;  eingesetzt  in   VII.)  ergibt: 


38.)  .  .  . 


T      4 

1 
2 


Jmax  •  Ek.,,^  •  T  •  cos  ?J  r:= 


=  ^-  Jmtx  Ek«.,.   cos  tp  Watt 


'max 


Leistung  bei 
PhasenTerschie- 
bnng  ausgredrficlLt 
durch  die  Maxi- 
malwerte und  cos 
der  PhasenTer- 
schiebnng 


Führt    man    noch    die    Efifektivwerte  Jeff  ^  ^  ^  — ^^     und 


E 


K2 


^uiax 


Ek  ff  =  Ek  =        ^—     ein,  so  ergibt  sich : 


\/  2 


39.)  .  . 


L  =  Jeff  EKeff   COS ^  =  J    Ek   cos^ Watt 


Leistung  ans* 

gedrilckt  durch 

£ffektiTwerte 

und  cos  (p 


§  105.    Einfluß  der  Kapazität  0.     Der  Kondensator.  507 

Da  cos  fp  höchstens  =  1  werden  kann,  so  ist  ersichtlich,  daß  die 
Leistung  bei  indaktiyer  Belastung  (Abb.  210)  unter  allen  Umständen 
kleiner  wird,  als  bei  induktionsfreier  (Abb.  207).  Die  Flächen 
unterhalb  der  Horizontalen  stellen  den  ArbeitSTerlust  pro  Periode 
dar  oder  die  negative  Arbeit.  Diese  kann  so  groß  werden,  daß 
sie  die  positive  vollständig  aufhebt,  was  eintritt  bei  9  =  90®; 
dann  wird  L  =  0,  trotzdem  Strom  und  Spannung  vorhanden  sind. 

§  105.    Einfluß  der  Kapazität  C.    Der  Kondensator. 

Ein  Kondensator  besteht  aus  zwei  parallelen  Leitern,  welche 
durch  eine  isolierende  Schicht,  das  sog.  Dielektrikum,  elektrisch  von- 
einander getrennt  sind.  (Leidener  Flasche,  konzentrische  Kabel  usw.) 

Wirkt  auf  einen  solchen  [Kondensator  eine  gleichbleibende 
Spannung  E,  so  lädt  sich  die  mit  dem  +  Pol  der  Elektri- 
zitätsquelle verbundene  Belegung  mit  einer  -|-  Elektrizitäts- 
menge, die  mit  dem  —  Pol  verbundene  mit  einer  gleichgroßen 
—  Elektrizitätsmenge  auf.  Dadurch  erhält  der  Kondensator  eine 
Spannung  Ec,  welche  direkt  gegen  die  von  außen  aufgepreßte 
Spannung  E  wirkt  und  so  lange  anwächst,  bis  E^  =  —  E  ist,  denn 
von  diesem  Augenblick  ab  kann  keine  Elektrizität  m*ehr  von 
der  Elektrizitätsquelle  auf  den  Kondensator  fließen.  Zwischen 
den  Belegungen  entsteht  ein  ^elektrisches^  Kraftfeld,  ähnlich 
wie  bei  einer  stromdurchflossenen  Spule  ein  magnetisches  Kraft- 
feld sich  bildet. 

Damit  nun  die  Spannungsdifferenz  zwischen  den  Belegungen 
eines  Kondensators  pro  Sekunde  um  1  Yolt  steige,  muß  man 
demselben  eine  ganz  bestimmte  Elektrizitäts menge  (=  Ladung) 
zuführen;  diese  besondere  Elektrizitätsmenge  nennt  man  die 
Kapazität  C  des  Kondensators.  Als  praktische  Einheit  der 
Kapazität  hat  man  jene  Elektrizitätsmenge  gewählt,  welche  bei 
einem  Ladestrom  von  1  Ampere  die  angegebenen  Bedingungen  er- 
füllt. Diese  praktische  Einheit,  welche  gleich  10~*  absoluten  Ein- 
heiten ist,  heißt  ein  Farad.  Ein  Farad  ist  aber  eine  Kapazität 
von  praktisch  kaum  herzustellender  Größe;  deshalb  rechnet  man 
meistens  mit  Mikrofarad,  d.  i.  der  millionste  Teil  eines  Farad, 
also  10-»    10-^  =  10-^5  absolute  Einheiten. 
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Es  ist  klar,  daß  man  großen  Kondensatoren  eine  größere 
Elektrisiatsmenge  zuführen  muß,  um  sie  auf  die  gleiche  Spannung 
SU  bringen,  als  gleichartigen  kleinen  Kondensatoren. 

Soll  nun.  die  Spannungsdifferenz  eines  Kondensators  mit  der 
Kapazität  C  statt  um  1  Volt  um  S  Volt  steigen,  so  muß  man 
ihm  E-mal  soviel  Elektrizität  zuführen.  Bezeichnen  wir  diese  zu- 
zuführende Elektrizitätsmenge  mit  Q,  so  ist  allgemein: 

0 
I.)  ...  Q  =  C  •  E  Coulomb  .  oder     C  =  ^  Farad. 

Nimmt  die  snl^eprefite  Spannung  zwischen  den  Belegungen 
ab,  verschwindet  sie  ganz,  so  tritt  infolge  der  Kondensator- 
spannung ein  rückwärts  verlaufender  Stromstoß  ein;  die  auf  den 
Belegungen  gewesene  Elektrizitätomenge  wird  kleiner,  sie  ver- 
schwindet ebenfalls:  der  Kondensator  wird  entladen. 

Wir  legen  jetzt  den  Kondensator  an  eine  Weehselstrom- 
qnelle:  Da  sich  hierbei  die  aufgepreßte  Spannung  und  Stromstärke 
nach  Orofte  und  Bichtang  ändern,  so  ändert  sich  natürlich  auch 
die  im  Kondensator  aufgehäufte  Energie  nach  Orofie  und  Rich- 
tnng;  in  den  Leitern,  welche  die  Wechselstromquelle  mit  den 
Belegungen  verbinden,  wird  sich  ein  Hin-  und  Her  wogen  der 
Ladungsenergie  —  ein  Laden  und  Entladen  des  Kondensators  — 
vollziehen. 

Folgt  die  an  die  Kondensatorklemmen  angelegte  Wecbsel- 
spannung  dem  Gesetz: 

II.)  ...  Et  =  Emmx  •  sin  ((0 1)  =  Emax  '  sin  a, 
so  ändert  sich   auch  der   Lade-   bzw.  Entladestrom  J  periodisch. 
In  einem  oo  kleinen  Zeitteilchen  d  t  ist   die  dem   Kondensator  zu- 
fließende Elektrizitätsmenge  dQ  gegeben  durch: 

dQ 
III.)  ...  dQ  =  Jf  dt,     woraus     Jt  =  -3— . 

dt 

Da.  Q  =  C  •  E,  so  folgt  für  irgendeinen  Moment: 

dQ  =  C-dEt   und  ^ -=  C- ^  in  XU.  .  .  . 

dt  dt 

iv)        r. --^-0-^ 

dt  dt 
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Aus  IL)  . . . 


dEt 
dt 


=  ö>  •  Emax  •  COS(ö>t)  =  <ö  •  E 


max 


sin  (« t  +  -|-) 


in  IV.)  ergibt: 
40.)  .  .  . 


Jt  =  C     (0  •  Emax  •  sin  (  tt)  •  t  +  —  j 


7C 


=  Sinusfunktion,  jedoch  um  -^  gegenüber  der  Sinusfunktion  der 

anfgeprefiten  Spannung  in  Yoreilung.  Der  durch  den  Konden- 
sator fließende  Strom  eilt  also  der  zwischen  seinen  Klemmen 
wirkenden,  yon  außen  aufgepreßten  Spannung  E  um  90^  in  der 
Phase  Yoraus. 

Maximum  des  Ladestroms: 

Jmax  =  C  •  ö)  •  Emax' 

Eflfektiver  Wert  des  Ladestroms: 

Jeir=  C  •  Cö  •  Eeflf  =  J. 

Wechselstrom  widerstand  des  Kondensators: 

Emax  1 


Wc  = 


'max 


max 


(öC 


Notwendige  Spannung  zum  Durchtreiben  des  Stromes  J 

1  J 


max  • 


Xumax  —  t» 


max 


max 


0)  •  C        ö)  •  C 


Abb.  211 


Er^-E 


"Ef.^Kbmp.  zur  Compens.  vun  Ec'^ 
Binfluß  der  Kapazität:  Der  Strom  eilt  der  Spannung  um  9>  voraus. 

Ist  (Abb.  211)  ein  Ohmscher  Widerstand  w  mit  einer  Kapa- 
zität G,  deren  Widerstand  =  Wq  ist,  in  Reihe  geschaltet,  und  ist 
Jeff  die  effektive  Stromstärke,  so  sind  zu  decken: 
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1.)  Im  Ohmschen  Widerstand  ein  effektiver  Spannungsabfall 
von  Ew  =  Jeff  *  w,  der  phasengleich  mit  J  ist. 

2.)  Es  ist  die  Gegenspannung  Eo  des  Kondensators  zu  über- 
winden; diese  ist  genau  der  Klemmenspannung  eni^egengesetzt 
gerichtet,  muß  also  dem  Strom  am  90®  TOrellen^  weil  der  Strom 
der   Klemmenspannung   um    90®   voreilt.     Zur  Bewältigung  yon 


Abb.  212. 


Kotmmt^Camp.dmÜlm'mimiSißgnbMs 


f ff n^f/L  Summe) 


Ikb  Ec>l^,s9äUSbwnumfyai: 


Ohmscher  Widerstand,  Selbstindaktion  und  Kapazität  im  Wechselstromkreis.  —  Dar- 

stellang  im  Vektordiagramm. 

Ec  ist  also   eine   Komponente    „—  Eo*"   nötig,    deren    Betrag     - 

Jeff 7^18*  und   die  dem  Strom  um  90"  nacheilt  (Abb.  211). 

Der  effektive  Wert  Ek  der  Gesamtspannung  ist  also  die  geo- 
metrische Summe  aus  Ew  und  Jeir 77--  Es  gilt: 


£ 


k^ 


'eff 


V 


w2  + 


1 


tg?=- 


1 


((i)C) 


w  •  0)  •  C 

Befindet  sich  in  dem  Stromkreis  Ohmscher  Widerstand  w, 
Selbstinduktion  S  und  Kapazität  C,  so  muß  die  Maschinenspannung 
3  Komponenten  decken.    (Abb.  212  u.  213«) 
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Um  den  Strom  Jeff,  dessen  Augen  blickswert  Jt  ~  Jmui '  sin  (oit) 
ist,  hervorzubringen,  sind  nötig: 

1.)  Spannung  zur  Überwindung  des  Ohmscbeu  Widerstands : 

Bj  =  Jeff  ■  w 
2.)  Spannung  zur  Überwindung  der  Gegen>EMK  der  Selbst- 
induktion : 

Ej--E8  =  <«-£-Jeff 

3.)  Spannung  zur  Überwindung    der  Gegen>EMK   des  Kon- 
densators : 

g    _      Jaff 

Abb.  213. 


VektordiBgramm  und 
Ohms 

Die  beiden  letzteren  wirken  genau  entgegengesetict,  beben  sieb 
also  zum  Teil  oder  sogar  ganz  auf.  Es  wird  die  Maschinen- 
Spannung  : 

Ek  -  |/E,^  +  (E,-E,)^  =  J«ff  -  |/w  ^  +  (ß  .  .0  -  -^y. 

Die  Phasendifferenz  ^  der  Maschinenspannung  Ek  gegen  die 
Stromstärke  Jeff  ergibt  sich  zu: 

1 


tf,'?- 


o>  ■  C 
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Die  Maschinenspannung  E^  eilt  dem  Strome  Jeff  TOraiis  oder 
naeh^  je  nachdem: 

Wird  es  so  eingerichtet,  dafi: 
S  •  ö)  =  — TT- ,    d.  h.  S  =  — ^—PT    bzw.    0) 


$0  wird  9  =  0. 

Dann  ist  E  mit  J  phasengleleh;  SelbsÜndiiktioii  mid  Ka- 
pazität lieben  sieh  auf;  der  Zustand  ist  so,  als  ob  nur  Ohm- 
scher Widerstand  vorhanden  wäre.    Es  tritt  Resonanz  ein. 


^ 


^ 


\ 


,  XVII.  Kapitel. 
Einige  vermisclite  Anwendnngen. 

§  106.   Kreisförmige  Bewegung  eines  Massen punktes. 

Ein  Massenpunkt  P  (Abb.  214)  bewege  sich  gleichförmig  auf 
eine):  Kreisbahn,  deren  Radius  =  r  sei.  Zu  einem  vollen  Um- 
lauf ist  die  Zeit  T  erforderlich.     Gesucht  Geschwindigkeit  und 

Abb.  214. 
47 


X 


Kreisförmige  Bewegung  eines  Massenpunktes. 

Beschleunigung  des  Punktes  in  bezug  auf  die  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt gehende  wagrechte  x-Achse  und  lotrechte  y-Achse, 
wobei  die  x-Achse  durch  den  Anfangspunkt  A  der  Bewegung 
gehen  soll. 

Hafner,  Differential-  und  Integrralrechnnng.    8.  Aufl.  33 
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Löanng:  Zu  irgend  einer  Zeit  t  hat  P  einen  <^  a  links 
hemm  beschrieben.  Die  Wegabstände  von  P  in  Blehtnng  der 
beiden  Aehsen,  gemessen  vom  Hittedpunkt  0  aus,  sind  gegeben 
durch : 


I.)  x=r  cosasrr -cos  (-Tp-  '  *  ) 
IL)  y  =r  •  sin  a  =  r  •  sin  ( -^7p-^  •  t  V 


weil  a:2ic=t:T, 

2« 
/flso  a  =  — =-  •  t  =  »-t 


Daraus  folgen  die  bezfigliclüBfn  €kNiehwiiidigkeiteii  zu: 


dx  2ic       .    /2k 


in(-nf  •t)  = 


•      2« 
=  —  y  •  -7p- = — » •  y  —  —  konist.  •  y  —  c  •  (—  y)  (Deutung !) 

dy         ,  2«  /2«     ^\ 

2ic 
=  4-x  •  -Tp-  =  +  »'X  =  +  koiist.-x— c-(4-x)  (Deutung!) 

•  

Die  betreffenden  Besehlennlgnngeii  ergeben  sich  zu: 

dvx  /2«\»         /2Jt 


(2jc  \* 
-TyT-)  =—»*-x=—koii8t.*-x  —  c*-(—x)  (Deutung!» 

.         dTy  /2ic\«    .    /2jc       \ 

(2ic  \* 
-=— I  —--(i)*y-—kon8t.*-y--c*(—y)  (Deutung!) 

Hauptgeschwindigkeit : 

V  —  |/^Vx^  +  Vy*—  |/  CO*  •  y^  -|-  0)^  •  x*^^«>  •  [/  X*  -{-  j^  --  r  •  (A, 

Hanptbeschleunigung  (==  Zentripetalbescfaleunigung) : 

hr-y  bx^+by«  =  (t)2  .  |/x^  +y«  =  r  •  «*. 

Aus  den  Ergebnissen  folgt: 

Vx  =  pos.  Max.  für  y  =  —  r ;  neg.  Max.  für  y  =  r, 
Vy  =  pos,     »       ,    X  =  +  r ;  neg.  Max.  für  x  =  —  r, 
bx  =  pos.     ,       ,    X  =  —  r ;  neg.  Max.  fÖr  x  =  r, 
by=pos.     „       ,    y=  — r;  neg.     ,       ,     y=z=r. 
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§  107.  Schubkurbelgetriebe. 

Der  Kurbelzapfen  Z(Abb.  215)  dreht  sich  mit  gleichbleibender 
<J- Geschwindigkeit  o)  auf  einem  Kreis  vom  Radius  r.  Er  ist 
mit  dem  Kreuzkopf  K  durch  die  Pleuelstange  verbunden,  deren 
Länge  ==  1  ist.  Der  Kreuzkopf  bewegt  sich  mittels  Geradführung 
auf  einer  durch  den  Kreismittelpunkt  gehenden  Geraden  hin  und  her. 

Abb.  215. 


A  KBZ^  A  DCZ^  also 

<ZKB^  <a;z^Dc  =  <ß 


Bewegungsverhältnisse  beim  Schnbkurbelgetriebe. 

Wie  groß  sind  Geschwindigkeit  v  und  Beschleunigung  b  des 
Krenzkopfes  in  irgendeinem  Augenblick? 

Wir  unterscheiden  zwei  Phasen  der  Bewegung: 

1.)  Uingniig  =  Weg  von  der  rechten  Totpunktslage  links 
herum  bis  zur  linken  Totpunktslage.    (GZ F.) 

2.  B&ckgang  =  Weg  von   der  linken   Totpunktslage  links 
herum  bis  zur  rechten  Totpunktslage.    (FZ^G.) 

Es  sei  <  Z  0  K  =  a  =  Kurbel-<$, 

<:^  Z  K  0  =  ß  =  Pleuelstangen-<J. 
Esist  A0  =  r+1. 

1.)  Hingang.    In  irgendeinem  Augenblick  ist  der  vom  Kreuz- 
kopf zurückgelegte  Weg: 
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a) 


I.)  8=:AK  =  A0   -KO  =  (r  +  l)-(rcosa  +  l.co8ß)  = 

=  r  •  (1  —  cos  a)  -f  1 .  (1  —  cos  ß) ;  hieraus  cos  ß  wegschaffen ! 

Ss  ist:  BZ  =  r -8inai  =  l- sinß,  also: 

t 
sin  ß  =  —  •  sin  a  und : 

co8ß=|./^l--8in«ß  =  ]/  1  -  -^  .  sin«a  ...  in  I.) 

II.)    8  =  r    (l™COSa)  +  l     [l-j/l f^sin^a]   =f( 

(=  genauer  Wert). 

Da  r  und  1  gegeben  sein  müssen,   so  ist  also  s  nur  in  Ab- 
hängigkeit  Yon   a   dargestellt.      Da  für    praktische    Verhältnisse 

r  1  1  .  r«  r^      . 

-r-  =  ~r-'-  ~r- ,  so  wird  schon  -rr  rechtklein,  umsomehr  -^^  •  sin*  a, 
14  5  l*  1* 

weil  sin'a  höchstens  =  1  werden  kann. 

Deshalb  können  wir  mit  Bezug  auf  die  Wurael  in  der  eckigen 

KlÄmmer  von  II.)  die  für  l/^H^  =  co  1  —  -^  gültige   Nähe- 

rangsformel  anwenden,  die  für  kleine  Werte  von  x  gilt,  und  es 
ergibt  sich  mit  sehr  großer  Genauigkeit: 

III.)  s  =  r    (1       cosa)  +  l.  [1-1+-^      -^     sin*al  = 

r« 
=  r  •  (1    -  cosa)  -f  ■:r-r  •  [sin^a]  = 

n  ^l     ^*      r2^sin«an 

r* 

^r   (1  — cosa)-t-  ^j  •  [1  —cos  (2a)]  .  .  .  (angenähert!) 

Um  nun  v  =  — —  zu  finden,  bilden  wir  -; —  •  — ; — 

dt  da       dt 

^  27r  da         2r         ^  ^      , 

Da  a  =  -—     t  also  -j—  =  -=^  =  <J-Geschw.  a>,  so  wird : 

ds     da  ds  _,  .  , 

V  = —  —  (I)     — —  ;  unter  Benützung  von  III.)  folgt : 

dadt  da  ^  '^ 


V  =  (0    I  r  sin  a  4"  -x-p  •  sin  (2  a)  1  = 


\ 


=  r  •  (0  •  sm 


§  107.    Schubkurbelgetriebe.  517 


=  (0  •  I  r  •  sin  a  -J — j —  sm  a  •  cos  a  I  = 
in  a  •  I  1  +  -j-  •  cos  a  I  .  .  .  -p  =  k  gesetzt,  ergibt: 


IV.)  Y  =  r  (0   sina   [1  +  k  •  cosa]  . . .  a  =  0  -i-  tc!  (angenähert!) 
Die  Besehlennignng  b  ergibt  sich  zu: 

^.  ,         dv         dvda  dv 

V.)   .  .  .    D  =  -TT  =  "1 TT-  =  ö> 


dt         da      dt  da 

=  r '  (0^   [cosa  +  k  •  cos^a  —  k  •  sin^a]  = 
=  r  •  (0^  •  [cos a  +  k  •  cos  (2  a)]  ...  a  =  0  -^  tc  !  (angenähert!) 
Wir  sehen,  daß  v  proportional  der  ersten  Potenz  von  a>  und 
b  proportional  der  zweiten  Potenz  von  a>  ist. 

Da  r  •  (0  =  Umfangsgeschwindigkeit  Yz  des  Eurbelzapfens,  so 


Vz 


a  =  0-^7c! 


kann  man  setzen :   cd  = ,  also  auch : 

r 

VI.)  .  .  .  V  =  Vz  •  sin  a  •  [1  -j-  k  •  cosa]  und 

VII.)  .  .  .  b  =  -^  •  [cosa  +  k   cos (2a)] 

r 

Man  konstruiere  für  k  =  -—  aus  IV.)  und  V.)  die  Oeschwin- 

5 

digkeits-  und  BescbleanignngskarYe^  indem  man  a  Yon  0  -h  ^ 
wachsen  lasse  (von  15  zu  15^),  die  betreffenden  Stellungen  des 
Kreozkopfes  auf  dem  Hingang  AE  =  2r  markiere  und  Aber 
den  markierten  Punkten  die  zugehörigen  y-  bzw.  b-Werte  als 
Ordinaten  auftrage,  ähnlich  wie  bei  der  Sinuslinie.  Zu  den 
Punkten  schreibe  man  auch  die  betreffenden  Winkel  und  ent- 
nehme der  Figur  diejenigen  <^  a,  für  welche  sich  Höchst-  bzw, 
Hindestwerte  für  v  und  b  ergeben. 

Eon  trolle  durch  Rechnung! 

2.)  Rückgang.     Ähnlich  wie  unter  1.)  ergibt  sich: 
VIIL)  s  =  ED=CD-CE  =  CD-FE  +  FC 

I 
FE-FC 

l 

r  —  CO  =  r  —  rcosa^, 

8  =  1  •  cos  ßi  —  1  +  r  —  r  •  cos  a  =  r  •  (1  —  cos  a)  —  1  (1  —  cog  ß)  == 
=  r  •  (1  —  C08  a)  —  1  j  1  —  1/  1 — '  sin*  a  1  . . .  (genau)  = 
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=  r  •  (1  —  cos a)  —  1 '  I  1  —  1  +  "^  ~f7"  '  sin*«  I  = 


r^ 


=  r  •  (1  -—  cos  a) j-r-  •  [1  —  cos  (2  a)]  .  .  .  (angenähert.) 

TV-  \  Hs      da  ds  .         r<       1,  T 

IX.)  V  =  — —  -TT-      tt)  •  -^ —  =  r  •  CO  •  sin  a   ri  —  k  •  cos  a J  .  .  . 
da      dt  da  *- 

OL  ~  i:  -:-  2i:  (angenähert!) 

XI.)  b  =  -T^  * -— -  —  r   a>*  •  [cos  a  —  k  •  cos  (2  a)]  .  .  . 
da      dt 

a  -  -  TT    :-  2  r  (angenähert!) 

§  108.  Allgemeine  Bewegungsgesetze. 

1.)  Aus  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  eines  maie- 

ds 
riellen  Punktes  v  =  -— —  folirt: 

dt         ® 

ds  =  y  •  dt,  also  durch  Integration: 
/  ds  -    s  =  r V  •  dt. 

Ist  V  als  Funktion  von  t  bekannt,  dann  läßt  sich  s  ermitteln. 
Die  auftretende  Integrationskonstante  läßt  sich  bestimmen,  wenn 
zu  einem  besonderen  Wert  von  t  der  zugehörige  Wert  von  s 
bekannt   ist,    z.  B.    für   t  =  0   der  schon  zurückgelegte  Weg  Sq. 

Beispiel:  Für  einen  materiellen  Punkt  sei  v  direkt  propor- 
tional t,  also  Y  =  k  t;  zu  Beginn  der  Beobachtung  habe  der 
Punkt  schon  8  m  Entfernung  Yon  dem  gewälüten  Festpunkt 
der  Bahnlinie;  dann  ist: 

=    I  V    dt  =  I  k    t    dt  =  T-^  k    t«  +  cl  =  -^  kt^  +  8. 

Man  sieht:    Setzt   man  t  =  0,    so  wird  s^  =  8.     Man   deute 

/  V  •  dt  geometrisch  (Fläche  =  Weg!).    Ist  der  zurückgelegte  Weg 

zwischen    den   Zeitpunkten   t^    und   t^   gesucht,    so   hat   man  zu 
bilden : 

s  =   /  y    dt;  für  das  angenommene  Gesetz  wird  dann: 


s 
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s 


k   t»  +  e]  =  i-k   [t,«-v] 


'  I  . ,  I 


Die  lotegrationskonstante  föllt  weg! 

2.)  Aus  der  Gleichung  für  die  Beschleunigung: 

also  zunächst  für  gleiehförmige  Beschleunigung:    (b  =  konst.). 

V  =f  d  V  =fb  .dt  =  bt-l-Ci. 

ds 
Da  aber  v  =  -rr-,  also  ds  =  v  » dt,  so  folgt  auch: 

ds  =  /  vdt-::  /  (bt  +  Ci)dt  =  4"*>**  +  ^i-*  +  ^2- 


Für  t  =  0  ergibt  sich  Cj  =  Yq  und  Cj  =  Sq,  so  daß  folgt: 

I.).8  =  8o  +  Yo-t  +  -|-bt^ 


gleichförmige 

Beschleunigung. 


II.)  Y  =  Tt  -^  Yo  +  b   t 

Ist  die  Beschleunigung  ungleichförmig,  z.  B.  abhängig  Yon  t, 
80  kann  man  auch  v  und  s  ermitteln,  sobald  man  das  Gesetz 
für  b  kennt. 

Sei  b  =  3  +  ~s~  **>  dann  wird : 


>  +  !-'■) 


vr^./  b.dt=  /(3  +  4-tMdt    -3t  +  -~-  +  Ci. 


Für  t  =  0  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit  v^  =  c^ ,   welche 
der  Massenpunkt  schon  zu  Beginn  der  Beobachtung  hatte,  also 

im  ganzen :  ...  v  -=  v^  +  3 1  +  — . 

um  den  Weg  s  zu  finden,  bilden  wir: 

S=./vdt-/[vo  +  3t+^]dt=: 

t,  ti 


=  [Tot+i-t.  +  -|^  +  cJ 
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Für  t  =  0  ergibt  sich  c,  =  s^. 

Sucht  man  den  xartlckgelegteii  Weg  zwischen  t,^  und  t|,  so 
ftllt  Sq  weg. 

3.)  Beim  firelen  ¥§31  ist  b  =  konst. ;  es  ergeben  sich  fOr  t 
nnd  s  die  Gesetze,  wie  sie  unter  2.)  fUr  gleichförmige  Beschleuni- 
gung gefanden  sind. 

Ist,  wie  gew5hnlioh^  für  t  =  0  auch  Sq  =  0,  so  [folgt  fOr 
den  freien  Fall  aus  I.): 

ni.)  8  --  Vo  •  t  +  -i-  b  .  t«. 

(Beim  Beginn  der  Beobachtung  hat  der  Körper  schon  die 
Geschwindigkeit  Yq.) 

Nehmen  wir  auch  noch  Yq  =  0,  d.  h.  geben  wir  dem  Efirper 
keinen  Eraftanstofi,  so  wird: 

IV.)  s  -  4-  *>  *'• 

FOr  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  folgt  ans  Q.): 
b  — 7 — ^  ...  in  III.)  ergibt : 


VO  8- Vo-t  +  ^?^^.t=.^^±^-t==  W 

=  arithmetisches  Mittel  aus  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit 
mal  Zeit. 


Ebenso  aus  II.)  .  .  .  t 


v-Vo 


b 

=  Zeit  ^  Differenz  aus  Anfanga-  und  Endgeaeliwindigkedit  doroh 
Beschlennignng. 

Eingesetzt  in  UI.)  .  .  .  VI)  .  .  .  s  ^   ^   ~  ^"     =  Weg  = 

=  Differenz  aus  den  Quadraten  der  Anfangs-  und  Endgeschwin- 
digkeit durch  doppelte  Beschlennigmif  • 

Für  gleichförmig  YCrzogerte  Bewegung  ist: 

vm.)  V  =  vo  -  b  t 
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IX.)    g  r=  Vo  •  t  —  -g- 
.     V  +  Vo 


b  t«. 


X.)  s 
XI.)  s 


t. 


_      ^0 


2 


2b 


4.)  Kraft  P  =  Hasse  m  •  herrorgebrachte  Beschleanigang  b^ 
P  =  m-b;  ebeBso  Q  =  iii*g,  d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers 
ist  gleich  der  Masse  multipliziert  mit  der  an  dem  betreffenden 
Orte  vorhandenen  Erdbeschleunigung.  Wir  setzen  einheitlich 
g  =  9,81  m/Sek.  2. 

Beispiel:  Ein  Eisenbahnzug  erfahrt  bei  der  Anfahrt  eine 
Beschleunigung  b  =  0,25  m/Sek.*;  ganzes  Gewicht  =  500  t.  Ge- 
sucht: Beschleunigungskraft  P. 

'SOO  000  ™  ^ 

-  =  51000;    also   P  =  51  000    0,25  = 


Es  ist:    m 


g 


12  750  kg. 

Gewicht  Q  und  Kraft  P  sind  gleichbedeatend.  Bezeichnen 
wir  demnach  eine  Kraft  von  beliebiger  Herkunft  mit  P  und  die 
von  ihr  an  einem  Körper  mit  der  Masse  m  hervorgebrachte  Be- 
scUeunigung  mit  b,  so  gilt  allgemein  (s.  S.  220). 

Q 
P  =  m  •  b   und  Q  =  m  •  g,    woraus  m  =  — 

gesetzt,  gibt: 


in  P   ein- 


XII.)      P  = 


(Dynamisches  Grunclgesetz.) 


Setzen  wir  noch  b 


dv 

dt 


-j^,  so  folgt: 


XIII.) 


P  =  m 


dv 
dt 


m 


d»s 
dt* 


Mit  P  =  m  <  b  ergibt  sich  aus  VI.),   indem  wir  links  mit  P 
und  rechts  mit  m  ■  b  multiplizieren : 


XIV.)  P  •  s  =  m  •  b 


V 


'0 


m '  y 


i 


m   To» 


2b 
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ftl  .  V" 

Hierin  ist  P   s  =  Arbeit  der  Kraft;  — ^ —  =  (lebendige 
Kraft) = Bewegungsenergie  —  kinetische  Energie = Wucht;  und : 

TTl  v^  m  .  V  2 

^—  =  Zuwachs  an  Bewegungsenergie.  Also  lautet 


2  2 

XIV.)  in  Worten: 

Die  Arbeit  der  wirlisamen  Kraft  ist  gleich  dem  Zuwachs 
an  Bewegungsenergie  (=  dem  Zuwachs  an  Wucht).    . 

Da  ferner  ds^vdt  und  dv  =  b»dt,    so  folgt  durch  die 

angedeutete  Multiplikation  unter  Wegheben  von  dt: 

y.dv  =  bds;  beiderseits  mit  m  multipliziert  .  .  . 
m    YdT=^ni-b-ds  oder,  da: 

V  .  dv  —  d  (-o~)  ^Mi<^  m  •  b  —  P,  so  wird: 
da  m  konstant,  so  kann  es  in  die  Klammer  gesetzt  werden,  folglich: 

2 


d(jii^).p.a. 


d.h.:  Auch  für  den  unendlich  kleinen  Weg  ds  ist  die  Arbeit 
der  Kraft  —  dem  Zuwachs  an  Bewegungsenergie.  Durch  Inte- 
gration : 

V 

XV.)    l"p.d8='--   ■    •-  "■"        "■•'•' 


=/H^) 


(wie  unter  XIV.). 

/  P  •  d  s  nennt  man  auch  das  Linienintegral  der  Kraft.    Aus 
XIII.)  folgt  durch  Multiplikation  mit  dt: 

P  •  d  t  =  m  •  d  V  =  d  (m  •  v), 
weil  m  =  konst.;  integriert: 

T 

XVI.)  .  .  .  y*P   dt  —  {vcL    dv  =  m  •  V  —  m  •  Vq. 

/  P  •  dt  nennt  man  das  Zeitintegral  der  Kraft  oder  den  An* 
trieb  oder  den  Impuls. 


§  109*    Beispiele* 
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Abb.  216. 


X)as  Produkt  m-V  aus  Masse  und  Geschwindigkeit  wird  die 
Bewegangsgroße  der  Masse  genannt.  Gleichung  XVI.)  lautet 
also  in  Worten: 

Der  verbrauchte  Impuls  ist  gleich  dem  Zuwachs  der  er- 
zeugten Bewegungsgröfie.  (Anwendung  bei  Untersuchungen  über 
den  Stoß.) 

§  109.   Beispiele. 

1.)  Eine  läpiralfeder  (Abb.  216)  werde  durch  eine  Kraft  P 
beansprucht;  dadurch  wird  sie,  je  nach  der  Richtung  von  P, 
entweder  verlängert  oder  zusam- 
mengedrückt. Für  diese  Längen- 
änderungen gelte  das  Geradlinien- 
gesetz von  Hook,  d.  h.  die  Längen- 
änderungen seien  direkt  propor- 
tional der  wirksamen  Kraft. 

FOr  eine  Verlängerung  (oder 
Verkürzung)  der  Feder  um  1  cm 
sei  eine  Kraft  P^  erforderlich  (aus 
Tabellen  ersichtlich).  Für  eine 
beliebige  Verlängerung  um  x  cm 
sei  P  nötig;   dann  ist  P  =  P^  •  x. 

Wir  wollen   die  bei  der  Ver- 
längerung um  X  cm  geleistete  (bzw.  in  der  Feder  aufgespeicherte) 
Gesamtarbeit  berechnen. 

Wir  entwerfen  ein  Diagramm  (Abb.  217),  in  welchem  wag- 
recht die  Verlängerungen  x  und  senkrecht  die  zugehörigen  Kräfte  P 
aufgetragen  sind. 

Bei  einer  Verlängerung  um  dx  ist  die  geleistete  Arbeit: 
dA  =  P-dx  =  PjXdx,  weil  für  diese  unendlich  kleine  Ver- 
längerung P  als  konstant  angesehen  werden  darf. 

.  Wächst  die  Kraft  P  stetig  von  0  bis  P,    so  wächst  auch  x 
stetig  von  0  bis  x. 

Die  einzelnen  Arbeitsbeträge  P  •  dx  addieren  sich  alle,  .so 
daß  wir  eine  Gesamtarbeit  erhalten  von: 

A  =fdA=fP  dx  =yPi   X  •  dx  =  P,  •  -^  +  c. 


Arbeitsleistung  bei  Yerlängerang 
einer  Feder. 


524 


XVII.  Kapitel:  Einige  vermischte  Anwendungen. 


Für  X  =  0  wird  auch  A  =  0  und  damit  c  =  0,  so  daß  folgt: 


0 

Man  siabt  sofort,  daß  TP-dx    nichts    anderes    ist,    ab  der 

Frächeninhalt    eines    rechtwinkligen  Dreiecks    mit    den   Eatheten 
Pj  •  X  und  X. 

Für  irgendeine  Feder  sei  aus  der  Tabelle  ersichtlich,  daß  zur 
Verlängerung    um    1  cm    eine   Kraft  P^    von  250  kg    nötig   ist. 

Abb.  217. 


^x 


Diagramm  für  die  Berechnung  der  Arbeitsleistung  bei  Verlängerung  eines 

elastischen  Körpers. 

Welche  Arbeit  muß  geleistet  werden,    wenn   die  Feder  um  5  cm 
verlängert  werden  soll? 

A  =  Pi  ^  =  250.-  4-  =  3125  cmkg  =  31,25  mkg. 

2.)  Liegt  ein  elastischer  Stab  vor,  z.  B.  eine  schmiedeeiserne 
Stange,  und  wird  diese  durch  eine  bekannte  Kraft  P,  um  die 
Längeneinheit  verlängert,  so  wird,  solange  wir  innerhalb  der  voll- 
ständigen Proportionalitätsgrenze  bleiben,  zu  einer  Verlängerung 
um  X  Einheiten  eine  Kraft  P  nötig  sein,  die  sich  berechnet  zu 
P  =  Pi«x.  Die  dabei  geleistete,  in  dem  Stab  aufgespeicherte 
Formänderungsarbeit  ist  wieder: 

A  =/dA  =/P    dx  ^y?,    X    dx  =  P, 


0 


2 
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Auf  dieselbe  Formel  kommen  wir,  wenn  wir  die  Arbeit  be- 
rechnen, die  nötig  ist,  um  einen  eingespannten  oder  auf  zwei 
Stützen   frei   aufliegenden   Stab   um  x  Einheiten  durchzubiegen. 

3.)  Ganz  ähnlich  verhält  es  sich,  wenn  wir  einen  elastischen 
Stab  oder  eine  Spiralfeder  um  einen  Winkel  r  zu  verdrehen 
suchen.  Solange  das  aufzuwendende  Drehmoment  Md  direkt  pro- 
portional T  ist,  solange  also  Md  =  P^  •  t,  wo  P,  diejenige  Kraft, 
welche  eine  Verdrehung  um  eine  Bogeneinheit  hervorruft,  ergibt 
sich  in  analoger  Weise  die  aufgewandte  Arbeit  zu: 

t^         1 
A  =  Pj  •  -g-  =  -g-MD  •  t  mkg. 

Die  geleistete  Arbeit  ist  immer  =  Kraft  •  Weg  =  Dreh- 
moment •  Winkel  im  Bogenmaß. 

4.)  Eine  in  Bewegung  befindUche  Masse  soll  durch  eine  An- 
zahl (n)  Pufferfediern  zur  Buhe  gebracht  Werden;  man  denke  an 
einige  zusammenhängende  Eisenbahnwagen ,  welche  mit  mäßiger 
(Geschwindigkeit  auf  einen  Prellbock  fahren. 

Hat  die  Masse  die  Geschwindigkeit  v  Meter,  so  ist  ihre  Be- 

wegungsenergie  =  -^  m  •  v^. 

Diese  muß  durch  die  Federn  aufgenommen  werden.  Jede 
Feder  wird  dabei  um  x  cm  zusammengedrückt;  demnach  wird 
4ie  in  die  n  Federn  aufzuspeichernde  Energie : 

A  =  n.[p,.4-], 

und  es  besteht  die  Gleichung:  Abnahme  an  Bewegungsenergie 
==  Zunahme  an  aufgespeicherter  Energie 

1  x^ 

-— m  v^  =  n  •  Pi  •  -^(v  und  x  in  gleichen  Maßen!) 

5.)  Fünf  Wagen,  jeder  von  16000  kg  Gewicht  und  3  m  Ge- 
schwindigkeit sind  durch  zwei  Pufferfedern  zur  Ruhe  zu  bringen. 
Für  jede  Feder  ist  P^  =  8000  kg/cm.  Wie  weit  werden  die 
Federn  zusammengedrückt? 

Masse  der  Wagen:  m  =  5 — —  =  oo  8150;  also: 
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J_m . T»  = -^^- 9  =  4075 •  9  =  36675  mkg  = 

:^S667500emkg. 
n .  P,  ~  =  2  •  8000 .  —  =  8000  •  x«  cmkg. 

Durch  Gleichsetzen:  3  667  500  =  8000   x«,  woraus: 

,       3667500  .-o     1  «^  j 

^   =  — in^^ —  =  "^^  *^8'  *'*^  X  =  CO  21,4  cm. 

6.)  Ein  Gewicht  von  200  kg  (Elammbär)  fällt  aus  2,5  m  Hohe. 

Wie  groß  ist  die  Stoßkraft,  wenn  das  Gewicht  in  Sekunde 

zur  Ruhe  kommt? 

Aus  der  Höhe  ergibt  sich  die  Endgeschwindigkeit  zu: 

V  =  [/"2 g  •  h  =  CO  7  m;  also : 

O  200 

Bewegangsgrofte  ==  m  •  v  =  —  •  v  =  -: — r  •  7  =  co  148  kg  und: 

g  ^löl 

Stofikraft  =  — - —  =  71 500  kg  =  der  pro  Sekunde  vernichteten 

500' 
Bewegungsgröße. 

7.)  Ist  ein  elastischer  Stab  schon  um  x,  cm  verlängert  und 
soll  er  bis  x^  cm  weiter  verlängert  werden,  so  ist  noch  eine  Arbeit 
aufzuwenden  von: 

Ein  5  m  langer  Stab  aus  Flußstahl  von  1  cm^  Querschniti; 
(Prop.  Grenze  bei  4000)  wird  mit  4000  kg  belastet.    E  =  —  = 

=  2220000  kg.     Wie  groß  ist  die  aufgespeicherte  Energie? 

„    ...  500  ■  4000  .^  . 

Verlängerung  x  =    ^^20000    "^  "^    '    ^"^' 

Pj  =  — TT-Q—  =  CO  4440  kg  =  Kraft,  welche  zur  Verlängerung 
um  1  cm  nötig  ist;  demnach: 
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A  =  P.  •  ^  =  4440 
^      2 


0,81 


=  CO  1800  cmkg  =  18  mkg. 


8.)  Ein  Laufkranträger  (Abb.  218)  wird  mit  2  gleichgroßen^ 
rollenden  Lasten  von  je  P  kg  beansprucht.  Für  welche  Lage  der 
Lasten  tritt  ein  maximales  Biegungsmoment  auf? 


Abb.  218. 
l 


u- 


■l-x 


X 


■*-H^ 


(&— ä) 


^ 


Maximales  Hiegnnf^smoment  bei  einem  LaiifkrantrUger. 

Lösung:    Das  Biegungsmoment  Mx  für  eine  beliebige  Stelle 
im  Abstand  x  vom  linken  Stutzträger  ergibt  sich  zu: 

Mx  ==  A  ■  X* 
Es  ist  aber  mit  Bezug  auf  B  als  Momentenpunkt: 

b 


A  •  1  =  P   (1  -  x)  +  P  •  [I  -  (x  +  b)]  --  2  P  .  (1  -X 


(' 


■)• 


woraus  Auflagerdruck  A  =  — j —  1 1 1 ^  j  —  x  1 ;  daher : 


«-=*'=T[('-I)-4'=t[' 


-i«]=f(x). 


Wir    differenzieren    den    Elammerausdruck    und    setzen    den 
1.  D.Q.  =  0 ;  also : 

f/(x)  =  1  -  -^  -  2x  .  .  .  =  0  ergibt: 


1         b 


Sei  1  =  14  m;  b  =  4  m;  dann  wird  x  =  7  —  l  =  6m.    Wir  er- 
kennen,   daß  die  Lasten   alsdann  nicht  symmetrisch   zur   Mitte 
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verteilt  sind.     Nur  für  b  =  0  wird  x  =  -^,  d.  h.   für  eine  Ein- 

zellast. 

9.)  Ein  Träger  (Abb.  219)  von  der  Länge  1  Meter  ruht  frei 
auf  2  Stützen  und  ist  über  seine  ganze  Länge  fi^leichmäßig  mit 
q  kg  pro  cm,  worin  auch  das  Eigengewicht  einbegriffen  sein  soD, 
und  außerdem  im  Abstand  a  vom  Auflager  A  mit  einer  Einzel- 
last von  P  kg  belastet,   a  ]>  — . 

Abb.  219. 


K 


a 


tr 


m 


I 


'  n  1 1 1 1 1 1 1 1  m 


Größtes  Biegungsmoment  für  einen  Träger  auf  8  Stützen  bei  gleichmüßiger  Last 

und  Einzellast. 


Es  ist  die  Stelle  des  größten  Biegungsmoments  zu  bestimmen. 
Lösung:  Für  irgend  einen  Abstand  x  von  A,  wobei  x<]^a,  gilt: 


Daraus 


I.)  Mx  =  A  •  X  —  q  •  X 
dMx 


A   X 


1 


dx 


2  2 

q  •  X  .  .  .  ==  0  ergibt : 


q  •  x^ 


IL)  . 


Nun  ist  mit  Bezug  auf  B: 
AI    .i-q.p+P.b,  also  A-yq   1  +  P| 


in   IL): 


111.)  X  -     .,  •  1  H j-.  also  auf  jeden  Fall  x  ^  — . 
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II.)  in  I.)  ergibt: 

Mmax 


A 


A 


A-^ 


q  2q         äq 

nur    gültig,    solange  x<^a,    weil   rechts   von   a  die    aufgestellte 

A 

Momentengleichung  nicht  mehr  gilt.     Da  x  ~  —  und  x  <^  a,  so 

A 

muß  auch  — <^a  oder  A<^q-a  sein.     Nun  folgt  aus  III.): 

ql    ■"''        2  ^' 
für  X  <C  a  eingesetzt,  gibt : 

V. )  .  .  .  =-  <<  a  — ^  •  1. 

ql     -^  2 


Abb.  220. 


X 


^ 


-(2-^> 


X 


Lage  desjenigen  Punktes  zwischen  zwei  Lichtquellen,  der  am  schlechtesten 

beleuchtet  wird. 

Ist  diese  Gleichung  V.)  nicht  erfüllt,  so  gibt  es  für  M  kein 
anderes  Maximum,  als  bei  x  =  a,  d.  h.  da,  wo  P  angreift  (Punkt  C); 
dafür  wird  dann  mit  Benutzung  von  I.)  und  Einsetzen  des 
Wertes  für  A: 

Mc  =  Mmax  =  Aa  —  Yqa2  =  abl-|-  +  ^J. 

10.)  Zwei  Lichtquellen  (Abb.  220)  haben  die  Intensitäten  J^ 
und  Jg  und  sind  um  1  Meter  voneinander  entfernt.  Welcher  Punkt 
zwischen  den  beiden  Lichtquellen  wird  am  schwächsten  beleuchtet? 

Sei  die  Entfernung  des  gesuchten  Punktes  von  der  stärkeren 
Lichtquelle  Jg  gleich  x,  also  von  der  schwächeren  =  (1  -  x);  dann 
kann  die  Belichtung  B  des  Punktes  gesetzt  werden: 


B  = 

dB 

dx 


2 


2 


+ 


J, 


(1-x) 


2 


;  B  soll  ein  Minimum; 


-2-J,_  2.J, 


3 


(1  -  x)^ 


0  ergibt: 


Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl. 


34 
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_il_  =  Jk  Oder  A  =  ii^Hi^- 
(Ix)»  X»    **""    J,  X»        ' 

beiderseits  die  S.  Wurzel  gezogen: 


m, 


oder  X   (|X.Ti  +  l?^  ^.  1  •  [M7,  also 


B  = 


•u  •  (t^  +  i^.u> 


+ 


und  demnach 


•I. 


A Li 


?J. 


rjx  -f-  rj, 

1«  I?a7"  1»  iXj7 


) 


__(I*::Ju+1''JD* 


1* 


(&+i^7V.nKj:+ra= 


1» 


^ 


110.   Einiges  fiber  Reibung. 


Die  Reibuug  R  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Kraft. 

Die  Größe  der  Reibung  R  (in  kgi  ist  dem  Normaidrock  N 
(in  kg)  proportional,  mit  welchem  zwei  Körper  gegeneinander 
gepreßt  werden  und  aufierdem  abliängig  TOm  Material  der 
Körper  und  vom  Sclimierniittol;  dagegen  nnabhängig  von  der 
0  rotte  der  sich  berfihrenden  Flftelien. 

Ist  f  die  Reibungsriffer,  so  gilt: 

K  -  f  N   oder  f      — . 

f  ist  ein  echter  Bruch,  und  zwar  diejenige  Zahl,  welche  angibt. 
welcher  Bruchteil  des  Normaldrucks  zur  Überwindung  der  Rei- 
bung beim  Beginn  der  Bewegung  erforderlich  ist. 
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Der  äog.  Beibungswinkel  <p  ergibt  sich  aus  der  Beziehung : 

f      tg(p. 

Der  Keibungswiderstand  ist  stets  der  Bewegung  entgegen 

gerichtet.  ' 

Zu   seiner   Überwindung    ist   also   eine   Komponente   in   der 
Richtung  der  Bewegung  erforderlich. 

Man  unterscheidet  zwei  Arten  der  Reibung: 

a)  Gleitende  Reibung  (Verschiebung  zweier  Körper   aufein- 

ander). 

b)  Rollende  Reibung  (Last  wird  auf  Rollen  fortbewegt). 
Diese    ist    viel    kleiner    als    die 

gleitende  Reibung.  Abb.  221. 

Für  sehr  kleine  Reibungskoef- 
fizienten f ,  z.  B.  bei  geschmierten 
Drehzapfen,  wo  fast  immer  f  <^  0,1 
(also  <p<6o,  cos  <p  <  0,995) ,  darf 
sin  y  =  tg  y  ~  f  gesetzt  werden. 

1.)  Reibung  stehender  Zapfen 
(Spurzapfen)  (Abb.  221). 

Sei  r  =  Radius  des  Zapfens  in  cm ; 
Q    -  senkrechte  Last, 

welche       auf      ihm       ruht       und      sich  Reibung  stehender  Zui  ien. 

gleichförmig    auf    die   Zapfenfläche 

verteilen  möge.  —  Dann  ist  der  auf  1  cm^  der  Stirnfläche   ent- 

Q 

fallende  Normaldruck   - — ; (=  spezifischer  Druck). 

r*  •  IT 

Die  entsprechende  Reibung  (in  kg)  pro  cm-,  welche  der  Be- 
wegung entgegenwirkt,  ist       f 


Alle  Reibungskräfte  zusammen  yereinigen  sich  zu  einem 
Kräftepaar  (Gegenmoment  oder  Reibungsmoment). 

Für  einen  schmalen  Ring  (Abb.  221)  mit  dem  Halbmesser  x 
und'  der  Breite  dx  ist  das  Moment: 

Q  20   f 

dMR    -  f  •  -Y-  •  (27CX  .  dx)  .  X  -  -      ^/   •  X-'  •  dx; 
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X  kann  sich  ändern  von  0    :    r,   also  ist  das   gesamte  Reibungs- 
moment: 

dMn    =       \      •  I  x^dx 


r«  3 

{-^  rV  (Q   f)  cmkg  =-  y  r  R  cmkg. 

Wir  können  uns  also  die  ganze  Reibungskraft  R  =  Q  •  f  an 

2 
einem  Hebelarm  -^  r  vom  Mittelpunkt  des  Grundkreises  der  Dreh- 

o 

bewegung  entgegenwirkend  denken  (Abb.  222). 

Abb.  222. 


P-"M(mi=Pp 


Lage  der  Reibungskraft  R  bei  stehenden  Zapfen. 

Sei  Q       25  000  kg;  r  ^  12  cm;  f  =  0,15;  dann  wird: 

Mr        ^  12  •  25  000  •  0,15  :=  30000  cmkg  =rr  300  mkg. 
o 

Bei  gegebenem  (j  ist  Mb  nm  so  kleiner,  je  kleiner  der 
Radius  r. 

2.)  Für  einen  Ringspurzapfen  (Abb.  223)  mit   dem    äußeren 
Radius  r  und  dem  inneren  Radius  p  wird  der  spezifische  Druck  = 

— -.  Also  Reibungskraft  pro  cm-  =  f 


Ä-(r--p*-')*  ^  ^  7r.(r2  — p«)' 

Reibungsmoment  für  unendlich  schmalen  Ring  vom  Radius  x  und 

der  Breite  dx  .  .  .  dMn  —  f — r r-  •  (27rx  •  dx)  •  x.    Deni- 
er •  (r*  —  p  ) 

nach  gesamtes  Reibungsmoment: 
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Hl 


dMR  = 


2Q  f       f  ,    , 


t( 


6 


2 


yiQ  f)cmkg  =  ( 


2Q   f 

rr» 

L3 

r*  -  p.» 

_/2      V 

>  -  -  p» 

3.)  Will  man  die  pro  Sekunde 
durch  die  Reibung  Terloren  gegangene 
Arbeit  bestimmen,  so  braucht  man 
nur  die  Reibungskraft  mit  der  Ge- 
schwindigkeit zu  multiplizieren. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
-CO,  so  ist  die  Umfangsgeschwindig- 
keit V  =  r  •  CO.  Beim  TOllen  Spur- 
zapfen  ist  die  pro  Ringfläche  mit  x 
und  dx  in  jeder  Sekunde  durch  die 
Reibung  vernichtete  bzw.  in  Reibung 
(Wärme)  umgesetzte  Arbeit: 

Q 


8 


) 


r'      p 

Abb.  228. 


4] 


R. 


Reibung  bei  Ringspnrzapfen. 


dLR  —  f   2äx  •  dx 

Q 


r^TC 


(XCö) 
=  Vx 


Q 


f  •  — 5 —  (ü  •  2  7c  X  *  d  X  cmkg|Sek. 


r*7c 


Setzen  wir 


r^Tc 


=  q,  so  wird : 


dLß  —  f  •  q  •  (0  •  2ic   x^dx  cmkgSek. 
und  die  gesamte  Beibungsarbeit  pro  Sekunde: 


iR 


/aL» 


r 


f  •  q  •  ö) 


2k'  jx^ix 


r^Tc  •  f  •  q  •  0)  = 


=  (-|-  rV  ((^   f )   (ü  cmkg/Sek  -=  (-|-  rV  R   co  cmkg/Sek. 


Entsprechend  beim  Bingspnrzapfen : 

2     r^_^y(Q.f).^  cmkg/Sek 


hn 


(3 

2 


=(^ 


r^ 

r^- 


^1  R  (0  cmkg/Sek, 


3     r« 

4.)  Auf  einer  wagrechten  Ebene  liege  ein  mit  ebener  Lager- 
iläche  versehener  Körper   vom  Gewicht  Q.  —  Eine   im  Schwer- 
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Abb.  224. 


R'(Q'Psin 

rA 


punkt  des  Körpers  angreifende  Kraft  P,  welche  gegen  die  Ebene 
um  +  ?"  göJ^eJg*'  'st,  soll  den  Körper   gleichmäßig   fortbewegen 
Unter  welchem  <^  ^  wird  P  ein  Minimum,  wenn  f  der  Reibungs- 
koeffizient zwischen  Körper  und 
Ebene?     (Abb.  224.) 

Lösung :  P  sin  9  sucht  den 
Körper  von  der  Ebene  weg- 
zuheben. P  •  cos  f  sucht  ihn 
nach  rechts  fortzuziehen. 

Rechtwinklig     zur     Ebene 
wirkt  (Q  —  P  -  sin  y) ;    also  ist 
BeHtimmuiiK  des  Winkels  ^,  für  welchen  p  ^^^     dadurch     hervorgebrachte 

zu  einem  Minimum  wird  bei  Fortbewegung    RniKiincy* 
anf  einer  wagreohten  Ebene.  n^riuuug  . 

R      (Q       P   siny).f. 
Im  Moment,   wo   die  Bewegung   gerade   einsetzt,   muß  die  Hori- 
zontalkomponente von  P  genau  so  groß  sein,    wie  die  Reibungs- 
kraft; also  gilt: 

I. )  P    cos  'f       R  ^  (Q       P    sin  'f )    f  .  .  .  durch  Ordnen : 
P  •  (cos  cp  +  f   sin  9)    -  Q    f ,  woraus : 

Q    f  Konst. 

cos  f  -|   f '  sin  cp 


II.)  P 


Abb.  225. 


COS  f  +  f  •  sin  y 
Damit  P   zu   einem  Minimum 
wird,   muß  der  Nenner  von  IT.)  zu 
einem  Maximum  werden. 

Wir    differenzieren     ihn    und 
setzen  den  Wert  —  0 ;  es  ergibt  sich : 
sin  <p  ;f  f    cos  y       0 ,   oder 
f   cos  ^       sin  ?p,  woraus : 
^     .     sin  cp 
cos  ^ 
d.  h.  <p  muß  gleich  dem  Reibungs- 
winkel     der      sich      berührenden 
Körper  sein. 

5.)  Ist  die  Ebene  (Abb.  225). 
auf  welcher  sich  der  Körper  be- 
findet, nicht  wagrecht,  sondern  unter  einem  <^  a  gegen  die  Wag- 
rechte geneigt,  so  erhalten  wir  unabhängig  von  a  dasselbe  Ergebnis 


Bestiinmuui?  iles  Winkels  v  •  für  wel- 
chen r  zu  einem  Minimum  wird  bei 
Fortbewe^miiranlViner  schiefen  Ebene. 
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'f  bedeutet  dabei  immer  den  <^  der  Kraft  P  gegen  die 
Ebene,  auf  welcher  der  Körper  fortbewegt  werden  soll. 

In  diesem  Fall  zerlegt  sich  das  Gewicht  Q  in  zwei  Seiten- 
kräfte parallel  und  senkrecht  zur  schiefen  Ebene.  —  Es  ist: 

SA  ■-"  Q  •  cos  a;  SB  —  Q    sin  a; 
SD       P    cos<p;  SC       P    sin?. 
Normaldruck  auf  die  schiefe  Ebene 

SA       SC--Q-  cos  a       P  •  sin  ? ;  also : 

Reibungskraft 

R       (Q  •  cos  a  —  P  •  sin  cp)  •  f : 

•dazu  kommt  noch  im  gleichen  Sinn  die  parallel  zur  schiefen 
Ebene  abwärts  wirkende  Kraft  S  B  =  Q  •  sin  a ;  damit  der  Körper 
sich  gerade  nach  aufwärts  bewegt,  muß  sein: 

SD       SB  +  Reibungskraft,  oder: 
P  •  cos  y       Q  •  sin  a  -f  (Q  •  cos  a  —  P    sin  <p)  •  f,  woraus: 
P  •  (cos  <p  4"  f  •  sin  9)       y  •  (sin  a  -)-  cos  a),  also : 
p        Q    (sin  a  +  cos  a)    _  Konst. 

cos  <p  +  f  *  siii  T  cos  9  -|-  f  •  sin  cp 

Der  Nenner  ist  derselbe,  wie  unter  4.);  er  muß,  um  P  mög- 
lichst klein  zu  bekommen,  zu  einem  Maximum  werden;  dafür  er- 
gibt sich  auch  hier: 

tg  y  -  f. 

§  111.   Einige  Anwendungen,  bei  welchen  man  auf 
eine  Differentialgleichung  kommt 

1.)  Seilreibung  (Abb.  226).  Um  einen  feststehenden  (also 
sich  nicht  mitdreh^nden)  zylindrischen  Körper  vom  Radius  r  sei 
ein  elastisches  Seil  geschlungen.  Die  Spannungen  der  beiden 
Seilenden  seien  bezeichnet  mit  S,  und  Sg,  wobei  man  sich  Sg 
durch  ein  Gewicht  und  Sj  durch  eine  Kraft,  welche  das  Gewicht 
am  Abwärtsgleiten  verhindert,  ersetzt  denken  kann. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  daß  die  Spannung  S^,  hervorge- 
bracht durch  die  Kraft,  viel  kleiner  ist  als  die  Spannung  S^, 
hervorgebracht  durch  das  Gewicht.  —  Mit  anderen  Worten:  Zum 
Festhalten  der  Last  ist  eine  viel  kleinere  Kraft  (in  kg)  nötig,  als 
die  Last  wiegt. 
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Die  Spannnng  im  Seil  wird  daher  Tom  Lastende  aiiH 
gegen  das  Kraftende  zn  yon  Panl^t  zn  Punkt  abnehmen. 

Wir  betrachten  ein  oo  kleines  Seilstückchen  AB  r  d  ^ : 
dann  muß  die  Spannung  in  A  um  ein  Differential  größer  sein* 
als  in  B.  —  In  B  sei  die  Spannung  -  S;  dann  hat  sie  in  A  den 
Betrag  S  +  d  S. 

Die  Normalkraft  dN  in  C  ruft  eine  Reibung  hervor,  welche 
=  fdN  ist  und  die  Kraft  unterstützt,  also  nach  rechts  ge- 
richtet ist. 

Abb.  226. 
dN 


(S-^dS)ws^     AS, 


(S^dßhinß^ 


dv 


Last-Ende 


Kraft  End£ 


Seilreibaug:. 


Damit  Gleichgewicht  herrscht,  müssen  sich  die  wagrechten 
und  senkrechten  Eräftegruppen  einander  aufheben.  —  Es  bestehen 
also  die  Gleichungen  (Abb.  226): 

I.)  (S  +  dS)  •  cos  4l-  =  S  •  cos  ^  -^  f  •  dN. 


II.)  (S  +  dS)    sin 


2 

df 


2 
+  Ssin4r-  =  dN 
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Dnrch  Ordnen  und  Wegheben  folgt: 
I.)   dS.cos4r-  =  f    dN. 

II.)  2  ■  S  •  sin  -^  +  dS  •  sin  4r-  =  dN. 

d<p  .  .  .        .d®        d©  (Icp 

Da  —^  unendlich  klein,  so  gilt:  sin  —^=:—~-\  cos  —-— = 

=  1;  also  auch: 

I.)  dS  =  fdN. 
IL)  2    S    -^+dS--^=dN;   ^ 

in  dieser  letzten  Gleichung  dürfen  wir  noch  d  S  •  sin  — ^  als   un- 
endlich  klein  von  der  2.  Ordnung  vernachlässigen;  dann  wird: 

'{^  c.    ^  iTLT  J  durch  Division  folcft: 

IL)  Sdy  =  dN  {  ^ 

IIL)  ^^ — 5 —  =  f,  woraus : 
S  •  dy 

Betrachten  wir  nun  den  ganzen  umspannten  Bogen,  so 
ändert  sich  y  von  y  =  0  bis  y  =  a  und  S  von  S^  bis  Sg  und 
\eir  erhalten  durch  Integration  von  IV: 

Sq  a 


/-=/' 


H— ==  ff   dy,  oder  durch  Auswerten: 

Si  0 

fln  S  +  cj  =  f  •  r<p  -|-  cj,  oder: 

Sj  0 

In  S2  —  In  Si  =  f  •  a,  wofür  auch : 
In  (-^)  =  f  •  a  und  durch  Entlogarithmieren : 

— ^  =  e*   ",    also  auch : 


s. 
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V.). 


|S.°8.    «"I 


Da  f  und   at   stets  |>  0,   so   wird  e'"  stets  ^  1.     Daraus 

erkennt  man,  dafl  Sj  sehr  rMch  mit  dem  umspannten  Bf^fii 

«  abnimmt,  d.  h.  man  kann  bei  grofiem  Bogen  a   einer   großen 

Last  Sg  durch  eine  sehr  kleine  Kraft  S,  das  Gleichgewicht  h&lteo. 

—   Ist    z.  B.    für    Seil    auf   Holz 

^'>>'- 227.  f=^0,5,    dann    wird    e*  "  für 

« =  jc   (180")    schon    rund   =5: 

fOr    a  =  2ff     (eine     volle     Ütn- 

sdilingung)    wird   e' "   schon  25; 

ftlr  zwei  Ümschlingungen  625,  so 

daß   ^r   den  letzten   Fall   S,  nur 

F  Rttn"  ^    ^^-^    (Anwendung   z.  B. 

zum  Festhalten  landender  Dampfer). 
R  =  S,-3,  =  S,    (e'"-!) 
ist  hierbei   die  ganze  Seilreibung. 
Es    ist    sehr    bemerkenswert, 
daß    der  Halbmesser   r    des  zylin- 
drischen Körpers,  um  den  das  Seil 
"  geschlungen  wird,  ohne  Einfluß  ist. 

.ie«Mwv«njibe^|i(-iBi.her  g.)  Die  Festigkeit  ciues  Ge- 

stänges oder  Förderseils  (für  einen 
Bei^werksscbacht)  soll  überall  die  gleiche  sein.  —  Wie  ist  da'< 
Gestänge  zu  bemessen  (Abb.  227)!' 

Sei  K  =  Beanspruchung  pro  cm-  =  konst.  (nach  Voraussetzungi: 
P  =  Eraft  am  unteren  Ende; 
Y  —  spezif.  Gew.  des  Gestängematerials; 
X  =  beliebiger  Abstand  vom  unteren  Ende ; 
G  =  Gewicht  des  StQcks  von  der  Länge  x; 
F„  =  kleinster  Querschnitt  des  Gestänges  am  nnteren  Ende: 
F  =  Querschnitt  in  der  Entfernung  x; 
dann   ist   klar,   daß   F  mit  x   veränderlich   ist   und  zwar  wird  V 
um  so  größer,  je  ^  x,  —  Es  ist : 
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I. )  P  =  Fo  •  K. 
II. )  P  +  G  --  F    K. 


In  II.)  ist  G  unbekannt  und  veränderlich  mit  x;  K  und  P 
sind  konstant. 

Ändert  sich  nun  x  um  dx,  so  ändert  sich  F  um  dF  und  6 
um  dG,  und  zwar  ist  dG  das  Gewicht  einer  Scheibe  von  der 
Dicke  dx;  F  kann  auf  die  oc  kleine  Länge  dx  als  konstant  be- 
trachtet werden;  folglich  gilt: 

III.)  dG       F    dx-Y. 

Dieser  Gewichtszunahme  entspricht  auch  eine  Spannungs- 
zunahme von  K  •  dF,  welche  von  dF  aufgenommen  werden  muß. 
Oder  so:  Die  Querschnittsfläche  hat  sich  um  dF  vergrößert,  die 
abwärts  wirkende  Kraft  um  dG;  damit  nun  keine  Spannungs- 
zunahme stattfindet,  muß  dF  das  Gewicht  d G  übernehmen ;  da  auch 
in  dF  die  Spannung  K  herrschen  soll,  so  muß  sein: 

IV.)  dG  =  K  -  dF,  oder  mit  III.) 

V.)  Fdx-7  =  KdF,  woraus  durch  Vereinigung  der 
gleichen  Veränderlichen : 


■    dF        Y  - 

VI. )  .  .  .  I  -^=r'  =  i^    •  d  X     I  .  .  .  durch  Integration  folgt : 


/-=¥■ 


dx,  oder: 


VII. )  In  [F|  =  ^    X  -f-  c.      Die    Konstante    c    ergibt    sich 

folgendermaßen : 

Für  X  =  0  wird  F  =  Fq;  also  durch  Einsetzen  in  VII.) 
c  ==  In  Fy ;  also  im  ganzen  für  VII.) : 

In  F  =  -^    X  +  In  Fo    oder    In  F       In  F,  =  -^   x,  oder: 

Iv  JX. 

In   1^1  ~~tF~  '  ^1  woraus  durch  Entlogarithmieren : 


JL A.. )    .  .  . 
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also  wird  an  irgend  einer  Stelle  im  Abstand  x  vom  unteren  Ende: 

X.)  ...  I  Fx=Po-e"K''  =  Fo-e*» 

Ist  z.  B.  für  Flußeisen  t  =  7,8  und  K  höchstens  =  300  kg/cm', 
so  wiegt  1  cbm  Eisen  =  7800  kg.  —  Werden  die  Längenmaße 
in  em  eingesetzt,  so  ist  t  =  7800  :  100'  =  0,0078  zu  setzen. 

Ein  Bergwerksgestänge  von  1  =  150  m  =  15000  cm  werde 
unten  durch  eine  Zugkraft  P  =  60  000  kg  beansprucht. 

Nehmen  wir  zunächst  überall  gleichen  Querschnitt   F,   dann 

gilt  fQr  die  stärkste  Beanspruchung  am  oberen  Ende: 

p 
K  =  -p-  +  Tl,  alsoFK  =  P  +  FYli  oder: 

300    F  =  60000  +  E    0,0078    15000,  woraus  P  =  328  cm^ 
Unten  K«  =    ^^^g^   =  188  kg/cm«  (gegen  300  kg  oben). 

Gewicht  =  ^j^q^  =  38376  kg. 

Soll  dagegen  in  allen  Querschnitten  die  gleiehe  Beanspruchung 
K  =  300  kg/cm'  betragen,  so  wird  zunächst: 

60000_      200cm-:L-_0:00Z8 
300      ^""  c°i  '  K  -      300 

Fx  =  Foe*^=200  e<>'«^^^-^  .  .  .  (graphische  Darstellung!) 

Man  steigere  x  von  3000  zu  3000  cm  und  berechne  die  ent- 
sprechenden Querschnittsflächen  F. 

Der  größte  Querschnitt  am  oberen  Ende  wird: 
F,  =  200  •  e«'8»  =  200  •  1,477  =  295,4  cm^ 

Spannkraft  am  oberen  Ende  =  295,4  •  300  =  ö  -}  00  000, 
woraus  G  =  88620  60  000  =  28  620  kg  gegenüber  38376  zu- 
erst; also  eine  Gewichtsersparnis  von  rund  10000  kg. 

3.)  Aus  der  Gleichung  für  die  Isotherme  p  •  v  =  konst.  er- 
gab sich: 

I.)  p  •  dv  +  V  •  dp      0. 

Liegt  eine  solche  Gleichung  zur  Auflösung  vor,  so  trennt 
man  die  Teränderlichen,  d.  h.  man  sucht  die  Gleichung  so  umzu- 
formen, daß  auf  der  einen  Gleichungsseite  nur  die  eine  Veränder- 


Fo  =      oAA  200  cm»;  -^  =     \^^^      =  0,000026  =  a:  also: 
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liehe  mit  ihren  Dififerentialen  und  auf  der  anderen  Gleichungs- 
seite die  andere  Veränderliche  mit  ihren  Dififerentialen  vorkommt. 
—  Dann  ist  es  möglich,  zu  integrieren.  —  Dies  auf  I.)  ange- 
wandt, ergibt: 

II.) = —  .  ,  .    Deutung :  Wird  das  Vol.  größer,   so 

wird  der  Druck  kleiner  und  umgekehrt;  daher  auf  der  einen  Seite 
das  neg.  Vorzeichen. 

dv  ,   ..^         , 

oder: 


In  V  =  —  In  p  +  c  =  —  In  p  +  Iß  c^ 
weil  man  c  =  In  c^  setzen  kann ;  dann : 

In  V  -f  In  p  =  In  c^,  woraus : 
In  (p  •  v)  =  In  c\  oder  endlich : 

III.)  p  •  V  =  C^  =  Konst.  =  ursprüngliche  Gleichung. 

Wir  erhalten  für  III.)  zu  irgend  einem  Wert  c^  eine  gleich- 
seitige Hyperbel.  —  In  III.)  ist  eine  ganze  Schar  gleichseitiger 
Hyperbeln  enthalten.  —  Die  Gleichung  I.)  ist  also  die  Dififerential- 
gleichung  für  diese  Schar  von  gleichseitigen  Hyperbeln. 

4.)  Das  Ohmsche  Gesetz  für  einen  Wechselstromkreis,  der  außer 
Oh  raschem  Widerstand  auch  noch  Selbstinduktion  enthält,  lautet: 

dJ 

I.)  E  =  J  •  W  +  S  .  -^.     Hierbei  bedeutet: 

at 

E  =  gegebene,  aufzupressende  Spannung; 
W  =  gegebener  Ohmscher  Widerstand; 

g  =  bekannter  Selbstinduktionskoeffizient  des  Wechselstrom- 
elektromagneten ; 

J  =  gesuchte  Stromstärke.  —  Um  J  zu  finden,  müssen  wir 
J  mit  dJ  zusammenbringen. 

j  T 

Aus  I.)  E  —  J  •  W  =  S  •  — — ,  oder  durch  Stürzen: 

dt 

1  1      dt 


„       T    TXT  —  r^       .  X   .  •  •  letzt  d  J  nach  links : 
E  — J    W         S      dJ  '^ 

J    T  1 

-^ z — rrr-  = -^  •  dt;  durch  Integration  folgt : 

üi  —  J  •  W  si 
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/i-/- 


dJ 


=  /  E-JW'^^^'^^ 


2 


In  [E    -  J    W]  = 


^    ■  t=  -  -i-  ■  In  [E  -  J  •  W]  4-  c,  oder: 


W 


t  +  W  •  c,  woraus : 


-  *    t  __w_  t 

E--JW=^e     *       .e*'«  =  c'   e     ^ 


,    daraus: 


II.) 


,_^ c^ 

W        W 


— ^  t 
e     8 


Bestimmang  von  c': 
Ffir  t  =  0  ist  auch  J  =  0;  eingesetzt  in  IL)  ergibt: 


w      w 


III.) 


1,  woraus  c^  =  E  ...  in  IL) 


d.  h. 


Befindet   sieb   in  einem    Wechselstronikreis    Selbstinduktion, 

so   setzt   sieb   die  in   der  Spule   fließende   Stromstärke    aus   zwei 

Teilen  zusammen: 

E 
Erster  Teil  =  -==-  =  dem  nach   dem  Ohmschen   Gesetz   für 

W 

Gleichstrom  berechneten  Wert; 

=   dem    durch    die     EMK    der 


E        -^L  t 
zweiter  Teil  =  -„>-  •  e     «  ' 

W 


Selbstinduktion    hervorgebrachten    Gegenstrom    (Lampen 
brennen  dunkel). 
J  ist  demnach  viel  kleiner  als  bei  Gleichstrom. 
5.)  Enthält  der  Stromkreis  auch  noch    Kapazität  C   in  Serie 
mit  der   Selbstinduktion,   so   lautet   die   Differentialgleichung  der 
aufzupressenden  EMK  (S.  508): 


IV.)E  =  J    W  +  v 


dJ 
dt 


nach  t  differenziert,  ergibt: 


/ 


Jdt 

C 


;  durch  ü  dividiert  und 


§  111.    DifferentialgleiohuDg.  o4t^ 

V^±.  dE^d^J       W      dJ  J 

S      dt         dt«  ^    «        dt  ^  SO  ■ 

Anmerkung  zu  Gl.  IV. 

/x^  d  V 

X  •  d  X  =  — f-  C  folgt  .  .  .  -r^  =  X. 

Ganz  ähnlich :  Ist  y  =   I  —    d  t,  so  muß  .  .  .  -jy  =  -~-  sein   oder 

allg. :   Ist  y  =fi'  (x )  d  x  =  f  (x)  +  c,  so  folgt . .  •'^^'^'f^"^      =  f*  ^  '• 

W,  2  und  C  seien  konstante  Größen;  die  EMK  habe  Sinus- 
forna,  also  E  ^  Emax  •  sin  ( » t) ;  dann  wird : 

d£ 


dt 


=  »    Emax  •  COS  (w    t),  eingesetzt  in  V.)  ergibt: 


d«J   ,     W      dJ    ,       J  0) 


Die  Lösung  dieser  Gleichung  in  bezug  auf  J  ergibt: 
VI.)  J  = 


J^max 


2 


.  s.n  [a> .  t  -  arctg  |^-^ ^   c    W  jj    Dil 

J  ist  also  sinusartig,  aber  außer  Phase  mit  der  Spannung. 

J  =  ,j,n5fcx     sin  (O)  •  t    -  y ),  wo  Jraax 


OD    £  1         \1     Probe  durch 

Differenzieren ! 


•"^max 


=  Stromamplitude. 
=  arctg  I  —^ p  -^  j  =  Phasenverschiebungswinkel. 

cp  ist  +,  0  oder    -,  ie  nachdem  w    2  ^ -^ tti  oder 

r  I  '  ^  J  <;  (0  •  C 

CO  ^  -— rr=r-.  —  In  letztercm  Fall  eilt  Strom  voraus. 
<l    S   C 
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Wenn  w  =  ,  so  ist  Phasengleichheit;  y  =  0; 


Emax 

'max  —      ^ 


vniAX  — 


Die  Wirkungen  der  Selbstinduktion  und  Kapazität  heben 
sich  alsdann  auf;  es  ist  Resonanz  vorhanden.  (Spannungsresonanz, 
weil  Selbstinduktion  und  Kapazität  in  Serie.) 

Führt  man  die  effektiven  Werte  für  Strom  und  Spannung 
ein,  so  wird: 

Eeflf 


Jeff  = 


K^'+(«*s-ircy 


XVm.  Kapitel. 
Anhang 

§  112.  Schmiegungskurven  und  zugehörige  Ersatz- 
funktionen  (Newton  1643—1727). 

Der  große  englische  Mathematiker  Newton  stellte  folgenden 
Lehrsatz  auf: 

Jede  eindeutige  Funktion  y  =  f  (x),  gleichgültig  ob  alge- 
braisch oder  transzendent,  läßt  sich  innerhalb  eines  bestimmten 
Bereichs  (solange  die  Funktionskurve  stetig  bleibt  und  nicht  ins 
Unendliche  verläuft),  also  z.  B.  von  x^  =  a  bis  x,  =  b  nShernngS- 
weise  durch  eine  ganze,  rationale  Funktion  ^(x),  die  sog. 
Ersatzfanktion,  ersetzen. 

Diese  Ersatzfunktion  f  (x)  läßt  sich  ihrerseits  nach  steigen- 
den Potenzen  von  x  anordnen,  also  in  Form  einer  Potenzreihe 
angeben  und  hat  demnach  die  allgemeine  Form: 

y  =  y(x)  =  a  +  b-x^  +  c-x*  +  d-x*  +  ö-x*+  .  .  .  n-x» 

(=:  Parabel  n.  Orades  =  Newtonsche  Parabel). 

Der  Satz  sagt  also  aus,  daß  wir  z.  B. 

y  =  f  (x)  =  -:: — ; annähernd  ersetzen  können  durch 

-^  1  -|-  X 


oder 


y  (x)  =  a  +  bx^  -f-  c  •  X*  +  .  .  . 


y  =  f  (x)  =  -z annähernd  ersetzen  können  durch 

1  —  X     . 

'^  (x)  =  a+  b  •  x^  +  c  •  X*  +  ... 


oder 


y  =  f  (x)  =  Inx  annähend  ersetzen  können  durch 

f^  (x)  =  a  +  b  •  x^  +  c  •  X*  +  ... 

Hafner,  Differential-  and  Integralrechnung.    8.  Anfl.  85 
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oder 

y  — f(x)  =  e^  annähernd  ersetzen  können  durch 

y(x)  =  a  +  bx^  +  cx*+ .  .  . 
oder 

y  =  f(x)  =  sinx  annähernd  ersetzen  können  durch 

y(x)  =  a  +  bx^  +  cx*+  .  .  , 

usw.     Es    fragt  sich  nur,    wie  in  jedem  einzelnen   Falle  die 

Koeffizienten  a,  b,  c,  d  .  .  .  n  zu  bestimmen  sind,  damit  sich  die 
Schmiegungsparabel  innerhalb  des  gewünschten  Bereichs  tat- 
sächlich mit  der  Bildkurve  der  gegebenen  Funktion  annähernd 
deckt. 

Um  dies  zu  erreichen,  müssen  wir  offenbar  die  Ersatz- 
funktion f  (x)  derart  gestalten,  daß  ihr  Schaubild  innerhalb  des  vor- 
geschriebenen Bereichs  möglichst  viele  Punkte  mit  der  f  (x)-EurYe, 
welche  ja  bekannt  ist,  gemeinschaftlich  hat. 

§  113.  Einfache  Beispiele  zur  Erläuterung. 

Wir  erinnern   uns  an  den  Satz:   Kennen   wir  das  Schaubild 

einer  Funktion  y  =  f  (x),   so  ist  jeder   Punkt  des  Schaubilds 

eine  Losung  der  Funktionsgleichung,  d.  h.  die  Koordinaten  irgend 

eines    Kurvenpunkts,    in    die    zugehörige    Gleichung    eingesetzt. 

24 
müssen  diese  identisch   erfüllen.     Sei  gegeben  y=:f(x)= — : 

dann  gehört  z.  B.  zu: 


X,  =  +  2 

yi  =  +  i2 


X2  =  +  3 

y2  =  +  8 


X3  =  +  4 

y3  =  +  6 


x,  =  +  6 

yi  =  +  4 


X5  =  -h8 

y5  =  +  3 


x,  =  +  12 

yc  =  ^2 


womit  auch  die  Bildkurve  zu  y  =  f(x)  festgelegt  ist  (Abb.  228). 

24 

Die  Gleichung  y  =  f  (x)  = soll  nun  durch  eine  Potenz- 

reihe  y  =  (p(x)  =  a  +  bx-f-c-x^-f"d-x^-|~-.-  ersetzt  werden, 
so  daß  deren  Schaubild  innerhalb  des  Bereichs  x^  =  +  2  bis 
x^j  =  4"  12  annähernd  mit  der  gegebenen  Funktionskurve  zu- 
sammenfällt. 

I.)  Wir  wollen  zunächst  nur  die  Forderung  stellen,    daß   die 


^  US.     Einfache  Beigpiele 


gesucbte   Schmie^ngskurve    mit   der   gegebenen  Funktionskurve 
die  beiden  Punkte: 

{y;  =  +  12     -^     |y;  =  +  3 

gemeinschaftlich  haben  soll  (Abb.  228). 

Dann  mtiasen  die  Koordinaten  dieser  beiden  Panbte  auch 
die  Ersatzranktlon  f  (x)  identisch  erfBllen. 

Abb.  228. 


Daratellung  dei'  Funktion  y  — 


Wir  setzen  also  zuerst  die  Koordinaten  x^y,  dea  ersten  ge- 
meioschaftlichen  Punktes  in  f(x)  ein  und  erhalten  dadurch  die 
erste  Bedingungsgleichung: 

10  yi  =  ?W  =  a  +  bX|+c-x,«  +  d.Xi'+..  . 
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Jetzt  setzen  wir  die  Koordinaten  x^y^  des  zweiten  gemein- 
schaftlichen Punktes  in  ^(x)  ein  und  erhalten  somit  eine  zweite 
Bedingungsgleichüng : 

2.)  y5  =  T(x5)  =  a  +  bx5  +  c-x,2  +  d.x,3  +  .  .  . 

Oder  durch  Benützung  der  bekannten  Werte  für  x^,  y^,  x^^, 
yj  ergibt  sich: 

1.)+  12  =  a  +  b-2  +  c-2«  +  d'28+.  .  . 
2.)+    3  =  a  +  a.8+c-8»  +  d-83+..  . 

Man  sieht,  daß  in  diesen  Oleichungen  lediglich  die  Koeffi- 
zienten a,  b,  c,  d .  .  .  als  Unbekannte  auftreten. 

Da  man  aber  aus  2  Gleichungen  nur  2  Unbekannte  er- 
mitteln kann,  so  sind  wir  gezwungen,  die  rechten  Seiten  der 
Oleichungen  1.)  und  2.)  nach  dem  zweiten  Glied  abzubrechen, 
so  daß  wir  nur  die    beiden  Koeffizienten  a  und  b  erhalten  aus: 


1.)  12  =  a  +  2.b 
2.)     3  =  a  +  8  •  b 


zu 


I  a  =  +15 


Setzen  wir  diese  Werte  in  tp  (x)  ein,  so  ergibt  sich  als 
erste  Ersatzfunktion  die  Gleichung: 

y  =  (p  (x)  =  a  +  b  X  =  15 g-  x. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  (Ver- 
bindungssehne), welche  lediglich  die  Eigenschaft  besitzt,  daß  sie 
mit  der  Funktionskurve  die  beiden  Punkte  Xj  y^  und  x-  yr,  ge- 
meinschaftlich hat  (Abb.  228)- 

Von  einem  annähernden  Zusammenfallen  kann  also  hier 
noch  nicht  die  Rede  sein. 

II.)  Nichts  hindert  uns  jedoch,  in  ähnlicher  Weise  Ersatz- 
funktionen aufzusuchen,   deren  Schaubilder  3,  4,  5  ...  n  Punkte 

24 

mit    der   gegebenen   Bildkurve  y  = gemeinschaftlich   haben. 

Wir  brauchen  dann  nur  ebenso  viele  Bedingungsglei- 
chungen^  als  gemeinschaftliche  Punkte  yorhanden  sein  sollen. 

Um  dies  zu  zeigen,  stellen  wir  jetzt  die  Forderung,  daß  die 


§  113.     Einfache  Beispiele  zur  ErläuteruDg. 
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Schmiegungskurve  mit  der  gegebenen  drei  Punkte  gemeinschaft- 
lich habe,  und  zwar: 


y3  =  +  6 


f^5  =  +  8 
75  =  +  3    (Abb.  228). 


Die  Koordinaten  jedes  einzelnen  dieser  Punkte  müssen  dann 
die  Ersatzfunktion  identisch  erfüllen;  also  ergeben  sich  folgende 
3  Bedingungsgleichungen : 

1. )  Ji  =  ?  W  =  a  +  b  •  Xj  +  c  •  Xj»  -f  d  ■  Xj3  +  e  •  x/+ .  .  .  +n  -x,^ 
2.)  Jn  =  ?i^n)  =  a+  b  -Xj  +c  •  x^^  +  d-  X3»  +  e  •  Xj^^- . . .  +n-x/ 
3.)y5  =  T(x5)  =  a  +  b-X5  +  cx5«  +  dx58  +  ex/  +  ...+nx5» 

Oder  durch  Einsetzen  der  Werte  und  Abbrechen  nach  dem 
dritten  Glied  rechts  (weil  aus  3  Gleichungen  nur  3  Unbekannte 
ermittelt  werden  können) : 

1.)  12  =  a  +  2.b  +  4  c 
2.)  6  =  a  +  4.b  +  16  c 
3.)     3  =  a  +  8b  +  64c 

Lost  man  diese  3  Gleichungen  nach  a,  b,  c  auf  (am  besten 
mittels  der  Additionsmethode),  so  folgt: 


|a  =  +  21 


so  daß  die  Gleichung  der  zweiten  Schmiegungskurve  lautet: 

31  3 


y  —  ©(x)  =  a  +  bx  +  cx2=21  — 


x+ 


x2  = 


4  '     8 

=  Parabel  zweiten  Grads,  welche  mit  der  gegebenen  Funktions- 
kurye  die  gewünschten  3  Punkte  gemeinschaftlich  hat  und  sich 
innerhalb  des  vorgesehenen  Bereichs  von  x  =  2  bis  x  =  8  wenig- 
stens in  grober  Weise  der  gegebenen  Kurve  annähert. 

III.)  Wir  stellen  jetzt,  um  noch  eine  bessere  Annäherung  zu 
erreichen,  die  Forderung,  daß  die  Schmiegungskurve  mit  der 
gegebenen  4  Punkte  gemeinschaftlich  haben  soll,  und  zwar: 

75  =  3    (Abb.  229). 


x,_   2 

X3  — 4 

x^  =  6 

y.  =  i2    1 

lys  =  6  •  1 

y,    4 

550 


XVIII.  Kapitel:  Anhang. 


Jetzt  ergehen  sich  4  Bedingungsgleichungen,  nämlich: 

^•)  73  =  T  (X3)  =  a  +  b  •  X3  +  c ".  X3 «  +  d  •  Xg^  +  . .  .  +  n  •  X3" 
3.)  74  =  ? (X4)  =  a  +  b  •  X4  +  c  •  x^^  +  d  •  x^^  +  .  .  .  +  n  •  Xj" 
4.)  75  =  ^(Xä)  =^  a  +  b  .  X5  +  c  •  X52  +  d    X.3  +  . .  .  +  n  -x," 


Abb.  229. 


,1 


ö 


0—0- 

T    / 


»(hvndkunr  i/'4f 


-0—0- 


2    J.   ♦ 


24 


■^■hX 


l>,irstellinijr  <!•')•  Kiiiikrion  y  —    "    mit  einer  zugehörifreii  S(*hiniegiiugsi»;ir;tl'el  IH 

vom  dritten  Grad. 


Und  durch  Einsetzen  der  Werte: 

1.)  12  =  a  +  2b+    4c-f-      8d 

•J.)  6==a  +  4    b+  16    c+   64  ■  d 

:^)  4  =  a- H    b  +  36    c-^216    d 

A.)  :]  =  a  i  8    b  +  G4    c  +  512    d 


woraus  folgt: 
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a=:25 


so  daß  die  Gleichung  der  dritten  Schmiegungskurve  lautet: 

y==rp;(x)  =  a+b.x  +  c.x2  +  d.x«=25-^.-X+  ^       "       ^ 


x^= 


4    ^      4  16 

=  Parabel  dritten  Grades,  welche  mit  der  gegebenen  Funktions- 
kurve  die  gewünschten  4  Punkte  gemeinschaftlich  hat  und  sich 
innerhalb  des  vorgesehenen  Bereichs  von  x  =  2  bis  x  =  8  schon 
wesentlich  besser  anschmiegt,  als  die  vorher  gefundene  Parabel 
2.  Grades. 

Auf  Grund  dieser  wenigen  Darstellungen  gelangen  wir  jeden- 
falls schon  zu  der  Erkenntnis,  daß  wir  eine  um  so  innigere  An- 
schmiegung der  Ersatzkurve  an  die  gegebene  erreichen,  je  mehr 
gemeinschaftliche  Punkte  beide  Kurven  innerhalb  des  betrachteten 
Bereiches  haben ;  je  mehr  Bedingungsgleichungen  also  erfüllt  sind. 

Es  macht  durchaus  keine  Schwierigkeiten,  beliebig  viele  solcher 
Gleichungen  aufzustellen  und  dadurch  die  Bedingungen  für  jeden 
gewünschten  Grad  der  Übereinstimmung  beider  Kurven  festzulegen. 

Um  eine  vollkommene  Deckung  innerhalb  des  betrachteten 
Bereichs  zu  erzielen,  wäre  die  Lösung  von  oo  vielen  Bedingungs- 
gleichungen notwendig,  und  die  entspringende  Ersatzfunktion  müßte 
aus  oo  vielen  Gliedern  bestehen. 

Da  dies  praktisch  nicht  durchführbar  ist,  so  wird  die  Er- 
satzfunktion 9  (x),  wie  schon  erwähnt,  stets  nur  eine  angenäherte 
Lösung  für  die  gegebene  Funktion  f  (x)  sein  können,  was  wir  in 
der  Schreibweise  ausdrücken  wollen  durch  das  Zeichen  »co".  Wir 
können  also  für  die  behandelten  Fälle  die  Ansätze  machen: 

Mit  Gleichung  I.) 


y  =  f(x) 


34 


=  <>o  ^  ( x)  =  =^  16  — 


X  •  2 

(zwei  genieinschaftliche  Punkte). 

Mit  Gleichung  II.) 

24  ,  .  ^.21 


v  =  f(x) 


rzz  OO  CD  (x)  =  OO  21 T--  •  X  + 

(drei  gemeinschaftliche  Punkte). 


3 


8 


.  X 


3 


o 
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Mit  Gleichung  lU.) 

y  =  f(x)=  "Y"  =<>=>9(x)  =  00  25 J-X  +  -J-X* jg-x-» 

(vier  gemeinschaftliche  Punkte). 

Jedesmal  nur  gültig  innerhalb  des  Bereichs  von  x  =  2  bis  x  =  8. 

24 
Sollten  alle  auf  S.  546  für  f  (x)  = berechneten  6  Punkte  auch 

X 

auf  der  Ersatzkurve   liegen,   so   wären  folgende  6  Bedingungs- 
gleichungen zu  erfüllen: 

1.)  yi=12  =  a  +  b.Xi  +  c-x,2  +  d-Xi»  +  e-x,*  +  f-Xj5  = 

=  a  +  2b  +  4c  +  8d  +  16e  +  32f. 
2.)  y2  =  8  =  a  +  b.X2  +  c.Xg*+cl-x,»  +  ex/  +  f  .x,^  = 

=  a  +  3b  +  9c  +  27d  +  81e  +  243f. 
3.)  y,  =  6  =  a  +  b  •  Xy  +  c  •  X3*  +  d  •  X3*  +  e  •  X3*  +  f  •  X,  ^  — 

=  a  +  4b  +  16c  +  64d  +  256e  +  i024f. 
4.)  y^  =  4  =  a-f  b  •  X4  +  c-x^*4-d  •  Xi*  +  e  -x^^  +  f  •  x^ 

=  a  +  6b  +  36c  +  216d  +  1296eH-7776f. 
5.)  y,  =  3  -:  a  +  b  •  X,  +  c  •  X,  «  +  d  •  X5 »  +  e  .  X,  *  +  f .  X.  5  = 

=  a  +  8b  +  64c  +  512  d  +  4096e  +  32  768  f. 
6.)  ye  =  2  =  a  +  b  •  Xß  +  c  •  Xß^  +  d  .  Xß»  -I-  e  •  x/  +  f  •  x^;^  = 

=  a+12b+144c+1728d  +  20  736e  +  248832f. 

Man  versuche,  diese  6  Gleichungen  zu  lösen,  und  man  wird 
finden,  daß  dazu  eine  recht  umständliche  und  verwickelte  Rechen- 
arbeit erforderlich  ist. 

Für  das  Verständnis  der  Methode  genügt  es  jedoch  im  all- 
gemeinen, sich  mit  der  Aufstellung  und  Lösung  von  ungefähr 
4  oder  5  Bedingungsgleichungen  zu  begnügen,  zumal  wir  eine 
andere  Methode  von  Taylor  kennen  lernen  werden,  welche  in 
einfachster  Weise  gestattet,  beliebig  viele  Koeffizienten  a,  b,  c, 
d  ...  für  eine  vorgeschriebene  Stelle  zu  bestimmen. 


§  114.   Feststellung  der  Genauigkeit  der 

Übereinstimmung. 

Wenn    wir    in  Abb.  228    den    Verlauf    der    Grundfunktion 

>  24       . 

t(^x^  = mit     demjenigen     der     dritten     Schmiegungskurv 
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35  5  1 

y(x)  =  25 —  X  -| — —  x^ —  x^    vergleichen,    so    können 

wir  aus  der  Zeichnung  keinen  sehr  auffallenden  Unterschied  beider 
Kurven  innerhalb  des  vorgeschriebenen  Bereichs  erkennen. 

Es  gibt  jedoch  ein  viel  schärferes  Mittel  als  die  Zeichnung, 
um  in  einfacher  Weise  die  Abweichungen  der  Ersatzkurve  von 
der  Grundkurve  festzustellen,  und  das  ist  die  Differentialkurve 
oder  der  Differentialquotient. 

Wenn  nämlich  eine  Kurve  innerhalb  eines  vorgeschriebenen 
Bereichs  TOllkommen  mit  einer  anderen  zusammenfallt,  so  müssen 
auch  beide  innerhalb  dieser  Grenzen  Punkt  für  Punkt  das  gleiche 
Steigungsmaß  besitzen ;  ja  auch  die  zweiten,  dritten,  .  .  .  n*^^*^  Dif- 
ferentialquotienten müssen  an  irgendeiner  Stelle  des  Bereichs  nach 
Größe  und  Vorzeichen  für  beide  Kurven  einander  gleich  sein. 

Um  demnach  den  Grad  der  Übereinstimmung  unserer  ab- 
geleiteten Schmiegungsparabeln  II.)  und  III.)  mit  der  gegebenen 
Funktion  festzulegen,  bilden  wir  für  alle  drei  Funktionen  zunächst 
den  ersten  D.Q.  und  stellen  die  Abweichungen  des  Steigungs- 
maßes für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  fest. 

24 
Für  die  gegebene  Funktion  y  =  f  (x)  = ist : 

dy  ,  24        ^ 


dx       •'  x'' 

also  ergibt  sich  der  Wert  des  Steigungsmaßes  : 

Für  Xi  =  2  zu  y/  =  -6 

Q 

,    —  4.  ^  /  — 'i_ 1  e 

i>     -^s  —  *»Js  —         2    —         '" 

2 
3 

3 

8 

Für  die  zweite  Schmiegungsparabel  (Abb.  228) 


X4  =  6    ,    y/  = 


X5-8   ,  y5 


/_ 


01  o 

y  =  cp(x)  =  21  -  -^  X  +  -g-  x^  ist: 

«Jy  /  21     ,     3 

-ä7-=/  =  -^-+-4-x  =  tg«; 
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also  folgt   das  Steigungsmaß  dieser  Scfamiegungsparabel  für  die 
betreffenden  gemeinschaftlichen  Punkte: 

Für  Xj  =.2  zu  y/  =  —  3  —  ^gegen  —  6) 


X   —  4 


y./  =  -24-(   «    -4) 


ß  .        .    3      /  3 

x-  =  8 


ys'  -  +  4     (    »  8  ) 


Für  die  dritte  Schmiegungsparabel  (Abb.  229) 

y  =  cp  (x)  =  25 —  X  4-  -j-  X*  —  -j^  X*  ist : 

dy  ,  35    ,    5  3      ,      ^ 

also  ergibt  sich  dafür  das  Steigungsmaß  in  den  betreffenden  ge- 
meinschaftlichen Punkten: 

Für  X,  =  2  zu  y/  =  —  4,5     (gegen  —  6 1 
„     X3  =  4   „   y./  =  — 1,75(       „       -l,5j 

'    "  "  y*        2   \    "      3  / 

Man  sieht  also,  daß  die  Abweichungen  im  Steignngsmafi 
bei  beiden  Schmiegungskurven  noch  sehr  heträchtlich  sind.    Dav^ 

Steigungsmaß  der  zweiten  Schmiegungskurve  hat  sogar  bei  x  =  l^ 

entgegengesetztes  Vorzeichen,  wie  dasjenige  der  Grundfunktion. 

Bei    der    dritten    Schmiegungskurve    stimmen    dagegen   die 

Vorzeichen   für  y^  alle  überein;   aber  die  Zahlen  werte  sind  noch 

^ehr  verschieden  :  auch  hat  diese  Kurve  einen  Wendepunkt,  dessen 

2  2 

Koordinaten  sich  berechnen  zu  Xw  =  +  6  -^;  y^  =  c>o  -|-  3  — 

o  o 

Jedoch  genügt  es  für  diese  Betrachtung,  die  Erkenntnis  ge- 
weckt zu  haben,  daß  wir  in  der  Lage  sind,  die  Gleichung  der 
Schmiegungsparabel  derart  zu  gestalten,   daß  ihre  Bildkurve  sieb 
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bis   zu   jedem   gewünschten   Grad   der   Genauigkeit  mit  der  ge- 
gebenen Funktionskurve  deckt. 

Aufgabe:  Man   suche  in  gleicher  Weise  Ersatzfunktionen: 


1.)  Für  y  =:f(x)  = 


24 


2.) 


3. 


y  -  f  (X)  = 


y  =  f  (X)  = 


x  +  2 
1 

18 

14-x2     '' 


im  Bereich  von  x  =  0  bis  x 


w 


X  =  —  1  bis  X  =  4 


X  =  -  2  bis  X  =  -I-  2 
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Wir  wollen  y  =  f(x)  =  sinx  durch  eine  Potenzreihe 

y~^p(x)  =  a-|-b-x  +  c-x^  +  d-x^4"---^'X*^ 
ersetzen  (Abb.  229). 

TT  TT 

Lösung:  Wir  lassen  in  y  =  sinx  den  Bogen  x  von  -^- zu  -^ 
wachsen,  dann  gehört  zu : 


X.    ^:   0 

T 

'=•-■"      <-,- 

Vi   -  0 

y.  =  0,5 

X,  =  2  • 


K 

~6 


X,  =  8 

y4  =  +i 


TZ 


X.  =4 


6" 


ys  =  0,866.. . 


y,  =  0,866  . . . 

I. )  Die  erste  Schmiegungsparabel  soll  mit  der  Sinuslinie  die 
2  Punkte  XjV^  und  x^jg  gemeinschaftlich  haben;  dann  ergeben 
sieb   die  Bedingungsgleichungen: 

1.)  yi  --  a  4-  bxj     oder      0  =  a  +  b  •   0  | 

,   1      ^  r    daraus  folgt : 
•2.)  y,  =  a  +  bx.^        „       0,5  =  a  +  b         '  ® 


(3 


a  — o 


und 


also   die  Gleichung  der  ersten  Schmiegungsparabel: 

8 


y  —  y  ( x)  =-  a  +  b  x  = 


n 


IC 


X  =r  Gerade  durch  Pol; 


für  X  =  -j-  wird  v  =  0.5  (Abb.  230). 
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II;)  Die  zweite  Schmi^pmgsparabel  soll  mit  der  Sinuslinie 
die  3  Pankte  x^yj,  x,y,  undxsy,  geiDeiDSchaftlich  haben.  — Die 
zitgeliOrigeii  Bedingangsgleichiingen  lauten  dann: 

1.)  y^  =  a  +  b    Xj  +  c  •  Xj*  oder    0   =a  +  bO  +  cO* 

a.)y.  =  .  +  b.x.  +  o.x..    .    o,5  =  .  +  b.(-|-)  +  c.(|y 

3.)  yg  =  a  +  b  •  Xj  +  c  •  Xj*  oder. 

0,866  . . .  =  a  +  b  .  (2-|-)  +  c. (2-|-y 

Aus  1.)  folgt  I  a==;0.|  «iii^^etrt  in  2.)  und  3.)  ergibt: 

|b  =  -fi. 08^1     und    I  c  =  ~  0,2444  | 

Demnach  Gleichung  der  zweiten  Schmiegungsparabel : 
y  =  y(x)  =  a  +  bx  +  cx«=:  1,088  •  x  -  0,2444  •  x^  = 
=;  Parabel  zweiten  Srads  durch  Pol  (Abb.  230); 

für  X  =  -7-  ergibt  sich  y  =  0,5     und 

»    X  =  2  —  ergibt  sich  y  =  0,866. 

III.)  Die  dritte  Schmiegungsparabel  soll  mit  der  Sinuslinie 
die  4  Punkte  x^y^,  x^y^,  Xgyg  und  x^y^  gemeinschaftlich  haben.  — 
Also  zugehörige  Bedingungsgleichungen : 

!•)  yi  =  a  +  b  •  Xj  -}-  c  •  Xi^  +  d  •  Xj  *  oder 
0  ^a  +  bO  +  cO^  +  dO» 

2.)  y2  =  a  +  b  •  Xg  +  c  •  X2^  +  d  •  Xg^  oder 

„,5=.+b.(-|-)+..(-iy+d(i)' 

3.)  Js  =  a  +  b  •  X3  +  0  •  X32  -|-  d  •  X3*  oder 

0,866...  =  a  +  b.(2-|-)  +  c.(2-|-y+d    (2-1-)^ 

-^0  74  =  a.  +  b  •  x^  +  c    x^2  _|_  d  •  x/  oder 
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-o* 


Aus  1.)  folgt  |a  =  0|  in  2.),  3.)  und  4.)  ergibt: 


b  --  1,0205 


[ 


C  =:r  -  0,0657 


d  =  — 0,1139 


Demnach  Gleichung  der  dritten  Schmiegungsparabel : 

y  =  (p(x)  =  a  +  bx  +  c  •  x^  +  d  •  x^  = 
=  1,0206  •  X  -  0,0657    x^  -  0,1139    x»  = 

—  Parabel  dritten  Grades  durch  Pol  (Abb.  230). 


Darstellunjr  tler  Funktion  y  =  sin  x  mit  3  zugehörigen  Schraiegungsparabeln  I,  II,  III 

vom  1.,  2.  und  3.  Grade. 


TZ 


Für  X  =     ~^      ergibt  sich  y  =  0,5 


TT 


X  =  2     - 


„     y  =  0,866  . . . 

„    y  =  1- 


IV.)  Die  vierte  Schmiegungsparabel  soll  mit  der  Sinuslinie 
die  5  Punkte  x^y^,  Xgyg,  Xgy,,  x^y^  und  x^y^  gemeinschaftlich 
haben.  —  Demnach  Bedingungsgleichungen: 
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1.)  y,  =  a  +  b  ■  Xj  -f  c  ■  Xi*  +  d  •  Xj^  -f-  e  •  x/  oder 

0  =  aJ-bO  +  cO*4-dO''  -feO*...|a=o| 
-■)  Jj  =  a  +  b  ■  Sj  +  c  ■  x^*  -)"  •!    ^»^  +  ß    ^ä*  o^^'f 

0.=.+.  (^)+e.(^y+a.(i)%e  (^y 

3.)  y^  =^  a  +  b  ■  Xg  -}-  c  ■  x^*  -\-  d  ■  x.,'-'  +  e  ■  ^.i'  oder 

«,366  =  .  +  b.(-2-L)  +  e.(2-'-)'+a.(2;;)'+e.(2|y 

■*■)  y«  =  a  +  b  •  x^  4-  c  ■  X,*  +  d    X4*  +  e    X, '  oder 

1  =  .+  b.(3i)  +  c.(3iy  +  .(3iy  +  e.(si)' 
5.)  jj  =  a  +  b  ■  x,  +  c  ■  Xj^  +  d  ■  Xj'  -|-  e    x^,*  oder 

0,866  =  .  +  b.(4|-)  +  c.(4.^y+d.(4|-y^e.(4;)' 

Hui  versuche,  auch  hierfür  die  Gleichung  der  Schmiegungii- 
puabel  anfzuBtellen  unter  Benützung  der  Werte: 

.     -|-  =  0,5236;  (-|  V  =  0,27.(2;  l—Y  =  0,1 436; 

(■|-)*  =  0,0752 ;  (~\ "  =  0,03937 ; 

es  ei^bt  sich  eine  Parabel  4.  Orades  durch  Pol. 

In  Abb.  230  ist  die  Sinuslinie  mit  den  drei  ersten  SchmieguDgs- 
Man  bestimme  das  Steigungsmaß  der  Sinus- 
en  Punkten  x,y,  bis  x^y^  und  fergleicbe 
laß  der  Schmieguugsparabeln  in  den  eni- 
laftlichen  Punkten. 

ähnliche   Abweichungen,    wie   beim  ersten 
ipiel. 
;e  suche   man  Schmiegungsparabeln  für  die 

;h  von  X  =  —  3  ■  -TT  bis  X  =  4  -^  ■  -.-  ■  " 

D  "> 

Tangenslinie  von  x  =   -  1  bis  x  :=  -  1  und 
von  X  —  0,5  bis  x  =^  2,5  usw. 
spielen  wird  man  finden,  daß  zur  Erreichung 
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einer  einigermaßen  guten  Übereinstimmung  eine  recht  erhebliche 
Rechenarbeit  nötig  ist.  Trotzdem  treten  bei  genauerer  Unter- 
suchung mittels  des  1.  D.Q.  noch  recht  erhebliche  Abweichungen 
im  Steigungsmaß  zwischen  der  Schmiegungskurve  und  der  Grund- 
kurve auf. 

Deshalb  soll  jetzt  eine  andere  Methode  Erwähnung  finden, 
mit  deren  Hilfe  man  in  einfachster  Weise  eine  Ersatzfunktion 
aufstellen  kann,  deren  Bildkurve  an  einer  beliebig  gewünschten 
Steile  nicht  nur  mit  der  Grundkurve  zusammenföllt,  sondern  für 
welche  an  der  gewollten  Stelle  auch  noch  der  er^te,  zweite,  dritte . . . 
n.  D.Q.  genau  mit  dem  entsprechenden  D.Q.  der  vorgelegten 
Grundfunktion  nach  Größe  und  Vorzeichen  übereinstimmt. 

§  116.   Der  Taylorsche  Satz. 

Formeln : 

I.)  Mac  Laurinsche  Reihe: 

y:=f(x)  =  f{0)  +  -^-xi+--^.x^H ^•x3  +  ...+R 

(n  +  1) ! 
II.)  Taylorsche  Reihe: 

y  =  f(x)=  f.(x,)  +  -^  •  (X  -  X,V  +  i^  •  (X  -  X,)»  + 

+  .^^^  •  (X  -  Xj.«  +  .  .  .  +  R 

III.)  Taylorsche  Reihe: 

y  =  f(x.  +  h)=f(x,)  +  -^h+i^h^  + 

^  £^  .  h3  +  .  .  .  -^  R 

(n  +  1)!  •  i  <.".<.  i- i- 
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So,  wie  wir  bisher  mit  Hilfe  der  Newtonschen  Methode  die 
Ersatzfunktion  j  =  f{x)  gezwungen  haben,  durch  eine  beliebige 
Anzahl  Punkte  der  Grundfunktion  y  =  f  (x)  hindurchzugehen  (wo- 
bei sich  aber  innerhalb  des  betrachteten  Bereichs  im  Sieigungs- 
maß  beider  Kurven  noch  bemerkenswerte  unterschiede  ergeben 
mußten),  so  verzichten  wir  jetzt  in  erster  Linie  auf  eine  größere 
Anzahl  gemeinschaftlicher  Punkte;  dagegen  legen  wir  iden  größten 
Wert  darauf,  daß  die  Ersatzfunktion  ^(x)  an  einer  beliebigen, 
aber  durch  Angabe  der  Abszisse  genaa  YOrgeschriebenen  Stelle 
nicht  nur  die  gleiche  Ordinate  hat  wie  f(x),  sondern  daß  dort 
auch  noch  die  n  ersten  Differentialquotienten  von  7  (x)  genau 
nach  Gröfie  und  Torzeiclien  mit  den  n  ersten  DifTerential- 
qnotienten  von  f  (x)  ttbereinstimmen. 

Diese  genau  vorgeschriebene  Stelle  könnte  z.  B.  bei  x  =  -f  3, 
oder  bei  x  =  -j-  6,  oder  bei  x  =  —  5,  oder  am  einfachsten  bei 
x  =  0  sein. 

Fassen  wir  also  zunächst  die  zuletzt  gekennzeichnete  Stelle 
bei  X  =  0  für  unsere  weiteren  Betrachtungen  ins  Auge,  so  soll 
dortselbst  sein: 

1.)  '^(x)  =  f(x)  also  für  X  =  0  .  . .  y(0)  =  f(0), 

d.  h.  die  Ordinaten  beider  Kurven  sollen  bei  x  =  0  genau  den 
gleichen  Wert  haben;  ferner: 

2.)  f(x)  ^  f^(x),  also  für  X  =  0  ...  9^(0)  =  f^O), 

d.  h.  die  beiden  Kurven  sollen  bei  x  =  0  i^uch  genan  das  gleiche 
Steigungsmaß  haben,  also  eine  gemelnschaftlielie  Tangente. 

3.)  f^ix)  =  f^(x),  also  für  X  =  0  . . .  f^{0)  =  F(0), 

d.  h.  für  beide  Kurven  soll  auch  der  zweite  D.Q.  bei  x  =  0  den 
gleichen  Wert  haben,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Änderung 
des  Steigungsmaßes  soll  für  beide  Kurven  bei  x  =  0  genau  über- 
einstimmen. 

In  gleicher  Weise  können  wir  weiter  fordern: 

(pW(0)  =  F/(0);  ^w/(0)  =  fW/(0);  .  .  .  (p(«)(0)  =  ft-)(0). 

Jedenfalls  läßt  sich  vermuten:  Wenn  diese  Forderungen  alle 
oder  teilweise   erfüllt  sind,   so  wird  die  Ersatzfunktion  nicht  nur 
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an  der  Yorgeschriebenen  Stelle  genau  den  gleichen  Terlauf 

haben  wie  die  Grundfuuktion,  sondern  sie  wird  auch  noch  in  einer 
größeren  oder  kleineren  Umgebung  der  gewünschten  Stelle  genau 
den  gleichen  oder  wenigstens  mit  großer  Annäherung  den  gleichen 
Verlauf  haben  wie  die  Grundfunktion. 

Dieser  Bereich  muß  allerdings  in  den  einzelnen  Fällen  fest- 
gelegt werden. 

Für  das  Verständnis  ist  immer  die  graphische  Darstellung 
am  empfehlenswertesten. 

§  117.   Beispiele  zur  Erläuterung  der  Methode. 

I.)  Es  soll  die  Grundfunktion: 

y  =  f(x)  =  60  -  16x  -  9x2  -f  x^ 

durch  eine  andere  Funktion  y(x)  ersetzt  werden,  welche  derart 
beschaffen  ist,  daß  sie  nicht  nur  bei  x  =  0  genau  die  gleiche 
Ordinate  hat  wie  f  (x),  sondern  es  sollen  auch  dort  noch  die  drei 
ersten  D.Q.  beider  Funktionen  nach  Größe  und  Vorzeichen  tiber- 
einstimmen. 

Die  Ersatzfunktion  f  (x)  läßt  sich  bekanntlich  in  Form  einer 
Potenzreihe  anschreiben : 

^(x)  =  a  -f  bx  -j-  cx^  +  d  •  x^  +  •  •  •  l^  •  x". 

Nun  sollen  folgende  Bedingungen  erfüllt  sein : 

tp(0)  =  f  (0);  (p^(0)  =  f  (0);  f^(0)  =  f^^(O)  und  ^^^'(O)  =  f^^^(O). 

Man  kann  aber  von  f  (x),  da  es  ja  in  jedem  Falle  bekannt 
ist,  leicht  die  Ordinate  für  x  =  0  und  die  n  ersten  D.Q.  für  die 
Stelle  bei  x  =  0  angeben.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  stets 
erst  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  f^(x);  f^(x);  f^^^(x)  usw.; 
das  gibt  bekanntlich  im  allgemeinen  wieder  Ausdrücke,  deren 
Werte  sich  mit  x  ändern,  also  Funktionen  von  x.  Diejenigen 
Werte,  welche  sich  nun  aus  diesen  Funktionen  ergeben,  wenn 
wir  x=  0  setzen,  suchen  wir. 

Entsprechend  gehen  wir  bei  der  Ersatzfunktion  9(x)  vor. 

Für  unser  besonderes  Beispiel,  durch  welches  die  Methode 
sofort  klargestellt  sein  wird,  ist: 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Aufl.  36 
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f  (x)  ^~  (30    -  16x  -  9x^  +  x^  also  für  x  =  0  .  .  .    f(0)  -    +60 

f/(x)  =       16       18  X  +  3x^  also  für  x  =-  0 P(0)  =  -  16 

P(x)  -    "  18  +  Gx,  also  für  X  =  0 P^(0)  =18 

tw(x)  =  +  6  =  konsfc.,  also  auch  für  x  =  0 f^^(O)  =  +  6 

In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich,  da 
9  (x)       a  +  b  X 1  +  c  •  X  * -f  d  •  X  ^  +  . . .  k  •  x*»  f ür  X -- 0  . . . 'f  (0)  =  a 
'f'(x)  =  l-b-f-2cx  +  3dx*  ...nk-  x""-^  für 

x  =  0...  y^(0)     -Ib 

'f  ^''(x)       1    2    c  +  2    8    d    X  +  .  .  .  n    (n  -  1)    k  •  x"*  -  ^  für 

X       0...  f'(0)==lit 

.fW(x)   -  1  .  2  .  3  .  d  +  .  .  .  n  •  (n    -  1)  •  (n    -  2)    k  •  x»-»  für 
x  =  0  .  .  .  (p^^^(0)       1    2  ad 

Setzen  wir  nun  die  betrefifenden  Werte  einander  gleich,  so 
folgt: 

f(0)  =  60  =  y(0)  ---  a,  woraus  sofort  .  .  .  a  =  f(0)  =  60; 
i/(0)  ^r  -  16  -    7^(0)    =  1 .  b,  woraus  .  .  .  b  --  -L(?L  =16: 

f^(0)        ^  18       ?^^^(0)       1  •  2    c,       ,      .  .  .  C  -     \  ^^/    -         9; 

l^^^O)      +6      f^^m      1    2   3   d,    „     ...d=|-^      +    1. 

W^oUten  wir  noch  weitere  Koeffizienten  bestimmen,  so  er- 
gäbe sich  für  alle  der  Wert  0,  weil  z.  B.  P^^  (0)  -  0;  ebenso 
f/ff//  ^Q)  _  Q  yg^  Folgerung  hieraus  für  die  Gliederzahl  der  Er- 
satzfunktion V 

Setzen  wir  die  Werte  für  a,  b,  c  und  d  in  die  Ersatzfunktion 
''f(x)  ein,  so  ergibt  sich: 

'f  (x)  -    ji  -f  b  X  +  c  X  -  +  d  •  x^    - 
_t(U)  h      j        x+     j    2      X    +    j   2^     X    ^ 

=  «0       1«   X  -  9   x^  +  x3. 

Vergleichen  wir  das  Ergebnis  mit  der  Qrundfunktiou,  so 
finden  wir,  daß  in  unserem  besonderen  Fall  die  Ersatzfunktion 
Tollkommen  identisch  ist  mit  der  Ornndfanktion.  Eine  der- 
artig  vollkommene  Übereinstimmung  ergibt  sich  stets  und  nur, 
wenn  die  Qrundfunktion  schon  von  vornherein  eine  ganze  ratio- 
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nale  Funktion  von  x  ist,  d.  h.  wenn  x  nur  im  Zähler  als  Basis 
von  Potenzen  mit  ganzzahligen  Exponenten  vorkommt  und  virenn 
man  für  die  Ersatzfunktion  die  entsprechende  Gliederzahl  ausrechnet. 
IL)  Dazu  ein  zweites  Beispiel,  bei  welchem  einige  Potenzen 
von  X  fehlen. 

Sei  y  =  f(x)  =  3x   -  8  x^  -J-  5x^  zu  ersetzen  durch 

y  =  (p(x)  =  a  +  b-x  +  c-x^H-d  •x^-fe-x'*  +  g-x''-{-k-x^ 

so  daß  für  die  Stelle  x  =  0  wieder  wird : 

y(0)  =  f(0);  f(0)=zi^(0);  ?^^(0)  =  f^^(0)  usw.  bis  y^«>(0) -=:  1(«)(0). 
Wir  stellen  uns  wieder  zuerst  die  allgemeinen  Ausdrücke  für 
die    verlangten   Diflferentialquotienten   her    und   setzen    dann   erst 
für  X  den  bestimmt  vorgeschriebenen  Wert  0  ein. 

Es  ist      f(x)  =  3x    -8x^  +  5  x^  also  für  x  =  0.  .  .    f(0)=0 

,  „  f^(x)  =  3^-24x2  +  30x-'  ,      „    x  =  0..  .  f'(0)  =  +  3  , 

,  „  f'^(x)=--48x  +  150x^     „      ,   x  =  0.  .  .f//(0)  =  0 

,  ,  fW(x)  =  -48  +  600x-^          „      .    x  =  0...F/^(0)=:-48 

,  ^  f/w(x)  =  1800x2,                    „      ,    x  =  O...f^^^(0)  =  0 

,  ,  f<5)(x)  =  360Ux                       „      ,    x      O...l^^>(0)  =  0 

,  „  f<ß)  (x)  =  3600  ^-  konst.  also  auch  für  x  r^  0 . . .  F«)  (0)  ^    3600. 

Ferner  ist: 
f(x)  ==  a-(-  b  •  X  t"  c  •  x'^  r  d  •  X"   t-  e    x^  +  g  •  x''  -j-  k    x^ 

also  für  X  =  0  .  .  .  <p(0)  —  a 
9^(x)  ^  1    b  +  2  •  c    X  -r  3    d    xH   -1    e    x^  +  5  g  x^  +  6  k  X •' 

also  für  x  =  0  .  .  .  9^(0)-=^!    b 

ff^^(x)^\    2  •  c  +  2  3  d  X  j   3  •  4 .  e  •  X  -^  -r-  4 . 5  g    X  '^   h  5  •  6  •  k  X  ^ 

also    für    X:^-0   .    .    .   ?)^^(0)::r    1      2      C 

7>'^^  (x)  r^  1    2  •  3    d  +  2    3   4    e   X  -h  3    4  r>  •  g  •  X  -  r  -i  5  < )  k  X  ' 

also  für  X  =  0  .  .  .  f^^(0)  =  1  •  2    3    d 
tp////(x)  :=:1234e     +2-345gxr3456kx- 

also  für  X  ==  0  .  .  .  f^^!{0)  ::=r  1  .  2    3  •  4    e 
(p(6)(x)  =:12    345g4-2-3-4o6kx 

also  für  X  =  0  .  .  .  ?(^)  (0)  ==  1    2  •  3    4    T)    g 
9<*>(x)  =12-3-45-6k:=  konst.  also  auch  für 

x  =  0  .  .  .  (p(«)(0)--l    2-3   45    6   k. 

Erfüllen  wir  nun  wieder  die  gestellten  Forderungen,  nämlich ; 
1.)      f (0)  =r  0  =  y (0)  =  a,    so    folgt    wieder   .  .  .  a  =-  f (0)   -  0 
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2.)  f'(0)  -  3  =  9'(0)  =  1  •  b,  so  folgt  wieder  . . .  b  ^  -M.  -  s 
3.)    f"(0)  =^  0  =  ^"(0)  -^  1  •  2  •  c,  80  folgt  wieder: 

^        1-2    -" 

4.)  f'''(0)  =^    -  48    :  (pW(0)  =  1  •  2  •  3  •  d,  so  folgt  wieder: 

r^(0)    _    -48 
"-  TTsTy 6~"~^ 

5.)  f/"(0)  --  0  ^  ^""(0)  --  1  •  2  •  3  •  4  •  e,  so  folgt  wieder: 

1   2-3-4  ~" 

6.)  ^«(0)  =  0    -  ^(»'(0)  -^  1 . 2  •  3  •  4  •  5  •  g,  so  folgt  wieder: 

»       12  3  4  5 

7.)  f«)  (0)  -^   3600  =  <p<«)  (0)  =  1  •  2  •  3  •  4  •  5  •  6  •  k,  so  folgt  wieder: 

.  f  «>  (0)  _  3600   _ 

1-2  3-4-6   6   ~    720    ~ 

Setzen  wir  die  Werte  der  Koeffizienten  a,  b,  c  .  .  .  in  die 
Ersatzfunktion  ^(x)  ein,  so  ergibt  sich: 

cp(x)  =  f(0)  +  —j^    X  H ^^J-    X«  -I ^-^    X»  i- 

f////(0)  tV6)(0)  ,    ,     f»)(0)  „       „  ö        »    ,    R       6 

-l i-r^x*H =V^-x*-^ -V^-x''=3-x  — 8-x»+5-x'= 

41  51  o! 

=  identisch  mit  der  Grundfunktion,  d.  h.  die  Ersatzfunktion  fällt 
in  ibrem  ganzen  Terlaaf  vollkommen  mit  der  Orundfunktion 
zusammen. 

Hätten  wir  bei  diesen  beiden  Beispielen  jedesmal  nur  ver- 
langt, daß  die  ersten  Differentialquotienten  für  x  =  0  einander 
gleich  sein  sollten,  so  hätten  wir  als  Ersatzfunktionen  erhalten: 

Im  ersten  Beispiel  ^ifx)  =  60  —  16x 
„    zweiten      „        cp(x)  =  3x. 

Diese  letzten  Ersatzfunktionen  sind  dann  streng  nur  richtig  für 
X  =-^  0 ;  es  ergeben  sich  als  Ersatzfunktionen  einfach  die  Tangenten 
an  die  Grundfunktiouen  bei  x  =  0,  und  es  ist  ohne  weiteres  klar, 
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daß  sich  unter  allen  linearen  Ersatzfunktionen  keine  bei  x  =^  0 
besser  an  die  betreffende  Grundfunktion  anschmiegt  als  die  zu- 
gehörige Tangente.  Hätten  wir  noch  die  weitere  Forderung  ge- 
stellt, daß  auch  y^^(O)  =  f^^(O)  sein  sollte,  so  hätten  wir  als  Er- 
satzfunktion erhalten: 

Im  ersten  Beispiel  y  (x)  =  60  —  16x   -  9x'^ 
„    zweiten       „       f  (x)  =  3x. 

Streng  richtig  nur  für  x  ==  0.  Es  ergibt  sich  jetzt  als  Ersatz- 
funktion für  das  erste  Beispiel  eine  Parabel  2.  Grades,  und  diese 
schmiegt  sich  unter  allen  möglichen  Parabeln  2.  Grades  bei  x  ^  0 
enger  an  die  betreffende  Grundfunktion  an,  als  irgend  eine  andere. 
Beim  zweiten  Beispiel  ergibt  sich  auch  hier  die  Tangente,  d.  h. : 
pkeine  Parabel  2.  Grades  kann  sich  bei  x  =  0  so  eng  an  die  be- 
treffende Grundfunktion  anschmiegen,  wie  diese  Tangente.  Das 
wird  begreiflich,  wenn  man  überlegt,  daß  diese  2.  Grundfunktion 
bei  X  =  0  einen  Wendepunkt  haben  muß.  Man  zeichne  die 
Grundkurven  mit  den  erwähnten  Ersatzfunktionen.  In  derselben 
Weise  kann  man  weiter  folgern  und  wird  verstehen,  daß  die 
Ersatzfunktion  sich  nicht  nur  an  der  vorgeschriebenen  Stelle  mit 
der  Grundfunktion  deckt,  sondern  daß  sie  auch  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  eine  um  so  bessere  Anschmiegung  zeigt,  je  mehr 
Forderungen  erfüllt  sind. 

Was  wir  hier  an  zwei  besonderen  Beispielen  ganzer  ratio- 
naler Funktionen  von  x  gezeigt  haben,  kann  ohne  weiteres  auch 
auf  ein  allgemeines  Beispiel  einer  ganzen  rationalen  oder  einer 
gebrochen  rationalen,  oder  einer  irrationalen  und  auch  einer 
transzendenten  Funktion  Anwendung  finden,  wie  aus  folgendem 
hervorgeht. 

III.)  Allgemeines  Beispiel  einer  ganzen  rationalen  Funktion. 
Sei  y  --  f (x)  r^    A  +  B    X  +  Cx^  +  D    x^   -  E    x^ 
zu  ersetzen  durch 

y  —  y  (x)  —  a    }-  b  •  X  ^  c    x-^  -j-  d    x*'   f-  e  •  x *, 
so  daß  für  die  Stelle  x       0  wieder  wird : 

'fW/(0)  =  fW/(0). 
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Man  wird  unschwer  mittels  derselben  Schlüsse  finden,  daB 
sich  ganz  allgemein  wieder  ergibt.: 

?(x)     f(0)-'      II    ^+  -21       x^ — 3!      ^  "^      4!       ' 
IV. )  Beispiel  für  eine  gebroehen  rationale  Funktion  sei 

y  -  f(x)      -^— ^ 
ZU  ersetzen  durch : 

y       f  (x)       a  -;-  b    X  -j   ex-»   d  •  x '*  -f  •  •  •  ^i  *  x", 

so  daß  ffir  die  Stelle  x  -  0  wieder  wird: 

yfO)-    f(0);  ?^(0)--f(0);   «^^(0)  =  f^(0);   .  .  .  y(»)(0) -- f(»>(0). 

Es  ist: 

24 
y     =f(x)     =    — _-,       al8owirdftrx=0...y,,     =f(0)     =    12 

X  -j-  fl 


24 

(x  +  2) 


y'    =f  (x)    =  -TITT-STTi    -       .     .  x=0...y/    =C(0)    =-  6 


y""=  f '"(x)  =      ;_  ,  oTr,  »       .      «  x=0 . . . y/''^=fW/(0)=+ 18 


USW. 


3,/,  =p(^,   ^.1_2^^      _       _      ^  x=o...y,/'  =P(0)  =+  6 

1-2B-24 

1  ^-a  4- 24 

(x  +  2) 

Ferner  ist: 

y  (x)  =  a  +  b  X  -f  c  •  x''  +  d  •  x»  -(-  .  .  .,  also  wird  für 
X       0  .  .  .  ip  (0)  -  a 

'f'(x)       lb  +  2cx  +  3dx='  +  ...,  also  wird  für 
X  =  0  .  .  .  9^(0)  =  1  •  b 

fix)  --■-   1  .  2  •  c  +  2  •  3  •  d  •  X  +  .  .  .,  also  wird  für. 
X  r    0  .  .  .  <p''(0)  =  1  •  2  •  c 

'f'"(x)       1    2  •  3   d  +  2  •  3  •  4   e  •  X  -i   .  .  .,  also  wird  für 
X.-    0.  .  .  (p'"(0)  =  l-2-3.d 

«'W(x)  -3  1 .  2  •  3  •  4  •  e  +  2  •  3    4  •  5  •  g   X  +  .  .  .,  also  wird  fOr 
X  =  0  .  .  .  <f""m      1  •  2  •  3  •  4  •  e  usw. 
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Setzen  wir  wieder  ^(O)  f(0):  '^(0)  =  f^(0)  usw.,  so  folgt 
auch  hier: 

usw.  bis  ins  Unendliche. 

Damit  ergibt  sich  die  gesuchte  Ersatzfunktion: 

f  (x)  -  1(0)  -r  -f^    xi  H ^    x^  H ^^    X-  + 

+  ^^^{"^    x^  |-...  =  12~6x^  +  3  x^-1,5  x«  +  0,75   x^ — h-. 

Für  diese  Ersatzfunktion  müßten  wir  eigentlich  auf  der 
rechten  Seite  unendlich  Tlele  Glieder  angeben :  aber  selbst  dann 
brauchte  sie  sich  nicht  im  ganzen  Verlaufe  mit  der  Orundfunktion 
zu  decken.  Jedenfalls  aber  ist  bei  x  =  0  die  gewünschte  Über- 
einstimmung vorhanden.     Wir  können  uns  so  ausdrücken: 

Diejenige  Potenzreihe  von  x,  welche  mit  der  gebrochen  ratio- 

24  . 

nalen  Funktion  y  = r—r-  bei  ^  =  0  einschließlich  der  4  ersten 

-^     X  ^-  2 

Differentialquotienten  übereinstimmt,  lautet: 

y(x)=12-6xi  ^  8x*-  l,5x»  +  0,75.x^  (Abb.  231). 

Da  die  Funktion  9(x)  in  ihrem  Verlaufe  —  außer  an  der 
Stelle  x  =  0  —  nur  eine  Annäherung  an  f(x)  sein  kann,  so 
können  wir  diese  noch  bestehende  Ungleichheit  wieder  durch  das 
Zeichen  oö  ausdrQiiken  und  schreiben: 

yr:=f(x)=— ^i^  = -^  12- 6x i  +  3x*     l,5x»  +  0,75x^ -  +  . . . 

X+2  y  ^      7 


Streng  richtig 
nur  für  x  =  0 


24 
Aufgabe:  Man  stelle  zunächst  die  orundfunktion  y  = 


x  +  2 

graphisch   dar:    dann    in    das    gleiche  Achsenkreuz    die  Ersatz- 
funktion auf  2  Glieder,  also  12   -  16x;  dann  auf  3  Glieder,  also 
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Abb.  281. 


12-6x  +  3x*;    dann   12   -  6x  +  3x«  —  l,5x»  usw.    und  ver- 
folge,  bis  zu  welchen   Grenzen  sich  die  einzelnen  Ersafczkaryen 

an  die  Ghnindkurve  anschmiegen.  Auf 
alle  Fälle  wird  man  einen  um  so 
weiteren  Bereich  bekommen,  je  mehr 
Glieder  die  Ersatzfunktion  hat.  Aber 
selbst  wenn  man  oo  viele  Glieder 
nehmen  würde,  kann  dieser  Bereich 
—  der  sog.  Konvergenzbereich  — 
noch  in  sehr  engen  Grenzen  liegen. 
Zeichnen    wir  z.  B.   (Abb.  231) 

zu  y  =  f  (x)  =  — T-g-  die  4gliedrige 

Ersatzfunktion 

y  =  12-6x  +  3x«-  l,5x^ 
zu  deren  Darstellung  folgende  Tabelle 
dient: 


y  =  +  97.5 


0 
r  12 


I 

+  7,5 


-2 

+  48 

2 

0 


-  1 
+  22,5 

3 
-  19,5 


in  das  gleiche  Achsenkreuz,  so  könneD 
wir  uns  überzeugen,  daß  beide  KürveD 

2 

zwischen 


X 


=  —  l    bis    X  = 


3 


fast 


24 


vollständig   zusammenfallen.     Außer- 
halb dieses  Bereiches  aber,  besonders 
nach  rechts,  gehen  die  Kurven  stark 
Darstellung  der  Funktion  y  = -^  auseinander;  sie  divergieren. 

mit  zwei  ziigehürigen  Ersatzfnnli-  -rv   •      .•         r>   •      •  i         »      i 

tionen  I.)  und  II.),  welche  bei  x  =  n  Bei  Allen  Beispielen  landen  Wir 

trenan  denselben  Yerlanf  liabeu  wie  „  .        .  ..       _     n      i.: 

die  GrnndfnnitMon.  ganz  allgeinein   füT   die  Stelle   bei 

s  :=  0  die  Ersatzfunktion  zu : 


?(x)  =  f(0)  + 


f(0) 
1! 


-h 


P(0) 
2! 


x*  + 


3! 


:l 


+ 


{""(0) 
4! 
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Da  aber  die  Qrundfunktion  f  (x)  an  dieser  Stelle  durch  ^(x) 
genau  ersetzt  wird  und  jedenfalls  in  der  nächsten  Umgebung  noch 
annähernd  gleichen  Verlauf  hat,  so  können  wir  mit  Gültigkeit 
innerhalb  des  Konvergenzbereichs  auch  schreiben: 

y  =  f(x)  =  ^  9(x), 

oder  durch  Einsetzen  des  allgemeinen  Wertes  für  'f  (x): 

y  =  f (x)  =  c^  1  (0)  i \j^   x^  ! ^   x2  4 


Streng  richtig 
nur  bei  X  =  0 


Diese  Reihe,  welche  uns  befähigt,  eine  große  Anzahl  der 
wichtigsten  Reihenentwicklungen  in  einfachster  Weise  vorzu- 
nehmen, heißt  zu  Unrecht  die  ^Mac  Lanrinsche  Keihe^;  denn 
sie  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der  Taylorschen  Reihe,  welche 
in  ihrer  allgemeinen  Form  im  nächsten  Paragraphen  folgt.  (Taylor 
1685—1731;  Mac  Laurin  1698—1746.) 

Fassen  wir  das  Ergebnis  der  Mac  Laurinschen  Reihe  in 
Worte,  so  ergibt  sich  für  die  Beziehung: 

y  =  f (x)  =  oo  f(0)    f  -^-j—  •  xi  H 2T~  ^    +  .  .  . 

folgende  Deutung: 

^Dle  Ordinate  y  der  Grundfanktion  ist  an  irgendeiner 
Stelle  mit  der  Abszisse  x  (innerhalb  des  Konvergenzbereichs) 
mit  großer  Annäherung  gleich  der  Ordinate  bei  x  =  0, 
nämlich  f(0)  plus  einer  größeren  Anzahl  von  Teilstrecken^ 
nämlich : 

welche  sich  alle  dadurch  ergeben,  dafi  man  den  1.,  3«,  3.  usw. 
Differentialqnolienten  für  die  Stelle  x  r^^  0  mnltipliziert  mit 
den  betreffenden  Potenzen  der  Abszisse  x  nnd  diyidiert  dnrch 
die  Faknltät  des  entsprechenden  Potenzexponenten.  Je  größer 
die  Zahl  der  Glieder  anf  der  rechten  Seite,  desto  besser 
stimmt  der  angenäherte  Wert  mit  dem  wirklichen  ttberein.^ 
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Sei  z.  B.  die  Ordinate  gesucht  für  die  Stelle  x  ==  a,  dann 
ist  dieselbe  genau  =  y»  =  f  (a) ,  d.  h.  man  findet  ihren  mathe- 
matisch richtigen  Wert,  indem  man  in  der  Gleichung  f&r  f  (x) 
an  Stelle  von  x  den  Wert  a  setzt.  Ihr  angenftherter  Wert  da- 
gegen ist: 


yH  =  c^f(0)  + 


f(0) 


a  + 


F(0) 


a'  + 


F^(0) 


a»  +  .  .  •. 


1!       "         2!  '        3! 

wobei  f  (0)  =  Wert  für  f(x),  wenn   x  =  0  gesetzt  wird;  f  (0)  - 

=  Wert  für  F(x),    wenn  x  =0  gesetzt   wird;  f^^(O)  =  Wert  für 

f^^(x),  wenn  x  =  0  gesetzt  wird  usw. 

Ein  besonderes  Beispiel  soll   die    Verhältnisse    noch    besser 

beleuchten.     Wir  fanden  in  unserem  4.  Beispiel   (S.  567)  zu  der 

24 
gebrochen   rationalen   Funktion  j  =  f(x)  = 

funktion : 


,«  =  „o)  +  -^.,.  +  m.,.+ 


x  +  2 
fW(0) 


als    Ersatz* 


X«  +  . .  .  - 


1!        '      ■      2!       **     '        3! 
=  12  ~  6    X  +  3x«  -  l,5x»  +  0,75x*  -  +  .  .  .  (Abb.  281), 

die  streng  richtig  nur  für  die  Stelle  bei  x  =  0  ist.  Wir  wollen 
nun  diese  Ersatzfunktion  beim  4.  Glied  abbrechen  und  unter- 
suchen, welcher  Unterschied  sich  für  einige  bestimmte  Stellen  in 
der  Nähe  von  x  —  0  zwischen  den  Ordinaten  der  Ornndfanktion 

24 

y  =  — -r-^  und  den  entsprechenden  Ordinaten  der  Ersati- 

funktion  (p(x)  ---=  12  -  (>x  +  3x«  -  l,5x»  ergibt. 


Aus  den 

Gleichungen 

folgt: 


Für  die  Grund 
funktion : 


Für  die  Ersatz- 
funktion : 


Folglich  Unter 
schied  zwischen 
beiden : 


zu  X  -  — 


1 
1^ 

2 

1 
4 
0 
1 
4 


=  +  24 

=  +  13,71428o0 

-    •  12 

=  -10,666666. 


y  =  +  22,5 
=  + 15,9375 

-r  4- 18,7109875 

=  -r  12 

=  :  10.662338 


■^  1,5 
+  0,0625 

-'-  0,(H)8847^ 
-f  0.000  . . . 
oc  4-  0.004829 
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Ans  den 

Gleichungen 

folgt: 


~t 


Für  die  Grund- 
funktion : 


Für  die  Ersatz- 
funktion: 


-L 


1 


2 

,    3 
4 

I    l 
+  2 


-  +  9.6 

^  +  8,7272  . . 


^  +  9,5625 


^  +  8,5546875 
-  +  7,5 


Folglich  Unter- 
schied zwischen 
beiden : 


0,087r. 


0,1725852 


-I  0,5 
+  6,0 


Abb.  232. 


Man  sieht,  daß  der  Unterschied  der  Ordinate  in  der  Nähe 
von  X  =  0  ziemlich  klein  ist.  Diesen  Unterschied  wollen  wir 
einfach,  ohne  auf  eine  nähere  Ableitung 
einzugehen,  als  Restglied  R  für  die  be- 
treffende Stelle  bezeichnen.  Daß  dieses 
Restglied  von  x  abhängig  ist,  folgt 
ohne  weiteres  aus  den  gefundenen 
Ergebnissen.  Außerdem  ist  es  natürlich 
auch  abhängig  von  der  Gliederzahl  der 
Ersatzfunktion  und  für  ein  und  dasselbe 
X  um  so  kleiner,  je  größer  diese  Glieder- 
zahl. Es  kann  für  die  Mac  Laurinsche 
Reihe  allgemein  gesetzt  werden: 


f  (11  +  1)  f  0  .  x^ 
^^       (n  +  1)!  ' 


i ^>X 


Ermittlung  der  beiden  ersten 

wobei  e  zwischen  0  und  +  1  genommen  ÄUlraTmsSwe'jcT. 
werden  muß. 

B.)  Sehr  anschaulich  lassen  sich  die  beiden  ersten  Glieder 
der  Mac  Laurinschen  Formel  auch  auf  graphischem  Wege  er- 
mitteln. 

Sei  z.  B.  in  Abb.  232  die  Ordinate  AB  der  Funktionskurve 
an  der  Stelle  für  x  =  a  gesucht;  also  y»  —  f(a)  =  AB. 

Die  y- Achse  schneidet  die  Fünktionskurve  y  =  f (x)  in  P. 
Wir  legen  in  P  die  Tangente  PD  an  die  f(x)- Kurve  und  ziehen 
durch  P  die  Wagrechte  PC  =  a.  Dann  setzt  sich  die  gesuchte 
Ordinate    AB    zusammen    aus    AC  +  CD  +  DB.      Es    ist    aber 
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also 


AC  =  OP  =  yo  =  f(0);    p^    =tga„  =  f'(0); 


1'  ( 0)  f  (0) 

CD  =  f'(0)  •  PC  =  f'(0)  •  a  =  -^-f^  ■  a  =  ^-^  ■  x. 


Beide  Werte  in  AB  ergibt: 
(x)  =  f(a)  =  AB  =  AC  +  CD  +  DB  =  f(0)  +  — ^    ai  +  DB^ 

•  1  ! 

=  f(0)  I    ^'^^    x  +  DB. 

DB  setzt  sich  nun  aus  all  den  noch  fehlenden  Gliedern  zu- 

..    ,.  ,            f"(0)       ,   ,    F^(0)        ,. 
sammen,   nämlich  aus  —^ —    x^  H ^l —  .  x"*  -|-  .  .  . 

£i  l  Öl 

Diese  lassen  sich  nicht  in  so  einfacher  Weise  graphisch  er- 
mitteln: aber  es  mag  genügen,  die  beiden  ersten  Glieder  mittels 
der  Zeichnung  bestimmt  zu  haben,  wodurch  sicherlich  das  Ver- 
ständnis fQr  das  Wesen  der  Mac  Laurinschen  Formel  gefördert 
sein  dürfte. 

Weitere  Anwendungen. 

5.)  Es  soll  y  =  f  (x)  =  -^1 — ; in  eine  Potenzreihe  entwickelt 

1  +  ^ 

werden . 

Lösung: 

f  (x)  =r.  — i — ,  also  für  x  =  0  .  .  .  f  (0)       =  1 

1  +  X 


(1+x) 


i/(x)  =-    ,,    ,   „,,,   .      .     x  =  0...i^(0)     ==-1 


f//(x)  =  +  -— !-^,   .      ^      x  =  O...F(0)    =1-2  =  2! 


(1  +  X) 


l///(x)  =       ,V,^   f  .  ,     ,    x  =  0.  . .  r^MO)  =-i.2-3=-h: 


(1+x) 
1-234 
(1  +  x) 


fw/  (x)  =  +    ,/       ;^,   ,      .     X  =  0  .  .  .  r^^^(O)  =  1   2  •  3  4=4! 


Also  folgt   durch  Einsetzen  dieser  Werte   in  die  Mac  Laurinsche 
Formel: 
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f(x) 


1  +x 


=   :>^    1   -  Xl  +  X^  -  X^  +  X*  -  X^  +  X«  -  + 


Streng  richtig 
nur  für  X  =  0 


Man  breche  bei  x*  ab  und  untersuche  durch  die  Zeichnung,    in- 
wieweit Übereinstimmung  mit  — — ; vorhanden  ist. 

1  +  X 

5  a.)  Setzen   wir  in   dieser  letzten  Entwicklung   statt  x  den 
Wert  „—X**,  so  folgt: 

1 


.y  =  f  (x)  = 


=  00  l  +  xl  +  x2-f-x3+X^  +  X-'^+  .  .  . 


Streng  richtig 
nur  für  X  =  0 


5b.)  Ganz  ähnlich  ergibt  sich  aus  5.),  wenn  wir  an  Stelle 
von  X  den  Wert  x^  setzen,  die  Reihe: 

V  =  T-T-^  =  c>o  1  -  x2  +  X*  -  X«  +  x»  -  xio  +  xi2  -  +   .  .  . 
1+x*  '  '  '  ' 

Solange  in  diesen  und  den  folgenden  Entwicklungen  einem 
endlichen  x  auch  ein  endliches  y  entspricht  (am  anschaulichsten 
graphisch  zu  untersuchen),  sagt  man,  die  „Reihe  konvergiert^. 
Es  ist  wichtig,  den  Bereich  festzusetzen,  innerhalb  welchem 
sich  X  verändern  darf,  damit  die  betreffende  Reihe  noch  kon- 
vergent bleibt. 

Dies  gelingt  durch  Anwendung  des  folgenden  Satzes: 

Eine  Reihe  konvergiert,  wenn  Ton  einer  bestimmten 
Stelle  ab  ohne  Bflcksicht  auf  das  Yorzeichen  der  Quotient 
aus  einem  Oliede  und  dem  ihm  vorangehenden  kleiner 
als  1  ist. 

Bezeichnen  wir  z.  B.  das  allgemeine  Glied  mit  tn  und  das 
ihm  vorangehende  mit  tn_i,  so  muß  für  Konvergenz  die  Be- 
dingung erfüllt  sein: 
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Man  stelle  mit  Hilfe  dieses  Satzes  den   Konvergenzbereich 
aller  bebandelten  Reihen  fest. 

6.)  Es  ist  y  =  f  (x)  =  e*  in  eine  Potenzreibe  zu  entwickeln. 

f  (x)    --  e'^  also  für  X  =  0  .  .  .  f  (0)     =  e<>  =  1 

f^(x)  =  e'^     ,  ,    X  =  0  .  .  .  f^(0)    -==  e«  =  1 

f^(x)  =  e^'     ,  ,    X  =  0  . .  .  r^(0)  --  1 

P^fx)   -:  e'^     ,  ,    X  =  0  .  .  .  fW(o)  =  1  usw. 

Also  durcb  Benützung  der  allgemeinen  Formel: 


f(x)  - 


,(0)  +  -^x-  +  ^x' +'"'<»' 


1! 


+ 


2! 
4! 


x-'  -f- 


3! 
X*  -|-  •  •  •  <><*®r  = 


X^        X*        X*        X"*        X* 

1  + Yj-+ gj-+ gj-  +  -jj-  +  -gj-+  .  .  .  -   Exponential- 


.,       I  Streng  ricbtig 
nar  für  x  =  0 


Entsprechend : 
(Ja.)    e--«  =  oo  1 


X- 


3 


II  ^21      31^41      5!  + 


Streng  richtig 
nur  für  X  =  0 


7.)  Ersetzt  man  in  der  Reihe  für  e'^  den  Wert  x  durch 
xlna,  so  folgt  die  Reihe  für  e*^"*;  es  ist  aber  e*^"'^  — a*: 
also  ergibt  sich: 


^x  _-  gX  .  In  a 


oo 


.    ,   (x  Ina)^   ,  (X  Ina)^   ,  (x  Ina)'  , 

*  H i"i 1 zrs 1 srs r 


1! 


31 


3! 


,  (xlna)^ 


streng  richtig 
nur  für  X  =  0 


Aufgaben:  In  eine  Reihe  zu  entwickeln:   y  =  e*  ...    Setze 
in  e^  für  x  =  2. 

y  =  e-*  (in  e"^  für  x  =  3);  y  -    e«"  lin  e^  für  x  =  -;^  |: 
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y  =  a^  (in  a"^  für  x  =  8);  y  =  r^  (in  a"^  für  x  =  —  J. 

8.)    y  =  f{x)=sinx  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln, 
f  (x)     =  sin  X       also  für  x  =  0  .  .  .  f  (0)     =  sin  0      =  0 


f^  (x)  =  cos  x 
f^^(x)  =  —  sin  X 
r''(x)  =  —  cos  X 
f(*)  (x)  =  +  sin  2 
ft  s)  (x)  =  +  cos  X 
f<«)  (x)  =  -  sin  X 
f*"(x)  =  —  cosx 


JJ 


x  =  0 
x  =  0 
x  =  0 
x  =  0 
x  =  0 
x  =  0 
x  =  0 


l'(0)    =cosO  +1 

l'/(0)  =  -m  0  0 
fW(0)  =  -'cos  0  =  - 
f*)(0)  =  sin0  =0 
f(«)  (0)  =  cos  0  =  -j 
p)  (0)  r-.  -  sin  0  =  0 
l(')(0)  =  -cosO=- 


1 


1 


1 


iJurch  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  folgt  wieder: 

F'(0) 


(x)  =  «i«£==.f(0)  +  ÄI.x-  +  -^''(0) 


1! 


2! 


x*  + 


+ 


f^^^^(O)    -, 


4! 


3! 

+  ... 


x^'4- 


CO 


1! 


31  "^51 


-^  +  -^r [-...  —  Sinusreihe. 


Mit  Hilfe  dieser  Reihe  lassen  sich  Tafeln  berechnen,  in 
uen  ein  für  allemal  die  Sinus  der  Winkel  von  Minute  zu 
inute  (oder  noch  genauer)  angegeben  sind. 

X  bedeutet  in  der  Reihe  den  Yeränderlichen  Bogen  im  Ein- 
itskreis.  Da  zu  jedem  Bogen  ein  ganz  bestimmter  Winkel 
hört,  so  können  wir  die  Reihe  auch  unter  Benützung  des 
inkels  anschreiben.    Die  Reihe  gilt  für  jeden  Wert  von  x  und 

n vergiert  sehr  rasch,  wenn  x  zwischen  0  und    j-  liegt;    ändern 

r  aber  x  innerhalb  dieser  Qrenzen,  so  können   die    Sinus   aller 
inkel  berechnet  werden. 
Einem  Winkel  von  P  entspricht  ein  Bogen  von: 

-21:  Kl 


=  0,0174533. 


360        2     90 
Einem  Winkel  von  a^  entspricht  demnach  ein  Bogen  von 


X  = 


2     90 
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Durch    Einsetzen    in    die    Sinusreihe    ergibt    sich    also  all- 
gemein : 

Y  TT  Y 

sin  a  =  X  -    -  -  +  -^-^^+  .  .  .  = 

~"  2    \90/       3!     \2)     \90;   ^  5!      \2)     \90)         ^"' 
Beispiel:  Es  soll  sin  a  =  sin  27^  berechnet  werden. 

Hierfür    wird     der    Bogen    x   —  ~ö"  ^in  '^~ö~'  TTT'^   einge- 
setzt,  gibt: 

■'— l(-,v)^-ir(|)'(iy+ 

"^  5!  ■  vY;  Vlü  /  ~  TT  AT;  \lö"j  "•"" 

Mit  7c  =  3,1415926  wird  -|^  =  1,5707963; 

^ .  (1^: .  0,645964 1  ; -1-.  (^) '  ^  0,0796926 ; 

^•(^)'.-.  0,0046818; -l-(-|-y=0,0001604 
und  unter  Benützung  dieser  Werte: 

Sin  27  ^  =  1,5707963    -^-0,6459641  •  (-y-)'  + 

+  0,0796926  .  (-^y  -  0,00468 18  .  (^A.y  + 

+  0,0001604 .  (-^y  -+...=  0,45399046. 

Man  berechne  coslO«;  20^  30^;  40^•  45^  ferner  cos  10«  10^ 
10^20^;   10030^  usw. 

In  ganz  gleicher  Weise,  wie  bei  sin  x,  findet  man : 


usw. 


X^     .X*         x^     .     x^ 


9.)y  =  f(x)  =  cosx-..l-^  +  ^-^  +  — ^ 


Xio 


—  fTTj"  H •  .  •  =  Cosinusreihe. 
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Diese  Reihe  läßt  sich  auch  sehr  einfach  aus  der  Sinusreihe  durch 

.  dy 

Bildung  des  ersten D.Q.  ableiten;  denn  für  y  =  sin  x  ist  -j^—  =  cos  x. 

Man  berechne  sinl^;  sin  2^;  sin  3®  .  .  .  bis  sin  10^  .Man 
zeige,  daß  für  sehr  kleine  Winkel  der  Sinus  des  Winkels  mit 
dem  zugehörigen  Bogen  x  vertauscht  werden  darf. 

10.)  y  =  f  (x)  =  (1  -f  x)^  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln, 
wo  n  eine  ganz  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder 
gebrochene  Zahl  sein  kann. 

f  (x)  =  (1  +  x)^^ also  für  x  =  0  .  .  .  f  (0)  =  1 

r(x)  =  n.(l+x)>^"^    .  .  .     ,      ,    x  =  0.  .  .F(0)  =  n 
f'(x)=n.(n-l).(l  +  x)^-2  ^       ^    x  =  0...f^(0)=n.(n-l)' 
f  v(x)  =  n  •  (n  —  1)  .  (n  --  2)  •  (1  +  x)'^-^  ^Iso  für  x  =  0  .  .  . 

f^^(O)  =  n  •  (n  -  1)  •  (n  -  2)  usw. 
Durch  Anwendung  der  allgemeinen  Formel: 

^^i-LJL.^.+jMEz:i).x.+  -(— iH"-3)  .^.^ 

=  Newtonsche  Binomialformel. 

11.)  y  =  f(x)  =ln(l  -f  x)  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln. 
f(x)  =  ln(l  +  x)       also  für  X  =  0  ...  f(0)     =  In  1  =  0 

{//(x)=-  ,,   ]    ■■      .       ,    x  =  0...r(0)  =  -l 


(1  +  x)« 

^'"«=(iqi|)T         "       "    x  =  0...P'(0)  =  +1.2 
f''''(x)  =  -^^^^       ,       ,    x-0...f'"'(0)--=-1.2.3 


.  I 


f^'Mx)  = -TT^f^        .       ,    x  =  0...  P>(0)  =  +l-2-3-4 


1-2-3-4 

(1  +  x) 

Also  durch  Anwendung  der  allgemeinen  Formel: 
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X» 

X*            X» 

2    +    3 

X*            X» 

4    ■•"    5 

X« 

1 

6 

«  »  (J  o 

=  logarithmische  Reihe. 

Ebenso  einfach  ergibt  sich  diese  Reihe  auf  folgendem  Wege. 
Man  erhält  durch  einfache  Division : 

-:; — j =  c^   1  —  X  +  X^  —  X*  +  X"*  —  X^  -j ... 

1  +  X 

Beiderseits  integriert,  folgt: 
/(.]      \dTi=^    Al-x  +  x^-x^  +  x^-x^H ...)dx 

oder  durch  Auswerten  der  Integrale: 

1     /t    I       ^  X  X*      ,      X*  X*     ,     x^  x*^      , 

in{i+x)=^  1  -  T  +  ^--r+^— 6-+- 

wie  zuerst! 

Bemerkung:  Wir  gingen  bei  dieser  Entwicklung  von  In  (1+x) 
und  nicht  von  In  (x)  aus,  weil  letztere  Funktion  für  x  =  0  den 
Wert  -  oo  annimmt. 

Aufgabe:  Man  stelle  y  =  ln(l+x)  graphisch  dar;  dann  im 
gleichen  Achsenkreuz  die  Ersatzfunktionen: 


X» 

1 

X»            X* 

'     1           2 

X^         x^     ,     x^ 
'     1           2     '      3 

xi         X-    , 

—1 

x^         x^ 

1  2     '      3  4 

Man  wird  finden,  daß  nur  im  Bereich  von  x  =  —  1  bis 
x  =  -p  1  ein  Anschmiegen  der  Ersatzfunktion  an  die  Grund- 
funktion erfolgt,  so  groß  man  auch  die  Gliederzahl  der  Ersatz- 
funktion wählt.  Für  Konvergenz  darf  x  also  nur  zwischen  + 1 
und  —  1   liegen:  -\-  1  eingeschlossen,  —  1  ausgeschlossen. 

11  a.)   Setzen  wir  in  11.)  statt  x  den  Wert  ( — x),   so  folgt: 


4  5 

x^         X-         X'         X* 


1  2  3  4  5  H 
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Mit  Hilfe  der  logarithmischen  Reihe  lassen  sich  die  natür- 
lichen Logarithmen  der  Zahlen  berechnen  und  damit  eine  Loga- 
rithmentafel anlegen. 

Doch  ist  es  nötig,  erst  einige  Umformungen  vorzunehmen, 
um  den  Zahlenbereich  zu  vergrößern.     Es  ist  z.  B. : 

11  b.)  In  (yxy)  =  In  1  -  In  (1+  x)  =  0  ^  In  (1  +  x); 

also  folgt  mit  Hilfe  der  Reihe  für  In  (1  -f  ^)  cli^  Beziehung: 

[X^         X^     ,    X*         X*     ,     x^  "I 

—-- 2-+-3 — r+^  -  +    J- 

Für    X  =  1    ergibt   sich    daraus  In  — ,  für  x  =  —  1  ergibt  sich 

daraus  In  ^  =  In  cx>,  also  kann  man  mit  dieser  Reihe  die  natür- 

1      : 
liehen  Logarithmen  aller  Zahlen  von  -f-  —  bis  +  oo  finden. 

Sei   z.   B.   In  11   gesucht;    dann    setzen    wir-; — -. —  =^11; 

1  4-  X 

daraus  1  =  11 -f  11 X     oder    llx=— 10,     d.  h.  x  =  — — ry- ;  in 
die  Reihe  eingesetzt,  ergibt: 

__r 10 i_  / 10 y i_   / 10 y       i  _ 

"     L     11      2    vii  /       8  ■  Vii ;     •••]  - 

11  ^2     Vu;    ^3     Vll/^4      VU/^" 

Um  eine  große  Genauigkeit  zu  erhalten,  braucht  man  noch 
eine  große  Anzahl  von  Gliedern;  deshalb  sollen  noch  einige  be- 
quemere Formeln  Erwähnung  finden.     Wir  bilden: 

11  c.)  ln(  jj^M  =  In  (1  +  x)  -  In  (1  -  x)  = 
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""T         2^3         4+5         6  +      ••  J  + 

[x«         X^         X*         X*         x^  1 

—  X ^  — j . . .  j  =  (durch  Addition) 

y  3  -0-5  Y  "^ 

=  3    [x+^  +  ^  +  ^  +  +  ...]. 

Für  X  =  +  1  erhält  man  In  oo,  f ür  x  =  —  1  erhält  man  In  0, 
folglich  können  mit  dieser  Reihe  die  Logarithmen  aller  Zahlen 
von  0  bis  oo  berechnet  werden. 

1  +  X 
Sei    wieder   In  11    gesucht;    wir    setzen -j =  11,   also: 

5         . 
l  +  x=ll--llx,  woraus  x  =  -j — — ;   eingesetzt    in    die    Reihe  : 

11  d.)   Eine  weitere   Vereinfachung  ergibt  sich  mittels    fol- 
gender Ableitung: 

Es  sei  In  (a  -f-  b)  gesucht ;  wir  setzen : 

2.(a  +  b)  2a  +  b  +  b 

a4-b  =  a* jr =^'-ii — TT ü" — 

2a  2a4-  b  —  b 

(2a-f-b)  +  b  ^  2a  +  b      , 

=  a  •  TTT —         '  —  —  a r ,  also: 

(2  a  +  b)  —  b  b 

2a4-b 

1    /     ,  K»      II       ^"^   2a+b    I       ,         ,,     ^■^2a+b 
ln(a  +  b)  =  lDl  a r^ 1=  Ina  +  In ^ 


1  — - 


2a+b    I  2a+b 


=  lna+ln(-J-±^),  wox  =  (^^). 
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Daraus  folgt: 

"•"Tiäa  +  bj  +      J- 

Hiernach  ist: 
In  11  =  In  (10  +  1),    wo   10  =  a,   1  =  b;    also   (2  a  +  b)  =  21 ; 
folglich : 

In  11  =  In  (10  +  1)  =  In  10  +  2  •  [(-i-^  +  l  •  (-^)"+ 

Die  3  ersten   Glieder   ergeben    schon   6   Stellen   genau. 

Entsprechend  wird  In  12  =:ln  (11  +  1);  a=ll;  b  =  l;  x  =  -^r^; 
also : 

In  12  =  ln  (11+  l)  =  ln  11+2-  [{-^f +  ^  •  (^)  + 

^y  v'23')  +y  ("23")  + -J- 

Man  sieht:  diese  Formel  ist  besonders  angenehm,  weil  man 
aus  dem  Logarithmus  einer  Zahl  leicht  denjenigen  der  nächst 
höheren  finden  kann. 

Die  Ableitungen  gelten  alle  nur  für  die  Basis  y^&^y  wie  ja 
die  früher  vereinbarte  Schreibweise  In  schon  andeutet.  Will  man 
die  natürlichen  Logarithmen  in  dekadische  (Briggsche)  umwandeln, 
so  bedient  man  sich  der  früher  (S.  125)  abgeleiteten  Beziehung: 

In  a  =  2,3026  •  log  a, 

woraus : 

log  a  =  ^gQ^g   •  In  a  =  0,4343   In  a. 

Beispiel:  Es  soll  log 35  berechnet  werden,  also  nach  der 
Basis  10. 

Wir  suchen  erst  In 25,  also  nach  der  Basis  e.     Es  ist: 

In  25  =  In  (10  +  15),  oder  auch  =  In  (24  +  1)  usw. 
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Mit  a  =  10   und  b  =  15,   also  x  =  -: — — —  =  -7—-  =^ 

Ja  -}-  b  ob         i 

folgt: 

+  y^  •  ("1-)%    ■  •  1  =  2,3026  +  2  •  r  0,428571  -f  0,026239  - 

+  0,002892  r  0,000379  +  . .  .1  =2,3026  +  2  •  [0,4581]  =3,3188: 

also  * 

log  25  =  0,4343  •  3,2188  ==  1,3979  . . . 

Sieht  man  in  der  Logarithmentafel  nach,  so  stimmt  der  Wert 
auf  4  Stellen ;  die  letzte  Stelle  könnte  unsicher  sein,  weil  auch 
bei  2,3026   die  6  ungenau  ist.     Eine  viel  raschere   Konvergenz 

hätten  wir  mit  a  =  24  und  b  =  1,  also  x  —  -77:-  erhalten.   (Aus- 

führen !) 

Zusatz:  Kennt  man  ln(a-f  1)  und  In  (a  —  1),  so  ist  die 
Frage,  wie  man  In  a  findet? 

Wir  gehen  aus  von  der  Formel: 

a^- l=(a+l)(a-l). 

oder  durch  Umformen: 

a2.(l--^)  =  (a+l).(a    -1), 
woraus  folgt: 

21na  +  ln  (l  - -^)  =  In  (a+ 1)+ ]n(a  -  1), 


oder: 


lna  =  ^.[ln(a  f  1) -f- In  (a  -  1)] ----i- In  (l  -  ^). 

Setzt  man  im  letzten  Ausdruck  —7-  =  x,  so  ergibt  sich  dafür: 

a- 
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2    ■  L      a^        2    ■  V  a«  / 

2      Va*  ;^  4      \a«  /    '    Ü       a«'   ^  8 


8      a 


1        L  + 

10    I    •  •  • 


'     10     a 
Im  ganzen  folgt  also: 

In  a  =  -|^   [ln(a  ^  1)  ^  In  (a  -  1)]  +^^ 


fl 


4  a 


+  -7r 


6   a«        8   a« 
Zum  Beispiel: 

Inll^i-[lnl2  +  lnl0]-r-^ 


4    11*     '     6    11« 


r  + 


+     g.  118     +••• 


12.)  y=e^-^  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln;   hierbei  ist 

i=  l/^—  1  =  imaginäre  Einheit; 

i^  =  — 1;  i3  =  —  i;  i*  =  -j-l;  i^  =  i;  i«  =  —  1  usw. 

Wir  setzen  in  der  Entwicklung  für  e'^  an  Stelle  von  x  den 
Wert  X  •  i  und  erhalten : 

^      1!  2!      ^      3!       '       4!        ^ 


5!       '  1!         2!  3!  4! 

+ 


x^ • i        X«         ,     , 


5!         6! 

Wir  fassen   nun   die  reellen   und  imaginären  Teile  für  sich 
zusammen  und  erhalten : 

-.X  i  /i        x2        x^        X«    ,    x*^  \    , 

,    .     /x^       x^    ,    x^       x"    ,  \  ,   •      . 

+  1  •  Vir^  37  "T^   - yr  -:--...)  =  cos x  -f  i  sin  x 

(gefunden  von  Euler  1748). 
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Ist  hierin  x  =  1 ,  d.  h.  =  der  Bogeneinheit  (entsprechend 
c^  57,925«),  so  wird: 

gl .  i  __  ^1  -—  ^jQg  1  -j-  i .  sin  1  = 

^1  .  J 1 L  .  J_  .  J 

"     "^  1!         2!         3!  "^    4!  "^   5!  ' 

Man  konstruiere  den  Ausdruck  rechts  möglichst  genau  gra- 
phisch bei  Verwendung  der  8  ersten  Glieder.  Verbindet  man 
den  Endpunkt  des  entstehenden  Linienzuges  mit  dem  Ausgangs- 
punkt Yon  1,  so  erhält  man  den  zur  Bogeneinheit  gehörigen  <^ 
(57,9250). 

Für  X  =  7c   wird  .  .  .  e^  '  =  cos  tc  -|-  i  •  sin  ä  =  —  1  (also  reell !) 

„     x  =  27c     ^    ..  .e*''*  =  cos(27c)  +  i-sin(27r)  =  +  l  (alsoreell!) 

Ähnlich  e  *      =  +  i  und  e  *    =  —  i. 
12a.)    (e^i)«^  =  e^>»x).i  =  ? 

Wir  setzen  in  der  Entwicklung,  welche  sich  für  e^-^  ergab, 
an  Stelle  von  x  den  Wert  (n-x);  dann  folgt: 

(e^  i)n  -_  (jQg  (n  .  x)  +  i  *  sin  (n  •  x). 
Da  aber  der  Elammerausdruck  links,  nämlich: 

(e^  •  \)  =  cos  X  -j-  i  •  sin  X 
iöt,  so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  dieses  Wertes  die  Beziehung. 

^^x  ijn-,  (cosx  +  i  •sinx)"=  cos(n-  x)  +  i- siii(nx)  = 
=  Moivrescher  Lehrsatz. 
Entsprechend : 

e~ ^  •  *  =  cos (-    x)  +  i  •  sin  (—  x)  =  COS X  —  i  •  sin x. 
Also: 


c 

T 

-   C 

—  ^ ' 

uuö  A,    wuiauö    uwo 

jk  —  - 

2 

^x. 

i 

e-  X  .  i 

-2i- 

sinx,  woraus  sinx  =  - 

e^ 

.  i 

—  C" 

2i 

x.i 

12 

b.) 

ex.i 

-e« 

*   *,   aber  auch 
1  +  i   tgx 

cosx 
cosx 

1 

1 

i  • 
i 

sinx 
•  sinx 

•  = 

1  —  i   tgx  ' 
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Durch  beiderseitiges  Logarithmieren  folgt: 

9^    :-i^    1  +itgx 

J  X  •  i  =  In  — : — : . 

I  —  1  •  tg  X 

Benutzt   man   nun   zur   Entwicklung   der    rechten   Seite   die 

1  +  X 
Formel  für  In  -j ,  wobei  man  (i-tgx)  statt  x  zu  setzen  hat, 

SO  folgt: 

2..i=2{ii:^+  ^'-'f  +  ^'-'f  -i-  ^'-'f  +...]  = 

-■'■L^~  + 3 + 5 + 7 +  ---J- 

- 9  ;   r*8^        tg*x        tg"x        tg^x        tg»x  1 

Beiderseits    durch    2i    gekürzt,    gibt,    weil    z.B.   i*  =  — 1, 
i*  =  +  1,  i^  =  —  1  usw.: 

Setzen  wir   nun  x  =  —  (45®),   so   wird  tg  —  =  1;   ebenso 
tg^  1  —  1=1;   tg^(-j-l=l  usw.,  und  damit: 

4  ""L  3  +   5         7   +  9         11+13       +---J- 

Diese  Beziehung  wurde  von  Leibniz  im  Jahre  1673  gefunden. 
Schneller  führt  folgende  Ableitung  zum  Ziel.    Es  ist  (s.  S.  578) : 

,    ^     ,   =  1  -  x«  -r  X*  -  X«  +  x»  -  x^o  -I-  -  .  .  . 
Beiderseits  mit  dx  multipliziert  und  dann  integriert,  ergibt: 


Jri 


—  .  dx  =  /  (1  -  x2  +  X*  -  X«  +  x»  -  x^o  +  - .  . .).  dx 


oder: 

.  X^     ,      X*  x'^     ,      x^  x^^ 

arctgx  =  x ^  +  -^ r+-9 IT  +  " 


Konvergent,  wenn  x  zwischen 
—  1  und  +  1  liög* 
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Für  x  =  1  folfft: 

.       .  IC  ,  1.11,1  1 

arctgl=-  =  l--+-^-y  +  -^-  — 


+  -•■• 


Diese  Reihe  befähigt  uns,  den  Wert  für  n  zu  berechnen; 
sie  hat  jedoch  den  Nachteil,  daß  sie  nur  sehr  schwach  konver- 
gent ist. 

Aufgabe:  Man  setze: 

x^    ,    x^         x^     , 
y  =  arctgx  =  x^ g-H — ;^ -f- —  .  .  . 

und  zeichne  zur  arctgx-Kurve  die  Ersatzfunktionen: 


y  =  x;  y 


x^  x^    ,    x^ 

-3-;y  =  x--3-  +  — usw. 


Es  gibt  noch  einige  andere  Reihen  zur  Berechnung  von  ^. 
welche  viel  rascher  konvergieren,  als  die  Leibnizsche.  —  Er- 
wähnung soll  noch  die  Schulzsche  Reihe  finden  (Wien  um  1850). 


Für  tg  a  =  — ,  also  a  =  arctg  — 
tgb  =  -^,  also  b  =  arctg  4- 
tgc  =  y,   also  c  =  arctg  - 


.     .      '   M  tga  + tgb 

tg(a-rb)=    ,_,g^,,^^ 


wird  zunächst: 


1^ 

2 


1  — ^•  — 


1^ 

5 


9' 


Ferner : 


tg  [(a  +  b)  -  c] 


tg(a-fb)+tgc 
l-tg(a  +  b)tgc 

65 

72       ,       .     T. 

72 


^  +  -^ 


1 


7     1 


9     8 


Aus  dieser  Beziehung  folgt: 


t: 


arctg  1  —  —-  =  [( a  -f-  b)  +  c]  =  a 


c. 
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Oder  durch  Einsetzen  der  Werte  für  a,  b  und  c: 

^=arctgy4-arctg-^  +  arctg^. 

Entwickeln  wir  die  rechte  Seite  nach  der  arctgx-Reihe,   so  er- 
gibt sich: 

^_^l 1_      _1 1 1  1 

4     "'    2       3-2»  "^52^       7  2' "^  9-2'-^    '  11-211 

,    1  1 1 1_  1  1 

'     r:  .  r  5         7  .  c:  7"    ' 


'    5       3.5^    '    5-5^       75'    '    9-5^        ll-ö^^    ' 

'    8       3-8»"^5.8^       7-8'"^9-8»"       ll-8ii'^      '*' 

Faßt  man  die  untereinanderstehenden  Glieder  mit  gleichen  Nenner- 
potenzen zusammen,  so  folgt: 

i^-i-^i^i-i  ^-i-4-J-^l-l4-l  rj- + i-4- J-1 4- 

4  ""2  "^5  "^8       3    L2''"^5»"^8''J"'"5    [2^  "^  5*  "^  8»J  "^ 

7     L2'^5'   ■   8'J^9    L2»^5*^8»J^ 

-i-  fJ-^-L  -  J_1+_L  rJ-+J— ^JL1  1 

11    L21»    '    5""^8iiJ"^13     L21»  ~'~  51»  "'' 8" J^ 


Es  wird: 


044984375 


_J-   f-L     _L     -l_l-_o 
3  ■  L  2"  "■    5"  ^  8»  J  ""        ' 

7     L2'    '    5'  ^  8' J 


0,001117968 


+  T   [i'-  +  -^-^Tr]=  +  <^'000217072 
^li   [2^^5^+8^]      "^'^^^^^^^^^ 
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Von  hier  ab  können,  wenn  eine  Genauigkeit  auf  7  Stellen 
verlangt  wird,  alle  Potenzen  von  8  und  5  vernachlässigt  werden. 
Wir  brauchen  also  nur  noch  zu  berücksichtigen: 

-  ^        =  -  0,000002034 

-  17.^7  =-r  0,000000  449 

~  19  •V''  =-o»QooQooiQQ 

-^^1^2^-  + 0,000  000  023 

~^3^  =  ~^'^^^^^^^^- 

--  -f  0,000  000  001 ;  also  wird : 


25-2** 


^  =  -1-0,500000000  + 


-1-0,200000000 

+  0,125000000  -  0,044  984375  -f 

-  0,006  320 104  -  0,001 117  968  + 
-t-  0,000  217072  —  0,000044391  -|- 
-r  0,000  009  390  —  0,000  002  034  + 
-r  0,000  000  449  -  0,000  000 100  + 

-  0,000  000  023  -  0,000  000  005  -f 
0,000  000  001  —  0,000  000  000  .. .  oder 


^  =rr  c^  +  0,831 547  039  -  0,046  148  873  = 


4 


=  o^      0,785 398 166,  woraus  31;==^  3,141 592664. 
Aufgabe:  Man  zeige,  daß  die  Beziehung  gilt: 

-^  =  3.arctg(-^)-r-arctg(^). 
Ebenso : 

~  =  4.  arctg  (-1)  -  arctg  (  ^l^). 
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Abb.  233. 


§  118.   Der  allgemeine  Taylorsche  Satz. 

Gerade  so  gut,  wie  wir  in  §  117  für  eine  vorgelegte  Funktion 
y  =  f  (x)  eine  Ersatzfunktion  y  (x)  abgeleitet  haben,  welche  sich 
bei  der  Stelle  für  x  =  0  bis  zu  einem  beliebigen  Grade  der  Ge- 
nauigkeit mit  der  Grundfunktion  deckte,  können  wir  jetzt  auch 
für  irgend  eine  andere  Stelle,  z.  B.  für  x  =  +  5,  oder  für 
x=— 12,  oder  allgemeiner  für  x  =  x^  eine  derartige  Ersatz- 
funktion festlegen.  Es  sollen  also  jetzt  folgende  Forderungen 
erfüllt  sein: 

Die  gesuchte  Ersatzfunktion  y(x)  soll  nicht  nur  bei  x  =  x^ 
genau  dieselbe  Ordinate  haben,  wie  die  vorgelegte  Grund- 
funktion f  (x),  sondern  bei  x  =  x^  sollen  auch  noch  die  n  ersten 
Differentialquotienten  der  Ersatzfunktion  mit  den  n  ersten  Dif- 
ferentialquotienten der  Grundfunk- 
tion genau  nach  Größe  und  Vor- 
zeichen übereinstimmen.  Es  soll 
also  sein: 

y(i,)  =  f(x,);  T'(x,)  =  fA(x,); 

USW. 

Zum  leichteren  Verständnis 
nehmen  wir  gleich  wieder  ein  be- 
stimmtes Beispiel. 

Gegeben  y  =  f  (x)  =       , 

X  T  4 

(Abb.  233). 

Gefordert  wird,  daß  bei  x^  = 
=  -f-  8  die  gewünschten  Überein- 
stimmungen vorhanden  sein  sollen. 

Lösung:  Der  vorgelegten 
Qrundfunktion  f(x)  entspricht  ein 
ganz    bestimmtes    Schaubild,    das 

wir  uns  in  einem  Achsenkreuz  darstellen,  dessen  Nullpunkt  wir 
aus  sofort  zu  übersehenden  Gründen  mit  Of,,,  bezeichnen.  Nun 
ziehen  wir  durch  x^  =  3  eine  neue  Ordinatenachse,  deren  Schnitt- 
punkt mit  der  x- Achse  Op,  *  ist. 


(-jlJ^)J^^*gUgU^U^^ 


f 


0    I      2 


i      5     8      7     8 
(X-X,)'h 


X 


X'fXt+h) 


Einfluß  einer  Achsenverschiebuug  auf 

die  Kurvengleichnng.  Anwendung  zum 

Beweis  des  Taylorschen  Satzes. 
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Um  nun  das  gezeichnete  Schaubild  auf  das  neue  Achsen- 
kreuz (durch  Of,  0)  zu  beziehen,  brauchen  wir  in  der  gegebenen 
Funktion  an  Stelle  von  x  lediglich  den  Wert  (x  +  3)  zu  setzen, 
denn  wir  haben  ja  die  y- Achse  um  3  Einheiten  nach  rechts  ver- 
schoben. (Über  Einfluß  der  Achsenverschiebungen  auf  die  Funk- 
tionsgleichung siehe  S.  54.) 

Es  entsteht  also  mit  Bezug  auf  Op,  0  für  die  gezeichnete 
Kurve  ein  neuer  Ausdruck  in  x,  welchen  wir  mit  F  (x)  bezeichnen 
wollen  und  es  ist: 

F(x)  =  f,x4-3)  =  -^^:p|-^=-^. 

Jetzt  beziehen  wir  zunächst  alles  auf  das  Achsenkreuz 
durch  Op,  0;  denken  uns  also  die  alte  y- Achse  weg. 

Wir  stellen  demnach  fftr  F(x)  die  BedingungsgleiehnngeB 

auf   für   die   Stelle   bei   x  =  0   und   wollen   die   aufzusuchende 
Ersatzfunktion  mit  ^(x)  bezeichnen. 
Es  soll  also  sein: 

4>(0)  =  F(0);  *00)-::F^(0);  4>^^(0;)  =  F^^O)  usw. 

Nun  ist: 

24  24 

also  F(0)  = 


X 

Ia;  — 

1      ^ 

•       •       • 

F^ 

(X) 

1  -24 

•       • 

p// 

U) 

1 • 2 • 24 

(x  +  5)*  • 

•       •       • 

/// 

('^.^ 

1   2-3- 

24 

F^(0)  = 
F^^(O)  = 


5    ' 
24 
~  25 

48 
125 


144 

F^^^(0)  = — —  usw 

'      ^"^  (x  +  5)^        .    i?     l^)  ^25 

Die  gesuchte  Ersatzfunktion  hat  die  Form : 

ipix)    =A-|-Bx  +  Cx2  +  Dx3  +  E.x^... 

Es  ist  also  ^  (0)  =  A ; 

*'  (x)  =l.B  +  2Cx4-3D.x2-f4.Ex^T. 

Es  ist  also  <I>^  (0)  =  1  •  B ; 
*^^(x)  =  1- 2  •C  +  2-3Dx  +  34Ex2 -{-... 

Es  ist  also  4>^^(0)  =  1  •  2  ■  C; 
^^^^'(x)  =:12.3D  +  2-3.4Ex  +  ... 

Es  ist  also  4>^^^(0)  =  1  •  2  •  3  •  D  usw. 
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Nun  soll 

sein: 

4>(0): 

=  A  =  F(0)=- 

24 
5 

'  f 

also  daraus  . 

..  A  = 

=  F(0)  = 

24 
6    ' 

«I>'(0)  : 

« 

=  1  •  B  =  F'(o; 

1   

1  -24 
5» 

also  daraus . . 

.B- 

F'(0) 
1! 

24 
"       5*  ' 

4>"  (0) 

-12c-  F"(0)  - 

1    ^-J 
5» 

24 

also  daraus  . 

..C  = 

F"(0) 
2! 

24 
-  5"  ' 

■       *"'(0) 

=  1  -2    3    D  = 

-  F'"  (0)  -      - 

1-2    3 
5* 

24 

Alfin  riaraiia 

n  — 

F'"(0) 

24 

-    llfiW 

Also  lautet  die  ErsatzfuDktion,  bezogen  auf  das  neue  Achsen- 
kreuz durch  Of  ^: 


5         25  '    125  625  '    3125 

24 


=  00  F(x)  =  0^ 


x  +  5 


Streni^  richtig 
nur  für  x  =  0 


Die  Ersatzfunktion  läßt  sich  jetzt  graphisch  darstellen,  immer 
noch  bezogen  auf  das  Achsenkreuz  durch  Op,  <{». 

Das  entspringende  Schaubild  kann  aber  jetzt  ebensogut  wieder 
rückwärts  auf  das  alte  Achsenkreuz  durch  Of,  ^p  bezogen  werden, 
indem  wir  uns  die  zu  ^(x)  geh()r)ge  y- Achse  um  3  Einheiten 
nach  links  verschoben  denken.  Das  kommt  zum  Ausdruck,  indem 
man  in  4>  (x)  statt  x  den  Wert  (x  —  3)  setzt ;  dann  ergibt  sich 
aber  für  die  Ersatzkurve  ein  neuer  Ausdruck  in  x,  den  wir  mit  ^(x) 
bezeichnen  wollen  und  es  folgt: 
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y(x)=F(0)  + 


F'(0) 


1! 


(x-3)i  + 


2! 


(x-3)*  + 


+ 


3! 


(x  —  3)»  +  . . .  =  ~  f  (x). 


Streng  richtig  nur  für  x  =  3  in  bezug  auf  das  Achsenkreuz 
durch  Ot,,p.  :, 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  wie  sich  F  (0) ;  F'(0) ;  F''(0)  usw. 
ausdrucken  lassen  durch  f(0);  f'(0);  f"(0)  usw. 

Aus  Abb.  233  folgt  sofort,  daß: 

F(0)  genau  so  viel  ist,  wie  f(3);  entsprechend  muß  F'(ü) 
=  f/(3)  sein;  ebenso  F/'(0)  =  f'/(3);  F"/(0)  =  fW(3)  usw.';  denn 
F(x)  und  f(x)  sind  ganz  identische  Kurven,  nur  auf  verschiedene 
Achsenkreuze  bezogen. 

Ebenso  *(x)  und  «p(x). 

Verwenden  wir  die  zuletzt  festgestellten  Beziehungen,  so  folgt: 

f'(3) 


?(x)  =  f(3)  + 


1! 


(x-3)i  +  -2^p-(x-3)«  + 


H sr--(x 


3! 


3)»  +  ... 


=  oo  f  (x)  = 


24 


CO 


x  +  2 


Streng  richtig 
nur  für  x  =  +  3 


Nehmen  wir  allgemeine  Bezeichnungen,   indem  wir  statt  3 
den  Wert  a  oder  x^  setzen,  so  folgt: 

y(x)  =  f(xi)  +  i^.(x-x,)i  +  i-^-(x-xJ*  + 


1! 


+  -^-^  ■  (^  -  ^i)*  +  • . .  =  ~  f(x) 


2! 


Streng  richtig  nur 
filr  die  Stelle  bei  x^ 


Setzen   wir  f(x)   nach   links,   so  ergibt  sich  die  allgemein 
übliche  Form  der  Taylorschen  Reihe  zu: 

y  =  f(x)=oof(xO  +  i^.(x-x,)i  +  -^^^  (x-x,)»  + 


21 


+^^r^-^^-^«>'+--- 


streng  richtig 
nur  für  x  =  x, 
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In  Worten :  Die  Ordinate  y  der  Ornndfunl^tion  f  (x)  ist 
an  irgend  einer  Stelle  mit  der  Abszisse  x  (innerhalb  des 
KonTergenzbereichs)  mit  grofier  Annäherung  gleich  der 
Ordinate  bei  x^,  nämlich  f  (xj  plus  einer  größeren  Anzahl 
Teilhtrecken,  näuilich: 

?^  (x-x,)i+^  (x~xO^+^^^^ 

welche  sich  alle  dadurch  ergeben,  dafi  man  den  1.),  2.)^ 
3.)  nsw.  Dififerentialqnotienten  für  die  Stelle  bei  x^  multi- 
pliziert mit  den  betreffenden  Potenzen  yon  (x  —  x^)  und 
diridiert  durch  die  Fakultät  des  entsprechenden  Potenz- 
Exponenten.  Je  größer  die  Zahl  der  Glieder  auf  der  rechten 
Seite,  desto  besser  stimmt  der  angenäherte  Wert  mit  dem 
wirklichen  äberein. 

Die  Differenz  zwischen  dem  genauen  und  dem  angenäherten 
Wert  können  wir  wieder  als  das  Restglied  R  für  die  Stelle  x 
ansehen ;  diesbezüglich  gilt  alles,  was  darüber  im  vorhergehenden 
Paragraphen  gesagt  ist.  Die  Größe  des  Restgliedes  kann  hier 
berechnet  werden  mittels  der  Formel: 

.^  = (^rpü! (^-^x)"+^ 

"Wobei  ö  zwischen  0  und  -f-  1  genommen  werden  muß. 

Setzen  wir  in  der  allgemeinen  Taylorschen  Formel  x^  =  0, 
so  ergibt  sich  in  einfachster  Weise  der  als  Mac  Laurinsche  Reihe 
bekannte  Ausdruck.  Bezeichnen  wir  ferner  in  der  allgemeinen 
Formel  rechts  die  Differenz  (x  —  x^)  mit  h,  wo  dann  h  als  Ver- 
^derliche  aufzufassen  ist,  weil  es  ja  von  x  abhängig  ist  und 
setzen  wir  links  statt  x  den  Wert  (x^  +  ^)  (s.  Abb.  233),  so  er- 
gibt sich  noch  folgende  meist  gebrauchte  Form  der  Taylorschen 
Reibe: 

y  =  f(x,  +  h)  =  =-f(x,)  +  i^    h  +  i^    h*  + 

Hafner,  Differential-  und  Integralrechnung.    2.  Antt.  38 
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Streng  richtig  nur  für  die  Stelle  bei  x^,  d.  h.  fdr  h  =  0; 
h  ist  der  yeränderliche  Abstand  yon  x^  aus  gerechnet;  man 

setze  ihn  =  -j-,  -g-,  -j-,  1,  2,  — j-,  — ^  usw. 

Man  fasse  die  obige  Formel  in  Worte! 
Das  Restglied  R  kann  mittels   der  in  letzter  Formel  vor- 
kommenden Größen  berechnet  werden  aus: 

f<°+^Ux,  +  e  •  h) 

^-  (n+l)!  ^       ' 

wobei  ö  zwischen  0  und  -f-  1  genommen  werden  muß. 

Die  beiden  ersten  Glieder  der  allgemeinen  Taylorschen  Reihe 
lassen  sich  unter  entsprechender  Abänderung  der  Abb.  232  sehr 
anschaulich  auf  graphischem  Wege  ermitteln. 

Man  tue  das  und  überlege,  welchen  Einfluß  der  Kurven- 
verlauf auf  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  der  Taylorschen 
Reihe  hat. 

Man  nehme  zuerst  zunehmende  Steigung,    dann  abnehmende 

Steigung;    dann   zunehmendes   Gefälle   und  endlich  abnehmendes 

Gefälle  bei  der  Stelle  x  =  x^. 

24 
Beispiel :  Für  y  =  f  (x)  = — r-  eine  Ersatzfunktion  y  (x) 

X  -p  « 

zu  suchen,  Vielehe  bei  x  =  x^  =  +  3  nicht  nur  die  gleiche  Ordinate 
hat,  wie  f  (x),  sondern  es  sollen  an   dieser  Stelle   auch   noch  die 
3  ersten  Diflferentialquotienten  beider  Funktionen  genau  nach  Größe 
und  Vorzeichen  übereinstimmen. 
Lösung.    Es  ist: 

y  =.  y(x)  =  c^  f  (X,  +  h)  =  c>o   f(xO  + -^^-h +  i^^ 

+^.h»+..; 

Aus: 
f  (x)  =       ,   -   folgt  für  X  =  xi  =  3 . . .  f  (x,)  =  f  (3)  =  -^  =  -f  4,8 

f/ (i)  =  _ -lf?i-,  also  für  X = X,  =  3  . . .  f  (Xi) = f/ (3)  =  -  -^  ■  ^^ 


(x  +  2)»'    "     -*'  ^"'^     ^'  5 


2 


1-2-24  1-2-24 

f//(x)  =  7-4IS-.  also  für  X  =  X,  =  3 . . .  i'^(x,)  =  f^^(3)  =  -i-^ 
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fW(x)  = ^  .f  ",  ^„\!^  ,  also  für  X  =  Xj  =-  3  . . .  V" (xj  =  V" (3)  - 


(x  +  2)* 


1  •  2  •  3  •  24 


usw. 


Diese  Werte  ia  ^ (x)  eingesetzt,  ergibt: 

y  =  y(x)=«>f(3  +  h)  = 
24  24  24  24 

Streng  richtig  ist  diese  Gleichung  nur  für  h  ==  0,  d.  h.  für 

X  =  Xi  =  +  3.  Angenähert  richtig  auch  noch  in  der  Umgebung 
von  h  =  0,  also  z.  B.  bei  h  =  1,  2,  3,  -  1,  —  2,  —  3,  d.  h.  bei 
X  =  4,  5,  6,  2,  1,0.   . 

Abb.  284. 


y-nxi'U-gk*g^ 


Darstellung  der  Fanktion  y  = 


X  +  2 


und  der  Ersatzfunktion 


9A.  9A  9A 

y  (X)  =  4,8  —  -— -  h  -f  -7^  h»  —  -— -  h»,  welche  bei  x  =  +  3  mit  f  (x)  übereinstimmt. 


Wir  brechen  y(x)  bei  h^  ab  und  berechnen  uns  eine  Tabelle 
zur  graphischen  Darstellung  von: 


y  =  y(x)  =  4,8- 
Es  ergibt  sich  zu: 


24 
25 


11  + 


24 


h=:-3 

y  =  cp  (x)  =  +  10,4448 


-2 

+  7,7952 


-1 

+  5,99072 


125 

0 

+  4,8 


h2- 


24 


625 


hK 


+  1 

+  3,9936 


+  2 

+  3,3408 


+  3 

+  2,6112 
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Für  die  Grundfunktion  y  =  f (x) 


24 


h  =  -  3,  d.  h.  X  =  0 
y  =  f(x)  =  +  12 

h  =  +l...x  =  4 


li  =  — 2..  .x  =  l 

h=  +  2...x=5 
y  =  o3  3,42857 


x  +  2 
li  =  -l  ...x  =  2 

h  =  +3...x  =  6 

y  =  3 


ergibt    sich   zu: 


h=i0...x=3 
y  =  4,8 


Also  folgen  die  entsprechenden  Differenzen  der  Ordinaten 


bei          h  -     3 

-2 

-1 

0 

+  1 

+  2 

+  3 

zu  f(x)-cp(x)- 1,5552 

0,2048 

0,00928 

0 

0,0064 

0,08777 

0,3888 

Die  beiden  Kurven  sind  in  Abb.  234  dargestellt.     Man  stelle 
noch  für  x  =  x^  =  -{-  2;  -}-  1;  +4;  -j-  6  Ersatzkurven  auf. 

§  119.   Ermittlung  der  wahren  Werte  für  unbestimmte 


Ausdrücke  von  der  Form 


QO 


0    '     00 


usw. 


Zwei  verschiedene  Funktionen  y  =  f  (x)  und  y  =  ((px)  mögen 
eine  gleiche  Nullstelle  a  haben;  ihre  Bildkurven  sollen  also  die 
X-Achse  in  der  Entfernung  a  vom  Nullpunkt  gleichzeitig  schneiden 
(oder  auch  berühren).  Für  x  =  a  v^ird  dann  sowohl  f  (x)  =  0 
als  auch  y(x)  =  0  (nach  Voraussetzung). 

Es   fragt    sich    nun,    welchen    wahren  Wert  W   der  Bruch 

f(x) 
— —r-  fferade  für  die  Stelle  bei  x  =  a  hat.     Zunächst  nimmt  er 

?(x) 


dafür  die  unbestimmte  Form 


Ol 
0 


an. 


Satz 


In    ähnlicher   Weise,    wie    bei    der  Ableitung    des  1.)  D.Q. 
(S.  163  f.),  läßt  sich  auch  hier  folgern,  daß  der  wahre  Wert  des 

Bruchs  W  =  i^  ist. 

f{x) 

:  Ist  r^^l        =  -J-,  so  ist  der  wahre  Wert  W  = 

[f/(x)  1  0 

— ~~-         .  Ist  auch  dies  =  -^r-,  so  ergibt  sich  der  wahre 

Kommt  man  also  bei  einem  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner 
Funktionen    von  x   sind,   für  x  —  a   auf  die  imbestimmte  Form 


Wert  zu 


usw. 
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-,  SO  findet  man  den  wahren  Wert,   indem  man  sowohl  den 


0 

Zähler  far  sich  differenziert,  als  auch  den  Nenner  für  sich 
differenziert  und  dann  erst  x  =  a  setzt  usw. 

Man  hüte  sich  davor,  hier  die  Regel  über  die  Differenzierung 
eines  Bruchs  anzuwenden. 

Zur  Erläuterung  dieses  Satzes  soll  vor  der  allgemeinen  Beweis- 
führung zunächst  ein  besonderes  Beispiel  behandelt  werden. 

Die    beiden    Funktionen    y  =  f  (x)  —  x^  +  3  x  —  18    und 
y  =  <p(x)  =  x*  —  llx-|-24  haben  die  gemeinschaftliche  Null- 

steHe  +  3. 

f(x)l  f(3) 


Es  wird  also  für  x  =  +  3  .  .  .  T-^^l 

L9(x)Jx 


?^(x)Jx  =  »       y(3) 
32  +  3-3-18  0 


3^— 11.  3 +  24  0  • 

Man  zeichne  beide  Kurven   auf  und   bestimme   zunächst   in 

f(x) 
der  Nähe  von  x  =  +  3  den  Zahlen  wert  von  — --7-,  indem  man 

nacheinander  setze: 


1.) 

X  — 

+  2; 

2.) 

X 

+  2,5; 

3.) 

X 

+  2,9; 

4.) 

X  — 

+  2,99 

usw. 

Zu 

!.)• 

Für 

X  -- 

^  +  2  ist  <^^.''^, 

f(2): 

?(2): 

=  2*  + 
-2« 

3   2       18 
11-2  +  24 

-  8 

-  +  6 

f(2) 

?(2)   ^" 

8 
6 

-  -  1,333  .  .  . 

Zu 

2.) 

Für 

X  -- 

^r2,5 

■"<SS: 

2,5 
2,5 

ä+    3- 
»       11- 

2,5      18  - 
2,5  +  24  - 

4,25 

+  2,75 

f(2,5 

4,2! 

^ 
3 

...  /  0  c  \ 

0  ni 

w 

1,5454  .  .  . 

also: 


also: 


Zu  3.) 
p..  on- i^f(2i9)  =  2,9='+    3-2,9-18  =  -0,89,     , 

^"'•"-"  +  '''"S(2.9)  =  2,9^- 11. 2,9  +  24  =:  +  0;51^^1«^= 

i(^-_-^:89___ 
?(2,9)  0,51   ""        '        •  •  • 
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Zu  4.) 

Für  X-+2  99  ist^^^^'^^^  =  ^'^^^  +   ^  '  ^'^^  -  18  =  -  O,0899| 
üur  X-+ J,yy  ist<^^(2,99)  =  2,99«  - 11  •  2,99  +  24  =  +  0,0501 

,        f(2.99)  899  -„.., 

"^^°  ■^(2;99r  =  ~ -SÖT  =  -  ^'^^^^1  •  •  • 

Auf  diese  Weise  können  wir  bis  zu  jedem  gewünschten 

f  (3) 
Grad  der  Genauigkeit  an  den  wahrenlWert  des  Bruchs  — Tjif  = 

T(3) 
=  -jr-  herankommen. 

(Sehr  anschaulich  auch  mittels  graphischer  Darstellung,  in- 
dem wir  zu  den  betreffenden  x-Werten  die  Ergebnisse  der  Division 
als  Ordinaten  auftragen  und  der  entspringenden  Kurve  die  Ordinate 
zur  gemeinschaftlichen  Nullstelle  entnehmen.) 

Nach    dem    vorausgeschickten    Satze  wird   der    wahre  Wert 


W 


_rj^-i      _r  2X  +  3-1      _    9    _ 


Wir  sehen,  daß  wir  unter  4.),  wo  x  ==  2,99  genommen  wurde, 
schon  sehr  nahe  an  den  wahren  Wert  herangekommen  waren, 
indem  wir  —  1,79441  .  .  .  statt  —  1,8  erhielten. 

Allgemeiner  Beweis. 

A.)  Was  wir  an  dem  besonderen  Beispiel  erkannt  haben, 
läßt  sich  mittels  der  Taylorschen  Reihe  auch  allgemein  be- 
weisen. 

fix) 

Andern  wir  nämlich  in  r-  die  Abszisse  x  um   den  sehr 

<p(x) 

kleinen   Betrag   h,    so    ergibt   sich   als   Bruchwert   der   Ausdruck 

f(x-rh) 
y(x-Fh)- 

Entwickeln  wir  diesen  Ausdruck  nach  dem  Taylorschen  Satz. 
so  folgt: 

f(x.-h)        t'-'  +  -n--'^ 2!--'^    ^^-3i--^       - 


I.) 
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Lassen  wir  jetzt  x  =  a  werden,  so  wird  nach  Voraussetzung 
sowohl  f(x)  =  f(a)  =  0,  als  auch  y(x)  =  y(a)  =  0.  Also  ver- 
schwindet für  diesen  Fall  auf  der  rechten  Seite  von  I.)  das  erste 
Zählerglied  und  das  erste  Nennerglied.  Dividieren  wir  noch  rechts 
Zähler  und  Nenner  durch  h,  so  folgt: 


11.) 


f  (a  +  h) 
?(a  +  h) 


f  (a)         i"(&) 


1! 


2! 


li^  +  -^-h^  +  . 


cp/(a)         cp^'(a) 


1! 


2! 


h.+4<'i.b.+. 


Setzen  wir  jetzt  h  =  0,  um  den  Wert  des  Bruchs  gerade  für 
die  Stelle  bei  x  =  a  zu  erhalten,  so  ergibt  sich,  da  alle  Glieder 
rechts  mit  dem  Faktor  h  verschwinden: 


III.) 


Nun  kann  es  wohl  vorkommen,  daß  auch  f^(a)  und  y^(a) 
gleichzeitig  zu  Null  werden.  In  einem  solchen  Fall  liefert  die 
Gleichung  IL),   nachdem   man  Zähler   und   Nenner  rechts   durch 

l-^j  dividiert  hat,  den  Ausdruck: 


IV.) 


f  (a  +  h) 
?(a  +  h) 


F(a)+       j  '  •hi  +  .  .  . 


?"(a)  + 


?'"(a) 


hi  +  .  .  . 


Läßt  man  jetzt  hierin  h  =  0  werden,  so  folgt: 


In   ähnlicher  Weise   kann   man  weiterfolgern  und   muß  ge- 


gebenenfalls,  um   den   wahren  Wert  für 


bestimmen,  wie  groß 


?'"(a) 


bzw. 


rf""  (a) 


f(a) 
(p(a) 


0^ 
0 


zu  finden, 


usw.  ist. 


/ 
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f(x) 
B.)  Kommt   es    vor,   daß  — 7-7-  für  x  =  a  die  unbestimmte 

Form  —  annimmt,   dann   kann   man  diesen  Fall   auf  den  unter 

00 

A  besprochenen  zurückfahren,  indem  man  schreibt: 


r  f  (x)  1      ^  i^  ^ 

L?(x)Jx  =  a  00 


00 


00 


0^ 
0 


f(x) 
Demnach  ist  der  wahre  Wert  von —  für  x  =  a  auch  hier: 

?(x) 

W.  =  I     /       I         =  -yrr  bzw.  W  =  —rn-i-  usw. 
Auch  andere  unbestimmte  Formen,    wie  0    00;  00  —  00;  0®; 
00®  usw.  lassen  sich  stets  auf  die  Form  —  zurückführen,  so  daß 

auch  immer  derselbe  Satz  unter  A  Anwendung  findet. 
Einige  Beispiele. 

^  .      f(x)         sinx       .  ,  ^  ^         0 

1.)     r   = wird  für  x    -  0  zu  -7-. 

^      cp(x)  X  0 

Wahrer  Wert  W  =  T-^l        =  \^^        =  :^  =  +  1. 

L<p'(x)Jx=o     L    1    Jx=o       1        ^ 

2.)     — r—-  =  -:; Wird  lür  X  =  1  zu 


f{ji)  1  — X  0 

Dies  folgt  auch  durch  Zerlegung  von  1  —  x^  in  (1  -j-  x)  •  (1  —  x) 
und  Wegheben  von  (1  —  x). 

1 


W=     -^^  =      ^  -     -—  =-X 


X  Jx  =  0 


§  120.    Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Subnormale.         601 


.  .        ix)  COSX  X  0 

'*•)     — r^r  =  — I wird  für  x  =  -r-  zu  — - 

y(x)         cotgx  2  0 


W 


L?^(x)Jx=   ^ 


—  sin  X 


=  I  sin^  X  L  =  _!L  =  +  1. 


'  Dies  folgt  auch,  indem  man  sofort  cotg  x  ~ 


COSX 

sinx 


setzt. 


5.)     f (x)  •  (p(x)  =  cotgx  •  X  wird  für  x  =  0  zu  ex:  •  0. 

?  (x)     __       x       __      X 

~~r~-"~T~~  tgx  • 


Wir  setzen  f(x)-y(x) 


f(x) 


cotg  x 


0 


Dieser  letzte  Ausdruck  wird  für  x  =  0  zu  -^;  sein  wahrer 


Wert  wird  demnach  für  x   -  0  .  .  . 

1 


W  = 


1 


=  cos*0=  +  l. 


cos^x 


x  =  o 


§  120.  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Subnormale» 

I.)    Ist  die   Gleichung  einer  Kurve  gegeben    in    der  Form: 
y  =  f (x)   (Abb.  235),  so   wissen  wir,   daß  der  erste  DiiSFerential- 


quotient 


iy^./- 


dx 


y^  z=  {f  (x)  —  tg  a  der  allgemeine  Ausdruck  für 


das  Steigungsmaß  der  f  (x)-Eurye  ist  und  daß  dieses  Steigungsmaß 
bei  allen   nicht  linearen  Kurven  wieder  eine  Funktion  von  x  ist. 

Beispiel:  Sei  y  =  f(x)  -    x-  —  8x  -f  12,  so  wird  dafür: 


dx 


y^  =  tga  =  2x  — 8. 


Demnach   berechnet  sich   das  Steigungsmaß   der   gegebenen 
f(x)-Kur7e 


bei  Xn       0  zu 

Jo' 

'--tga„_-     8, 

r,       Xj  =   1      , 

li 

'-■tg«!—           <J, 

I)      ^8          2     , 

It 

'_tgag_       4, 

,    Xg       3    . 

J-i 

'      tg«.      -  2, 

,    x^  —  4    , 

3i 

'--tgoi,           0, 

-     X,  -  --  5    „ 

Jö' 

'      tg^ö       +2  usw. 
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Soll  demnach  an  irgendeinen  Punkt  der  Grundkurve  die 
Tangente  gelegt  werden,  so  braucht  man  nur  für  den  betreffenden 
Punkt  in  der  angegebenen  Weise  das  Steigungsmaß  zu  bestimmen 
und  in  dem  Punkt  dieses  Steigungsmaß  zu  konstruieren.  Man 
führe  für  die  behandelte  Kurve  dieae  Konstruktion  für  die  Punkte  x^ 
bis  X5  aus. 

II.)  Allgemeine  Ableitung  der  Tangentengleichnng.  Der 
Berührungspunkt  P  der  Tangente  T,  welche  mit  der  +  x- Achse  den 
Winkel  a^   einschließt  (Abb.  235),   habe   die   Koordinaten  Xjji; 

Abb.  235. 


AP  -  ToAg&iiBuMuuä  -  T 

ßP'NormaU  'S 

AC  "SubtoA^adt       't 

V    BC  -  Subnormale      '71 


Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Subnormale. 

der  laufende  Punkt  der  Tangente  sei  mit  xy   bezeichnet.     Dann 
folgt  aus  der  Abb.  235 : 

Vi  — ■  V 

1.)   tff  a,  =  -^ =^— ;  es  ist  aber  auch: 

^     ^     ^  Xi  —  X 

2.)    tgttj  =  (-7^1      1  wobei  hier  der  Zeiger  x^y^^  bedeutet, 

Vax  / X|  yi 

daß  man  den  Wert  des  D.Q.  für  den  bestimmt  Yorgeschriebenen 

Funkt  x^  y^  einzusetzen  hat. 

Setzt  man  die  rechten  Seiten  von  1.)  und  2.)  einander  gleich, 
so  folgt  die  Tangentengleichung  für  den  Punkt  x^  y^  zu: 


T  .  .  . 


x,  —  X       \  dx/ 


oder: 


XiYi 


T  .  .  .   y'~y   =-  AI^Alö.  =  _  4Sj5i^  oder: 
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T    ..(y,-y)  =  (4^)        (x,-x). 

Liegt  die  KurveDgleichung  in  der  unentwickelten  Form  f  (x,  y) = 0 
vor,  80  wird  bekanntlich: 

(IL) 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  T  ein,  so  folgt  mit  der  gleichen 
Bedeutung : 

(IL) 

Xj  -  X  / Jlf^\  (f,)x,  y. 

Beispiele:  1.)  Zu  y  =  f (x)  =  x^  —  8x  +  12  ist  die  Gleichung 
der  Tangente  gesucht  für  denjenigen  Kurvengpunkt,  dessen  Ab- 
szisse Xj  =  -f  5  ist.     Dazu  berechnet  sich  yi  ==  —  3. 

dy 

Nun  ist ~-  =  2x  —  8,    also    wird    für    x  =  x,  =  +  5    ... 
dx  ^ 

(-T^)        =2- Xi  —  8  =  25  —  8  =  + 2;   eingesetzt   in 

T  .  •  .  (y,  -  y)  =  (4^)      •  (^i  -  ^)  ^'•g'*'*  • 

\  UX  /x,  yi 

T  .  .  .  (_  3  -  y)  =  2  .  (5  -  x),'  d.  h.: 

y  =  2x  —  13  =  Tangentengleichung  für  Punkt  x^  y^. 

2.)  Sei  f  (x,  y)  =  X  .  y  —  24  =  0. 

Gesucht  die  Tangentengleichung  für  x^  =  +  3;  y^  =  +  8. 

Es  wird  allgemein  1-^ — )  =  y;  also  l-r — j       =yi=+8; 

ferner  (-r — |  =  x;  also  (-77 — l        =  x.  =  +  3. 
Durch  Einsetzen  in 
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T  .  .  .  (3  -  x)  •  8  +  (8  -y)-  3  =  0,  d.  h.  8x  -f-  3y  -  48  =  0= 
=  gesuchte  Tangentengleicbung. 

III.)  Noch  einfacher  kommt  man  zur  TaugenteDgleichung  auf 
Grund  folgender  Überlegung:  In  der  nach  y  aufgelösten  Gleichung 
der  Geraden  (Tangente)  gibt  der  Koeffizient  von  x  das  Steigungs- 
maß   der  Geraden   nach  Größe   und  Vorzeichen   an  (siehe  S.  24). 

Schreiben  wir  also  ganz  allgemein  die  Tangentengleichung 
in  der  Form  an: 

T  .  .  .  y  =  a  •  X  +  b,     so   ist  a  =  Steigungsmaß   der   Tangente  = 

dy 
=  —^-;  eingesetzt,  ergibt: 

T  .  .  .  y  =  (-p- 1  •  X  +  b;    also     für     irgendeinen     bestimmten 

Punkt  Xi  yj: 

T        y  =  (4^)        X  +  b. 

b  muß  nur  so  bestimmt  werden,  daß  die  Gerade  durch  den 
Berührungspunkt  x^y^  der  Grundkurve  hindurchgeht;  es  wird 
allgemein : 

Für  unser  erstes  besonderes  Beispiel  folgt: 
T  .  .  .  y  =  2  •  x  -(-  b,  wo  noch : 

b  ^  yi  -  (-^)        •  Xj  =  -  3  —  2  •  5  =  —  13;  also: 

Vax  /xj  y, 

T  .  .  .  y  =  3x  —  13  (wie  zuerst). 

Für  unser  zweites  besonderes  Beispiel  folgt: 

T  .  .  .  y  —  (    ,      j        .  X  -f  b  = —  •  X  -f  b,   wo  noch : 

\  (1  X  A,  y,  3  '         ' 
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T  .  .  .  y  =  -  y  •  X  +  16,    d.   h.   8x  4-  3y  -  48  =  0  (wie 

zuerst). 

IV.)  Allgeiueine  Gleichung  der  Normalen  im  Punkte  x^  j^ 
einer  Kurve.  Die  Kurve  sei  zunächst  wieder  gegeben  durch 
y  =  f (x).  Die  Normale  N  im  Punkte  Xj  y^  (Abb.  235)  bildet 
dann  mit  der  +  x- Achse  einen  Winkel  (a^  +  90®).  Daraus  folgt, 
wenn  wir  jetzt  den  laufenden  Punkt  der  Normalen  mit  xy  be- 
zeichnen, die  Gleichung  der  Normalen  zu: 

N  .  .  .  {^^  ~  ^\  =  tg  (a,  +  900)  ^  1      __  1 


oder  auch: 
N  .  .  .  (yj  —  y)  = j-j — ^      .  (^1  —  x).  Man  vergleiche  diesen 


V  d  X  /x,  y, 


Ausdruck  mit  der  entsprechenden  Tangentengleichung! 

Ist  die  Kurve  gegeben  durch  f  (x,  y)  =  0,    so   ist  wieder  zu 

(— ) 

^®''^'"*'-  dann  folgt: 


setzen:    (-^)       =-A^^; 

V  d X  /x,  y,  /    9t  \ 

VöyA.y, 


(— ) 

N  .  .  .  (y,_y)  =  -  i^l^^^  =  Al^>l.(x,  -  X)  Oder: 

_  _\_9x_A,  y,  V  9  X  /x,  y, 

Vergleich  mit  der  entsprechenden  Tangentengleichung! 
Beispiele:  Für  unser  erstes  besonderes  Beispiel  folgt: 

N  .  .  .  (—  3  -  y)  =  —  Y .  (5  -  x),  d.  h. : 

y  = ^x  — ^  =  Gleichung  der  Normalen  durch  Punkt 
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Für  unser  zweites  besonderes  Beispiel  wird : 

N  .  .  .  (3  -  x)  .  3  -  (8  -  y)  .  8  =  0,  d.  h. 

—  3x  +  8y  —  55  =  0  =  Gleichung    der    Normalen   durch 

Punkt  x^  jy 

y.)  Länge  der  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Sob- 
normale.  Man  bezeichnet  (Abb.  235)  den  Tangentenabschnitt 
AP  =  T  kurzweg  als  Tangente;  ebenso  den  Abschnitt  BP  =  N 
kurzweg  als  Normale. 

Die  Projektionen  dieser  Abschnitte  auf  die  x- Achse,  nämlich: 
A  C  =  t  bezeichnet  man  als  Subtangente  und  entsprechend  B  C  =  n 
als  Subnormale. 

Es  sind  die  Längen  von  T,  N,  t  und  n  zu  bestimmen. 

Aus  Abb.  235  ergibt  sich  ohne  weiteres : 

1.)   Subnormale   BC  =  n  =  y^  •  tg a,  =  y^ .  (-r^)      = 

^=  yi  ■  (y  )xi  yr 

2.)  Subtangente  A  C  =  t  =  y^  •  cotg  a^  = 

^  yi  ^      yi      ^    yi 


1    (in 

VdX    A^y, 


3.)  Normale  BP  =  N  =  —^-^—  z=  y^ .  [/^i  -|-  tg^a,  = 


4.)  Tangente  AP  =  T  =    .^'     =y,  K iTcötg^^ 


V  VdxA.v.       Vdx/v.  V, 


Aufgaben:  1.)  Man  suche  n,  t,  N  und  T  für  verschiedene 
Punkte  eines  Kreises,  einer  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel,  Ketten- 
linie, Sinuslinie  usw. 
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2.)  Man  beweise,  daß  für  die  Parabel  y*  — 2px  =  0  die 
Subnormale  n  den  konstanten  Wert  p  besitzt,  und  daß  die  Sub- 
tangente t  doppelt  so  groß  ist,  wie  die  Abszisse  x,  des  Be- 
rührungspunktes, also  t  =  2  •  x^. 

3.)  Zu  beweisen ,  daß  die  Exponentialfunktion  y  =  e^  die 
konstante  Subtangente  t  =  -f-  1  besitzt. 
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Leibnizsche  Reihe  585. 

Leistung  bei  Phasenverschiebung  506. 

—  einer  Batterie  241. 

Gleichstrommaschine  101. 

—  eines  Wechselstroms  147, 498,  504. 
Leistungskurven  102,   147,  498,  506. 
Leitstrahl,  BegrifE  73,  412,  417. 
Leitungsquerschnitt  einer  Starkstrom- 
anlage bei  Kupferminimum  242. 

Lemniskate  84,  418. 

Lenzsches  Gesetz  484. 

Leuchtkraftkurve  16. 

Lichtquellen,  Intensitäten  102,  529. 

Lineare  Gleichungen  16  f.,  69  f. 

Linien  2.  bis  n.  Ordnung  36. 

Liniendiagramm  für  einen  Wechsel- 
stromkreis 143  f.,  511. 

Linienintegral  der  Kraft  522. 

Linkskrümmung  37,  173. 

Logarithmen,  Briggsche  und  natür- 
liche, Beziehung  zwischen  beiden 
125. 

Logarithmische  Funktionen  122  f. 

Differenziation  340  f. 

Integration  352  f. 

—  Reihe  577  f. 

—  Spirale  78,  416. 

M. 

Mgwj  Laurinsche  Reihe  569. 
Magnetische  Wirkung  einer  Spule  47  i. 

eines  geraden  Stromleiters  475. 

— Kreisstromes  477. 

Magnetisierende  Kraft  10,  475  f. 
Magnetisierungskurven  13. 
Mariottesches  Gesetz  100,  357,  446. 
Massenmittelpunkt  304. 
Maxima  und  Minima,  Anwendungen 
173,  231,   236,  373,  440. 


Methode  der  Substitution  382. 
Mikrofarad,  Einheit  507. 
Mindestwerte,  Kennzeichen  usw.  173, 

231,  373. 
Mittelwert  eines  Wechselstroms  491. 
Modul,  BegrifiE  73. 
Moivrescher  Lehrsatz  584. 

N. 

Nacheilung  140. 

—  infolge  Selbstinduktion  501. 
Näherungsweise  Bestimmung  derNuU- 

stellen  47  f. 
Neigungswinkel  24. 
Neutrale  Faser,  Begriff  429. 
Newtonsche  Ersatzfunktion  545. 
Normaldruck  530. 

Normale,  Subnormale  422,  602,  606. 
Normalform,  Herstellung  derselben43, 

133. 

—  einer  Potenzfunktion  45. 
Normalwelle,  Begriff  133. 
Nullstellen  (Wurzeln)  40  f. 

—  näherungsweise  Bestimmung  der- 
selben 47. 

0. 

Oberfläche  von  Rotationskörpern  301, 

315. 
Ohmsches  Gesetz  102,  503,  541  f. 
Ordinate  3,  18. 

Parabel  36  f.,  65,  92. 

—  in  der  Form  x  =  cp  (t) ;  y  =  rp  (t)  434. 

—  Krümmung  426. 

—  kubische  164. 

—  Wende  46. 
Parabolische  Spirale  80. 
Parabolischer  Brückenbogen  44. 
Paraboloid,  Volumen  393. 
Parallele  Geraden  29  f. 
Parameter  66. 

Partielle  (teilweise)  Integration  und 
Differentiation  252,  394. 

Periode;  Periodenbogen;  periodische 
Funktionen  132  f. 

Periodenzahl  134. 

Permeabilitätskoeffizient;  Permeabi- 
litätskurven 10,  15. 

Phasendifferenz;  Phasenverschiebung 
1.39  f.,  500. 
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IC,  Reihen  zur  Berechnung  585  f. 
Poissonsches  Gesetz  358,  468. 
Polares  Trägheitsmoment  327. 
Polarkurven  72  f.,  412. 

—  Länge  415  f. 

—  Fläche  417  f. 
Polarkoordinaten  73. 
Polstärke  eines  Magneten  475  f. 
Polytropische  Kurve  460. 

Potenz:     Differentiation     und     Inte- 
gration 204,  208,  262  f. 

—  mit  gebrochenen  Exponenten  102. 
Potenzflaschenzug  129. 
Poten^rfunktion  n.  Grades  37. 
Potenzreihe  677. 

Produkt:    Differentiation    und    Inte- 
gration 201,  394. 
Proportionalitätsfaktor  2i. 
Puls  132. 

R. 

Radiusvektor  62,  73. 
Raumkurve,  Bewegung  nach  217. 
Reaktanz  504. 
Rechtskrümmung  37,  173. 
Rechtwinklige  Lage  zweier  Greraden 

35. 
Regula  falsi  49. 
Reibung  5301. 

—  bei  Spurzapfen  531. 
Reibungsarbeit  533. 
Reibungskräfte  532. 
Reibungswiderstand  531. 
Reibungswinkel  531. 
Reibungsziffer  530. 
Reihen  109  f.,  545,  559  f. 
Rektifikation  298. 

Relativer  Fehler  bei  der  Tangenten - 

bussole  377. 
Resonanz  512,  544. 
Restglied  der  Mac  Laurinschen  Reihe 

571. 

Taylorschen  Reihe  593. 

Richtungskoeffizient  23. 
Rotationskörper,   Berechnung   285  f., 

315  f. 

S. 

Schmiegungskurven  545  f. 

Schubkurbelgetriebe ;    Bewegungsver- 
hältnisse 515. 

Schulzsche  Reihe  zur  Berechnung  von 
7c . . .  586. 

Schwerpunktslagen    für    Linien, 
Flächen,  Körper  306  f. 


Schwingender  Körper  129. 
Seilreibung  535. 
Seitengeschwindigkeit  217. 
Senkrechtstehen  zweier  Geraden  35. 
Selbstinduktion,  EMK  der  484. 
Selbstinduktionskoeffizient  486,  500. 
Sinuslinie  133  f.,  361,  378. 
Sinusreihe  575. 

Sinuswellen,  Zusammensetzung  143. 
Spannung,  effektive  496. 

—  einer   Gleichstrommaschine  492  f. 
Spezifische  Wärme  des  Wassers  und 

einiger  Gase  451. 
Sphäroid,  Volumen  393. 
Spirale,  allgemeine  81,  415. 

—  archimedische  77,  414,  416,  418. 

—  hyperbolische  79,  414,  420. 

—  logarithmische  78,  414,  416,  418. 

—  parabolische  80,  415,  421. 
Spiralförmige  Linie  130. 
Spurzapfenreibung  531. 
Stahlguß,  Permeabilitätskoeffizientlo. 
Statische  Momente  303. 
Statistische  Aufzeichnungen  1,  5,  9. 
Steigungsmaß  21  f.,  31  f.,  38,  88, 161. 
Stromstärke,  effektive  496  f. 

—  im  absoluten  Maßsystem  475. 
praktischen  Maßsystem  476. 

—  einer  Batterie,  Höchstwert  239. 
Subnormale  602,  606. 
Substitutionsmethode  382. 
Subtangente  602,  606. 

T. 

Tangente,  Länge  derselben  und  der 
Subtangente  606. 

—  trigonometrische  24. 
Tangentenlinie  151,  365. 

—  für  beliebige  Kurven  78  f. 
Taylorscher    Satz,    allgemeiner   Fall 

.589. 

besonderer  Fall  559  f. 

Beispiele  561. 

Technisch  wichtige  Kurven  97  f. 
Teilweise  Differenzierung  252,  265. 

—  (partielle)  Integration  394. 
Temperaturkurve  7. 
Tragfähigkeit  eines  rechteckigen  Bal- 
kens, Höchstwert  243. 

Trägheitshalbmesser  323. 
Trägheitsmomente  von  Flächen,  Kör- 
pern und  Linien  320 — 338. 
Transzendente  Funktionen  157  f. 
Trigonometrische  Funktionen  13H- 
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u. 

Übergang  von  rechtwinkligen  zu  po- 
laren Koordinaten  82. 

sehr  kleinen  Größen  zu  Diffe- 
rentialen 163  f. 

Umfangsgeschwindigkeit  218. 

Umformungen  der  Wärmegleichung 
458. 

Unabhängige  Veränderliche  16. 

Unbestimmte  Ausdrücke  und  deren 
wahrer  Wert  596. 

—  Integrale  278. 

Unentwickelte  Form  einer  Funktion 
16. 

V. 

Vektordiagramme  für  Wechselströme 
143  f.,  502. 

Veränderlicher  Bogen  131. 

Verlauf  eindeutiger  und  mehrdeutiger 
Funktionen  19  f.,  62  f.,  88  f. 

Vermittelte  Abhängigkeit  434. 

Vieldeutige  Funktionen  154  f. 

Volumen  von  Rotationskörpern,  Bei- 
spiele 285  f.,  315. 

Voreilen  des  Stroms  beim  Konden- 
sator 509. 

Voreilungswinkel  140  f. 

W. 

Wahre  Werte  für  unbestimmte  Aus- 
drücke 596  f. 

Wachstum  der  Koordinaten  31  f. 

Wärmegleichung,  Ableitung  452  f. 

Wärmelehre,  Erklärungen  446,  451  f. 

Wärmemenge,  Einheit  451. 

Wärmewert  der  Arbeitseinheit  453. 

Wattkomponente  146. 

Wattlose  Komponente  146. 

Wechselstrom,    Augenblicks-  (Mo- 
mentanwert) desselben  489  f. 

—  Effektivwert  für  Strom  und  Span- 
nung 496. 

—  Grundgesetze,  Leistung  usw.  147, 
486f. 


Wechselstrom,  Mittelwert  491  f. 

—  Zusammensetzung,    Periodenzahl, 
Wechselzahl  usw.  133,  143. 

Wegzeitgesetz  213. 

Wellenberg,  Wellental  133. 

Wendepunkt:  Kennzeichen  und  Auf- 
gaben 171,  176,  231  f.,  373. 

Wert  des  D.Q.  91. 

Wertepaare,  zusammengehörige  18  f. 

Wesen  des  D.Q.  91  f.,  161  f. 

Widerstandsmoment    von     Quer- 
schnitten 326,  338. 

Winkel  von  Polarkurven  412. 

Winkelbeschleunigung  219. 

Winkelgeschwindigkeit  138,  219. 

Wirkungsgradkurven  10,  11. 

Wucht  522. 

Wurf,  schiefer  45. 

Wurzel,  D.Q.  220. 

Z. 

Zeichen,  mathematische  15. 

Zeichnerische    Ableitung    der    D.Q. 
188  f. 

—  Darstellung   der   technisch   wich- 
tigsten Kurven  98  f. 

veränderlicher  Größen  2  f.,  72  f. 

Zeitiategral  der  Kraft  522. 

2Jentripetalbeschleunigung  514. 

Zinseszinsgesetz  127. 

Zustand  eines  ruhenden  Gases  450. 

Zustandsänderungen  eines  Gases  456. 

isothermisch    und    adiaba- 
tisch 461  f. 

Zustandsfläche  464. 

Zustandsgieichung  der  Luft  und  an- 
derer Gase  449  f. 

Zuwachsverhältnis  188. 

Zweideutige  Funktionen  52  f. 

Zweiter  D.  Q.  174. 

Zvkloide:    Gleichung   und   Aufgaben 
■^  438  f. 

Zyklometrische  Funktionen,  Darstel- 
lung 154. 

D.  Q.  und  Integration  386  f. 
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Terlag  ven  f  E  B  D  IN  1 N  D  E  N  K  E  in  Stattgart. 


Chemische  T«diBolt)gie  der  Neuzeit. 

Unter  Mitarbeit  hervorragender  Fachmänner  herausgegeben  von 

Dr.  Otto  Dammer,  Berlin. 

•    In  zweiter  Auflage  herausgegeben  von 
Prof.  Dr.  Franz  Peters,  Berlin. 

Vi.er  Bände.    Lexikon-Oktav. 
Die  zweite  Auflage  befindet  sich  in  Vorbereitung. 

Handbuch  der  dh«mischen  Technologie. 

tii^-i^^   .  :^vi^t  MitwnikMg  hervorragender  Männer  der 
-V  /4 ;:.    Wjssönscfia^  und  Präxij^^   herausgegeben   von 

Dr.  Otto  Dammer. 

Fünf  Bände.    Lex.  8^    1895—1898.    Mit  1272  Textabbildungen. 

Preis  geh.  M.  100.— 

Das  Materialprüfungswesen 

unter  b^^omderar  Be^ucki^elitiguiig  der  am  Materlalpräfungsamte 
zu  BeitM-Lieiiterfelde  TibllGhen  Verfahren  im  Grundriß  dargestellt 

unter  Mitwirkung  von 

A.  MÄRTEN  S, 

Geh.  Oberregierungsrät  Prof.  Dr.-lög.  Ä.  c,  MitgUed  der  Akademie  der  Wiasenschaften, 
Direktor  des  Materialprüfungsamtes  zu  Berlin-Lichterfelde 

sowie  von  zahlreichen  Fachgenossen 

>_  herausgegeben  von 

"'     weil  Prof.  Dr.  F.  W.  ffinrichsen. 

Mit  215  Textabbildungen.    Lex.  8^    1912.    geh.  M.  18.— ;  geb.  M.  20.— 

Handbuch 
der  physikalifich-^ehemischen  Technik 

für  Forscker  und  Techniker. 
Von  Prof.  Dr.  KURT  ARNDT, 

Frivatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zn  Berlin. 
Mit  644  Textobbild.    Lex.  8°.    1915.    geh.  M.28.— ;  in  Halbleinw.  geb.  M.31..- 

Eurzes  Lehrbuch 
der  chemisohen  Technologie. 

Von  Prof.  Dr.  G.  Schultz. 

Unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.  J.  Hofer.  ^ 

Mit  151  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.    Lex.  8^    1903.  j^ 

geh.  M  8.—;  geb.  M.  9.60.  ' 


>  .•  ^ .; .  . 


Terlag  von  FERDINAND  ENKE  in  Sfot^;»«. 


'- ,       •» 


Schule  der  Optik. 

Für  Optiker,  Okulisten  und  zum  Gebrauch  in  optischen  4ind 

mechanischen  Werkstätten. 

Von  Geheimrat  Dr.  A.  Gleichen  und  E.  Klein. 

Zweite,  neubearbeitete  Auflage 

unter  Mitwirkung  für  den  praktischen  Teit  von  A«  Gerold« 

Mit  46S  Textabbildungen.     Lex.  8".     1921.  .geh.  M.  70.—;  geb.  M.  80.— 

„Schule  der  Optik'*  ist  durch  BeschluB  des  Deutschen  Optiicer-Verbandes  das. 

offizielle  Lehrbuch  der  Optikerschule  zu  Berlin. 


Die  Theorie  der  modernen  optischen  hstronienle. 

Ein  Hilfs-  und  Übungsbuch  für  Physiker  und  Konstrukteure  optischer 
Werkstätten  sowiefüringenieure  im  Dienste  des  Heeres  u.  der  Marine. 

Von  Geheimrat  Dr.  Alexander  Gleichen« 

Mit  260  Fig.u.  109  gelösten  Aufgaben.  Lex.8^  19II.  geh. M.  10.80^  geb.M.  12.80. 

Die  Optik  in  der  Photographie. 

In  gemeinverständlicher  Darstellung. 
Von  Geheimrat  Dr.  Alexander  Gleichen. 

Mit  114  Textabbildungen,    gr.  8^     1911.    geh.  M.  6.— 


Die  Polorlsatlonsopporote  und  Ihre  Oeruendani. 

Von  Dr.  Hans  Schulz  und  Geh.  Regierungs-Rat  Dr.  A.  Gleichen. 

Mit  80  Textabbildungen.  Lex.  8^  1919.  geh.M.  7— ;  in  Halblein  w.  geb.  M.  10.- 

Das  Sehen. 

Eine  Einführung  in  die  physiologische  Optik. 
Von  Privatdozent  Dr.  Hans  Schulz. 

Mit  86  Textabbildungen.  Lex.  8^    1920.  geh.  M.  25.— ;  in  Pappband  geb.  M.  31.- 

Kristalloptik. 

Eine  ausführliche  elementare  Darstellung  aHef  wesentlichen  Er- 
scheinungen, welche  die  Kristalle  in  der  Optik  darbieten,  nebst 
einer  historischen  Entwicklung  der  Theorie  des  Lichts. 

Von  Prof.  Dr.  A.  Becker. 

Mit  106  Abbildungen,    gr.  8*.     1903.    geh.  M.  8.— 


Yerlag  yon  FERDINAND  ENKE  in  Stuttgart 


Handbuch  der  elektrotechnischen  Praxis. 

Herausgegeben  von  Ober-Ing.  A,  Wilke, 

I.  Band:  Die  Massenfabrikation  der  elektrischen  Präzisionsapparate. 

Bearbeitet  von  Werkstattdirektor  C«  Schücke. 
Mit  325  Textabbildungen.    Lex.  8^    1903.    geh.  M.  9.— 

I[.  Band:  Einrichtung  und  Betrieb  elektrotechnischer  Fabriken. 

Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Niethammer. 

Mit  378  Textabbildungen.    Lex.  8^    1904.    geh.  M.  14.— 

Theoretische  und  praktische  Einführung  in  die 

Allgemeine  Elektrotechnik. 

Handbuch  für  das  Selbststudium. 

Bearbeitet  von  Ingenieur  S.  Herzog,  Technischer  Eonsulent. 
Mit  857  Textabbildungen.  Lex.  8®.   1914.  geh.  M.  12.—  ;  geb.  M.  14.— 

Elektrotechnisches  Praktikum. 

Für  Ingenieure  und  Studierende. 
Von  Prof.  Dr.  F.  Niethammer. 

Mit  523  Abbildungen.    Lex.  8^     1902.    geh.  M.  9.— 


Berechnung  und  Entwurf 
elektrischer  Maschinen^  Apparate  u.  Anlagen 

für  Studierende  und  Ingenieure. 

Von  Prof.  Dr.  F.  Niethammer. 

FQnff  Bande. 

I.  Band:  Berechnung  und  Konstruktion  der  Gleichstrommaschinen 

und  Gleichstrommotoren. 

Mit  763  Textabbildungen.    Lex.  8^    1904.    geh.  M.  16.— 

III.  Band:  Elektrische  Schaltanlagen  und  Apparate  mit  Grundlagen 

zur  Projektierung  elektrischer  Anlagen. 

Mit  609  Textabbildungen  und  13  Tafeln.    Lex.  8^     1904.    geb.  M.  16.- 


Leitfaden  für  das  elektrotechnische  und 
elektrochemische  Seminar. 

Für  Studierende^der  Elektrotechnik,  Physik,  Mathematik, 
physikalischen  u.^Elektrochemie,  Maschinenbaukunde  sowie 
ftlr  den  in  der  Praxis  stehenden  Ingenieur  und  Chemiker. 

Von  Prof.  Dr.  M.  Roloff  und  P,  Berkitz. 

Mit  75  Figuren,    gr.  8^    1904.    geh.  M.  6.—  ;  in  Leinw.  geb.  M.1,^. 
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Terlag  Tcm  FEB9INAND  ENKB  in  Stottglwt. 


Von  Geh.  Rat  Prof.  Dr.  E.  Kitüer 
unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.-Ing.  W.  ^Petersen. 

Drei  BSnde. 

« 

n.  Band:  Einführung  in  die  Wechselstromteelmik»  Trapsfprmatoren. 

Mit  858  Textabbild.    Lex.  8^    1909.   geh.  M.  18.— ;  in  Halbleinw.  geb.  M.  25.- 

III.  Band:  Wechsel8tron|ni|u»chineii. 

Synchron-  und  Asynchronmaschinen.    Einankerumförmer.    Kollektormotoren. 

Von  Prof.  Dr.-lDg.  W.  Petersen. ' 

Mit  425  Textabbild.    Lex.  8^    1910.    geh.  M.  20.-;  in  Halbleinw.  geb.  M,  27.- 

In  Vorbereitung  befindet  sich :  I.  Band :  Gleichstrom,  Mit  zalilreicheii'ÄByn<iuiigeiL 


^"^ 


*    -•^^^-iti.ä 


Von  Prof.  Dr.-Ing.  W.  Peter3en. 

Mit  zahlreichen  Textabbildungen.    Lex.  8^    geh.  und  in  Leinw.  geb. 
Die  zweite,  umgearbeitete  Auflage  erscheint  im  Frühjahr  1Ü21. 


VinifiKünri  EM  ler  mi-lkpnsniei. 

Von  Dr.-Ing.  Karl  Schmiedet,  Cliariotferiburg 
unter  Mitarbeit  von  Dipl.-Ing.  Friedrich  Estel,  Berlin. 

Mit  99  Textabbildungen.    Lex.  8*.    1916.    XII  und  167  Seiten,    geh.  M.  7.— 


Materialprüfungsmethoden 
im  Elektromaschinen-  und  Apparatebaov 

Von  Dipl.-Ing.  K.  A^  Schreiber« 

Mit  162  Textabbildungen.    Lex.  8^    1915.    geh.  M.  12.— 

Me.  MDmg  mnl  ttBiinn  iid  TiüiiHtna 

Von  Dipl.-Ing.  K.  A.  Schreiber. 

Mit  147  Textabbildungen  und  1  Tafel.    Lex.  8«.    1912.    geh.  M.  8.40. 

Bertelsmann,  Dipl.-Ing.  Dr.  W.,  Lehrbuch  der  Leuchtgasindustrie. 

Zwei  Bände.  I.  Band:  Die  Erzeugung  des  Leuchtgases.  Mit 
12  Tafeln  und  401  Textabbildungen.  Lex.  8^  1911.  geh.  M.  20.- 
II.  Band:  Die  Verwendung  des  Leuchtgases.  Das  Beleupfatiefr,  JSjq^fien 
und  Heizeh  mit  Gas.  Mit  308  Textabbildungen  und  49  Zatdentafeln. 
Lex.  8^    1911.  geh.  M.  13.—    Die  Bände  werden  einaJeln  abgegeben. 

Bertelsmann,  Dipl.-Ing.  Dr.W.,  Rechentafeln  für  Beleuchtungstechnikpr. 

Mit  4  Abbildungen.   8^    1910.    geh.  M.  2.60;  in  Leiilw:  geKM.  SliSO. 

Uanausek,  Prof.  Dr.  T.  F.,  Lehrbuch  der  technischen  Mikroskopie.  Vit 
25i5in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Lex.8^  1901.  geh:  M.  14.40. 

Piest,  Dr.  C,  Die  Zellulose,  ihre  Verarbeitung  und  ihre  chemischen 
Eigenschaften.    Mit  10  Abbildungen.    Lex.  8^    1910.    geh.  M.6.- 


TiSdAg  tön'  FE»ÖIIflAT*I)  EN Kl=  in  Sttlt^ärt. 


1% 

Für  Studierende  Sd«r  Medizin/ Tre^^  Zalinheilkunde, 

der  IVthnik  und  Häüdelswissenschaft. 

Ton  Dr.  Georg  Frerichs, 

y  ^  £       <  a-.  ö.  Professor  au  der  ÜniverflitUt  Bonn.  - 

~    Mii.^Q  ^^^JbajiWld,  ,'gr.B^    J920.  '  g«k  M.  36.— j  in  Hfclbleipw.  geb.' »!; 42.— 


■  ■ 


Leitfadeiiii^]^  theoretischen  Chemie. 


I  Ajä^ jßinfßlirnig  Ja  das  Gebiet  fär  Studiereiide  de|  pl^ej^e.jl'JbiStaÄJÄe 


I,      \ 


uQd  .Naturiv^ssenscliaften,  Aerzte  mA  Teohsdkep. 

Von  Prof.  Dr.  W.  Herz> 
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